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МЕТОД ГРАНИЧНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ У ЗАДАЧАХ СТАТИКИ 
ПОЛОГИХ ОРТОТРОПНИХ ОБОЛОНОК ІЗ РОЗРІЗАМИ Й ОТВОРАМИ  
 

Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà àíàë³çó ð³çíèõ ï³äõîä³â äî ïîáóäîâè ñèñòåìè ãðàíè÷íèõ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê ³ç ðîçð³çàìè òà îòâîðàìè 
äîâ³ëüíî¿ êîíô³ãóðàö³¿. 

 
²íòåíñèâíå âèêîðèñòàííÿ òîíêîñò³ííèõ îáîëîíêîâèõ êîíñòðóêö³é ð³çíî-

ìàí³òíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ â ð³çíèõ ãàëóçÿõ ñó÷àñíîãî ìàøèíîáóäóâàííÿ (àâ³à-
ö³éí³é ³ êîñì³÷í³é òåõí³ö³, õ³ì³÷íîìó ìàøèíîáóäóâàíí³, ñóäíîáóäóâàíí³ 
òîùî) ñòàâèòü ïåðåä äîñë³äíèêàìè áàãàòî ñêëàäíèõ ïèòàíü, ïîâ’ÿçàíèõ ç 
âèçíà÷åííÿì ì³öíîñò³ îáîëîíîê ïðè íàÿâíîñò³ êîíöåíòðàòîð³â íàïðóæåíü 
ð³çíîãî ïîõîäæåííÿ.  

Àíàë³ç ë³òåðàòóðíèõ äæåðåë ïîêàçóº, ùî á³ëüø³ñòü ³ñíóþ÷èõ ï³äõîä³â 
äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïîáëèçó îòâîð³â ³ 
ðîçð³ç³â ó ïëàñòèíàõ ³ îáîëîíêàõ áàçóºòüñÿ íà îêðåìèõ ïðèïóùåííÿõ ³ îá-
ìåæåííÿõ íà ãåîìåòðè÷í³ òà ïðóæí³ âëàñòèâîñò³ îáîëîíîê [1, 3, 4, 6–9, 11–
14, 38, 40–59, 63–65, 75–99]. Òîìó íåîáõ³äí³ñòü ðîçðîáêè óí³âåðñàëüíîãî 
ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ, ùî âðàõîâóâàâ áè âñ³ âëàñòèâîñò³ îáîëîíîê ³ áóâ 
çðó÷íèì ïðè ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêàõ, ñòàº î÷åâèäíîþ.  

Íàéá³ëüø ïåðñïåêòèâíèì äëÿ ö³º¿ ìåòè º ìåòîä ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëü-
íèõ ð³âíÿíü, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ðîçâ’ÿçàííÿ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ ìîæíà 
çâåñòè äî ðîçâ’ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (ñèíãóëÿðíèõ ÷è 
ðåãóëÿðíèõ).  

Ïåðøèì ìåòîä ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü çàñòîñóâàâ Ä. ². Øåð-
ìàí [74] äëÿ äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó ïëàñòèíè ç îòâîðàìè. Ó òåîð³¿ 
îáîëîíîê îäíèìè ç ïåðøèõ ó öüîìó íàïðÿìêó áóëè ðîáîòè Á. Í. Ôðàäë³íà, 
Ñ. Ì. Øàõíîâñüêîãî [59], Í. ². Ðåì³çîâî¿ [52], Ì. Î. Ê³ëü÷åâñüêîãî òà éîãî ó÷-
í³â [35, 36] (ïðè ïîáóäîâ³ ÿäåð ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü çà ôóíäàìåíòàëüí³ ðîç-
â’ÿçêè âîíè âèêîðèñòîâóâàëè ðîçâ’ÿçêè, ùî â³äïîâ³äàþòü òîíê³é ïëàñòèí³), à 
òàêîæ Ä. Â. Âàéíáåðãà é À. Ë. Ñèíÿâñüêîãî [3, 4]. Íàäàë³ ìåòîä ³íòåãðàëüíèõ 
ð³âíÿíü ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ àíàëîã³÷íèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâóâàëè Ñ. Ï. Ãàâåëÿ 
[6–9, 54], Å. Á. Ãàíñåí [92, 93], Äæ. Ë. Ñàíäåðñ [94, 97], Ì. Ï. Ñàâðóê [55]. Öåé 
ìåòîä íå çíàéøîâ øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ïðè äîñë³äæåíí³ îáîëîíîê ç 
îòâîðàìè ÷åðåç òðóäíîù³ ïðè ïîáóäîâ³ ÿäåð. 

Îäíàê îñíîâí³ ðåçóëüòàòè â íàïðÿìêó äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîð-
ìîâàíîãî ñòàíó îáîëîíîê ³ç òð³ùèíàìè áóëè îäåðæàí³ ñàìå ìåòîäîì ãðàíè÷-
íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Äëÿ òîãî ùîá çâåñòè âèõ³äíó çàäà÷ó äî ñèñòåìè 
ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, çâè÷àéíî âèêîðèñòîâóþòü ³íòåãðàëüíå ïå-
ðåòâîðåííÿ Ôóð’º (îäíîâèì³ðíå – äëÿ ñôåðè÷íèõ ³ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê ³ 
äâîâèì³ðíå – äëÿ îáîëîíîê äîâ³ëüíî¿ ãàóññîâî¿ êðèâèíè). 

Ïåðø³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ îáîëîíîê îêðåìîãî âèãëÿäó: ñôåðè÷íî¿ îáîëîíêè ç 
ìåðèä³îíàëüíîþ [89, 91] ³ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê ç ïîçäîâæíüîþ [90] òà 
ïîïåðå÷íîþ [89] òð³ùèíàìè, ùî ïåðåáóâàþòü ï³ä òèñêîì, áóëè îòðèìàí³ 
Å. Ñ. Ôîë³àñîì ó 1965–67 ðîêàõ. Çàñòîñîâóþ÷è ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ 
Ôóð’º, àâòîð çâ³â çàäà÷ó äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ç 
ÿäðîì Êîø³.  
  Ó 1966–1967 ðð. Ñ. ß. ßðåìà ³ Ì. Ï. Ñàâðóê [79] íåçàëåæíî â³ä Å. Ñ. Ôî-
ë³àñà ðîçãëÿíóëè ñèìåòðè÷íó çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíèé ñòàí öèë³íäðè÷íî¿ 
îáîëîíêè ç ïîçäîâæíüîþ ÷è ïîïåðå÷íîþ òð³ùèíàìè. Ó ñâî¿õ äîñë³äæåííÿõ 
âîíè âèêîðèñòîâóâàëè òîé ñàìèé ìåòîä, ùî é Å. Ñ. Ôîë³àñ. Öèìè æ àâòîðà-
ìè ðîçãëÿíóòà öèë³íäðè÷íà îáîëîíêà ç äîâ³ëüíî îð³ºíòîâàíîþ òð³ùèíîþ [80] 
³ ïîëîãà ³çîòðîïíà îáîëîíêà äîâ³ëüíî¿ äâîÿêî¿ êðèâèíè ç ðîçð³çîì «ìàëî¿» 
äîâæèíè âçäîâæ ë³í³¿ êðèâèíè [76–78, 80]. Îòðèìàí³ íèìè ðåçóëüòàòè äî-
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êëàäíî âèêëàäåí³ â ìîíîãðàô³¿ Â. Â. Ïàíàñþêà, Ì. Ï. Ñàâðóêà, Î. Ï. Äàöè-
øèí [50]. Òóò æå íàâåäåíî êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ â äðóãîìó íàáëèæåíí³ 
äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ ³ ñôåðè÷íî¿ îáîëîíîê ç «ìàëèìè» òð³ùèíàìè ³ êîåô³ö³ºí-
òè ³íòåíñèâíîñò³ â ïåðøîìó íàáëèæåíí³ äëÿ îáîëîíîê äâîÿêî¿ êðèâèíè ç äî-
â³ëüíî îð³ºíòîâàíîþ òð³ùèíîþ ³ íàâåäåíî îãëÿä âèêîíàíèõ ó 1965–75 ðð. 
äîñë³äæåíü ñòîñîâíî äî òð³ùèí â îáîëîíêàõ. 

Ó 1976 ðîö³ Äæ. Ã. Ñ³ììîíäñ, Ì. Ð. Áðåäë³ [95] ðîçãëÿíóëè ïîëîãó ³çî-
òðîïíó îáîëîíêó äâîÿêî¿ êðèâèíè, ùî ì³ñòèòü «êîðîòêó» òð³ùèíó, îð³ºíòî-
âàíó âçäîâæ ë³í³¿ êðèâèíè ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè. Çà äîïîìîãîþ 
ïîäâ³éíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ³ ôîðìóëè Îñòðîãðàäñüêîãî âîíè çâåëè âè-
õ³äí³ ð³âíÿííÿ äî ñèñòåìè äâîõ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ³ îäåðæà-
ëè ðîçâ’ÿçîê øëÿõîì ðîçâèíåííÿ ÿäåð ð³âíÿíü çà ìàëèì ïàðàìåòðîì. Íèìè 
îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ â ïåðøîìó íàáëèæåíí³. 
Ï³çí³øå Äæ. Ã. Ñ³ììîíäñ, Ì. Ð. Áðåäë³, Äæ. Â. Í³êîëüñîí [96] ðîçãëÿíóëè ïî-
ëîãó ³çîòðîïíó îáîëîíêó, ùî ìàº «êîðîòêó» ïðÿìîë³í³éíó òð³ùèíó, ÿêà 
óòâîðþº äîâ³ëüíèé êóò ç íàïðÿìêàìè êðèâèíè ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³.  

Ó ìîíîãðàô³¿ Ì. Ï. Ñàâðóêà [55] çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó çâåäåííÿ çà-
äà÷ ïðî êîíöåíòðàö³þ íàïðóæåíü ó ïîëîãèõ ³çîòðîïíèõ îáîëîíêàõ ³ç êðè-
âîë³í³éíèìè òð³ùèíàìè äî ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òà îòðèìàíî 
â ïåðøîìó íàáëèæåíí³ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ ìåìáðàííèõ çóñèëü äëÿ 
îáîëîíêè ç äóãîïîä³áíîþ òð³ùèíîþ ³ äëÿ îáîëîíêè ç ìàëèì êðóãîâèì 
îòâîðîì. 

Ñèìåòðè÷íà çàäà÷à äëÿ ñïåö³àëüíî îðòîòðîïíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè 
ç ïîçäîâæíüîþ òð³ùèíîþ áóëà ðîçãëÿíóòà Ã. Àáå [1], Ô. Å. Åðäîãàíîì, 
M. Ðàòâàí³, Ó. Þñåîãëþ [88], àíòèñèìåòðè÷íà – Ó. Þñåîãëþ, Ô. Å. Åðäîãà-
íîì [99]. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, àâòîðè çâåëè çàäà÷ó äî 
ñèñòåìè äâîõ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ç ÿäðàìè Êîø³, ðîçâ’ÿçîê 
ÿêèõ ïîäàâàâñÿ ó âèãëÿä³ ðÿä³â çà ïîë³íîìàìè ×åáèøåâà. 

Ó ðîáîòàõ Ô. Ä³ëåéëà, Ô. Å. Åðäîãàíà [82, 84] ðîçãëÿíóòî ³çîòðîïí³ òà 
ñïåö³àëüíî-îðòîòðîïí³ öèë³íäðè÷í³ òà ñôåðè÷í³ îáîëîíêè ç òð³ùèíîþ 
âçäîâæ ë³í³¿ êðèâèíè òà öèë³íäðè÷í³ îáîëîíêè ç äîâ³ëüíî îð³ºíòîâàíîþ òð³-
ùèíîþ (O. Ñ. ßãñ³, Ô. Å. Åðäîãàí [98]), à òàêîæ ïîëîã³ îáîëîíêè äâîÿêî¿ êðè-
âèíè [83] íà îñíîâ³ òåîð³¿ Ðåéñíåðà, ùî âðàõîâóº äåôîðìàö³þ ïîïåðå÷íîãî 
çñóâó. 

Óïåðøå ñèìåòðè÷íà çàäà÷à äëÿ ³çîòðîïíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè, ùî 
ì³ñòèòü äâ³ îñüîâ³ êîë³íåàðí³ òð³ùèíè îäíàêîâî¿ äîâæèíè, áóëà ðîçãëÿíóòà 
Ô. Å. Åðäîãàíîì [86] ³ Ô. Å. Åðäîãàíîì, M. Ðàòâàí³ [87] ó 1974 ð. 

Ñóòòºâ³ ðåçóëüòàòè ïðè äîñë³äæåíí³ âçàºìîâïëèâó ïðÿìîë³í³éíèõ òð³-
ùèí ó ñôåðè÷íèõ ³ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíêàõ ç ðîçð³çàìè âçäîâæ ë³í³é ãî-
ëîâíèõ êðèâèí îòðèìàíî ìåòîäîì äèñòîðñ³é , ðîçðîáëåíèì ó ðîáîòàõ 
ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à, Â. À. Îñàä÷óêà, ª. Ì. Ôåäþêà, Ì. Ì. Íèêîëèøèíà [40, 51]. 
Öåé ìåòîä áàçóºòüñÿ íà òîìó, ùî îáîëîíêó ç ðîçð³çàìè ìîäåëþþòü ñóö³ëü-
íîþ îáîëîíêîþ, ÿêà ïåðåáóâàº ï³ä ä³ºþ äèñòîðñ³é, ÿê³ îïèñóþòü ñòðèáêè ïå-
ðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó íà ë³í³ÿõ, ùî â³äïîâ³äàþòü ðîçð³çàì. Öå äîçâîëÿº 
çâåñòè âèõ³äíó êðàéîâó çàäà÷ó äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü òèïó Êîø³. 

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó äèñòîðñ³é áóëà äîñë³äæåíà ïðóæíà ð³âíîâàãà 
öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê ç ïîçäîâæí³ìè ³ ïîïåðå÷íèìè ðîçð³çàìè, ïðè÷îìó 
çà âèõ³äí³ âèêîðèñòîâóâàëè ð³âíÿííÿ ïîëîãèõ ³çîòðîïíèõ îáîëîíîê [47, 48, 
58] (Â. À. Îñàä÷óê, ª. Ì. Ôåäþê), ð³âíÿííÿ çàãàëüíî¿ ìîìåíòíî¿ òåîð³¿ ³çî-
òðîïíèõ ³ òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèõ çàìêíåíèõ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê 
[41, 44, 45] (Â. À. Îñàä÷óê, Ì. Ì. Íèêîëèøèí), ð³âíÿííÿ ìîìåíòíî¿ òåõí³÷íî¿ 
òåîð³¿ ³çîòðîïíèõ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê (ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷, Â. À. Îñàä÷óê, 
ª. Ì. Ôåäþê, Ì. Ì. Íèêîëèøèí). 

Ó ïåðåðàõîâàíèõ âèùå ðîáîòàõ ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à, Â. À. Îñàä÷óêà, 
ª. Ì. Ôåäþêà ³ Ì. Ì. Íèêîëèøèíà âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè 
öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè â ïåðåì³ùåííÿõ. Ó ðîáîòàõ Â. À. Îñàä÷óêà òà 
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². Ñ. Êîñòåíêî (ßðìîùóê) [38, 43, 49] äîñë³äæåíî ïðóæíó ð³âíîâàãó ³çîòðîï-
íèõ ³ ñïåö³àëüíî-îðòîòðîïíèõ (ïðè òèõ ñàìèõ îáìåæåííÿõ íà ìîäóëü çñóâó 

12G , ùî é ó ðîáîòàõ Ô. Å. Åðäîãàíà) çàìêíåíèõ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê ç 
âèêîðèñòàííÿì êîìïëåêñíîãî ïåðåòâîðåííÿ Íîâîæèëîâà, ùî äîçâîëÿº âäâ³÷³ 
çíèçèòè ïîðÿäîê âèõ³äíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ òèì ñàìèì ñïðîñòèòè 
ïðîöåäóðó ïîáóäîâè àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â. 

Ìåòîä äèñòîðñ³é òàêîæ âèêîðèñòîâóâàâñÿ ó ðîáîòàõ Â. À. Îñàä÷óêà é 
ª. Ì. Ôåäþêà äëÿ äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó ïîëîãèõ ñôåðè÷íèõ îáî-
ëîíîê ç îäíèì, äâîìà êîë³íåàðíèìè é ÷îòèðìà õðåñòîïîä³áíî ðîçì³ùåíèìè 
ðîçð³çàìè. 

Äîêëàäíèé îïèñ çàçíà÷åíèõ ðåçóëüòàò³â íàâåäåíî â ìîíîãðàô³¿ 
Â. À. Îñàä÷óêà [42], à òàêîæ â îãëÿäîâ³é ñòàòò³ Â. À. Îñàä÷óêà, ß. Ñ. Ï³ä-
ñòðèãà÷à [46], ó ÿê³é òàêîæ ïîäàíî îãëÿä äîñë³äæåíü íàïðóæåíî-äåôîðìî-
âàíîãî ñòàíó ³ ãðàíè÷íî¿ ð³âíîâàãè îáîëîíîê ³ç òð³ùèíàìè çà ïåð³îä äî 
1985 ð. 

Ïðè âèêîðèñòàíí³ ìåòîäó ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü íàéñóòòºâ³ø³ 
òðóäíîù³ âèíèêàþòü ïðè ïîáóäîâ³ ÿäåð ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. 
Ñàìå öèì ³ áóëà çóìîâëåíà â³äñóòí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó 
îðòîòðîï³¿ ìàòåð³àëó îáîëîíêè áåç îáìåæåíü íà ¿¿ êðèâèíó. 

Îòðèìàí³ â ðîáîòàõ Â. Ï. Øåâ÷åíêà ôóíäàìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü 
ñòàòèêè ïîëîãèõ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê ³ ðîçðîáëåíà íèì ìåòîäèêà ïîáóäîâè 
³íòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü âíóòð³øí³õ ñèëîâèõ âåëè÷èí [60–62, 66, 67] íàäàëè 
ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñòàòè ìåòîä ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ ðîçøè-
ðåííÿ êîëà ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷ ó íàïðÿìêè ð³çíî¿ ãåîìåòð³¿ îáîëîíîê, ¿¿ ìà-
òåð³àëó, ðîçì³ð³â, êîíô³ãóðàö³¿ ³ ê³ëüêîñò³ ðîçð³ç³â ³ îòâîð³â.  

Ó ðîáîòàõ àâòîð³â [14, 15, 23, 30, 33, 34, 70, 71, 73] ç âèêîðèñòàííÿì ìà-
òåìàòè÷íîãî àïàðàòó, ùî áàçóºòüñÿ íà òåîð³¿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é, ³íòåã-
ðàëüíèõ ïåðåòâîðåííÿõ Ôóð’º, òåîð³¿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ³ ñïåö³-
àëüíèõ ôóíêö³é, áóëî îòðèìàíî äåê³ëüêà âàð³àíò³â ñèñòåì ãðàíè÷íèõ ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê äîâ³ëüíî¿ êðèâèíè ç ðîçð³çàìè 
òà îòâîðàìè äîâ³ëüíî¿ êîíô³ãóðàö³¿. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿäàºòüñÿ òîíêà ïðóæíà îðòîòðîïíà îáîëîí-
êà ñòàëî¿ òîâùèíè h , âèãîòîâëåíà ç îðòîòðîïíîãî ìàòåð³àëó, òàêà, ùî â 
êîæí³é ¿¿ òî÷ö³ ë³í³¿ ãîëîâíèõ êðèâèí 
ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ çá³ãàþòüñÿ ç ãî-
ëîâíèìè íàïðÿìêàìè ïðóæíîñò³ ìàòåð³à-
ëó. Ñèñòåìà îðòîãîíàëüíèõ êîîðäèíàò 
( , , )x y z  âèáðàíà òàêèì ÷èíîì, ùî êîîð-
äèíàòè ,x y  îð³ºíòîâàí³ âçäîâæ ë³í³é ãî-
ëîâíèõ êðèâèí ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáî-
ëîíêè, à êîîðäèíàòà z  ñïðÿìîâàíà ïî 
íîðìàë³ äî íå¿. Îáîëîíêà ïîñëàáëåíà ñèñ-
òåìîþ îòâîð³â ³ ðîçð³ç³â äîâ³ëüíî¿ êîíô³-
ãóðàö³¿ (ðèñ. 1), ðîçì³ðè ÿêèõ º âåëèêèìè 
ïîð³âíÿíî ç òîâùèíîþ îáîëîíêè, àëå 
ìàëèìè ïîð³âíÿíî ç ¿¿ ³íøèìè ë³í³éíèìè ðîçì³ðàìè. Öå äîçâîëÿº ðîçãëÿ-
äàòè çàäà÷ó ïðî ð³âíîâàãó òîíêî¿ îáîëîíêè ç ðîçð³çàìè é îòâîðàìè çà äîïî-
ìîãîþ äâîâèì³ðíî¿ òåîð³¿ îáîëîíîê. Ó ðàìêàõ ö³º¿ òåîð³¿ òð³ùèíè ìîäåëþ-
þòüñÿ ÿê ìàòåìàòè÷í³ ðîçð³çè ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè. 
 Ïîçíà÷èìî ãëàäê³ ä³ëÿíêè êîíòóð³â ðîçð³ç³â ³ îòâîð³â ÷åðåç mL , 

1,m N= . Çàïèøåìî ð³âíÿííÿ äëÿ mL  ó âèãëÿä³ 

 ( ),     ( ),        ,m m m mx s y s s= α = β ∈ − [ ] , (1)  

äå m  – íàï³âäîâæèíà êîíòóðó mL . 

 

O 

x 

2lm 

z 

Lm 
L2 

L1 

τm 

nm 

y  
Рис. 1 
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Ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ îáîëîíêè º áàãàòîçâ’ÿçíîþ îáëàñòþ, îáìåæåíîþ 

çîâí³øí³ì êîíòóðîì 0L  ³ êîíòóðàìè ,  1,mL m N= .  

Ç îãëÿäó íà ë³í³éí³ñòü çàäà÷³ íàïðóæåíèé ñòàí â îáîëîíö³ ïîäàìî ó âè-
ãëÿä³ ñóìè íàïðóæåíîãî ñòàíó â îáîëîíö³ áåç ðîçð³ç³â ³ îòâîð³â ïðè çàäàíî-
ìó çîâí³øíüîìó íàâàíòàæåíí³ (ÿêå ââàæàºìî â³äîìèì ³ â³äïîâ³äí³ âåëè÷èíè 
áóäåìî ïîçíà÷àòè ³íäåêñîì «∗») ³ øóêàíîãî äîäàòêîâîãî (çáóðåíîãî) íàïðó-
æåíîãî ñòàíó, âèêëèêàíîãî íàÿâí³ñòþ ðîçð³ç³â ³ îòâîð³â.  

Ïðèíöèïîâî öåé ï³äõ³ä äàº ìîæëèâ³ñòü âèâ÷àòè âïëèâ ãðàíèö³ 0L  íà 

îòâ³ð ÷è ðîçð³ç, îäíàê íàäàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî â³äñòàíü ì³æ îòâîðàìè, 
òð³ùèíàìè é çîâí³øí³ì êîíòóðîì º âåëèêîþ ïîð³âíÿíî ç ¿õ ðîçì³ðàìè é 
çáóðåíèé íàïðóæåíèé ñòàí ïðàêòè÷íî íå äîñÿãàº çîâí³øíüî¿ ãðàíèö³ 0L .  

Çàì³ñòü íóëüîâèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà êîíòóð³ 0L  ïîñòàâèìî ñïðîùåí³ 

óìîâè çíèêíåííÿ çáóðåíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó ïðè íåîáìåæåíîìó â³ääà-

ëåíí³ â³ä ,  1,mL m N= , à îáëàñòü, ÿêó çàéìàº îáîëîíêà, áóäåìî ââàæàòè 

íåñê³í÷åííîþ.  
Ïðèïóñòèìî, ùî êîíòóðè ðîçð³ç³â ³ îòâîð³â â³ëüí³ â³ä íàâàíòàæåííÿ ³ â 

ïðîöåñ³ äåôîðìóâàííÿ îáîëîíêè áåðåãè ðîçð³ç³â íå êîíòàêòóþòü ì³æ ñîáîþ. 
Òîä³ ãðàíè÷í³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä 

 0,    0,    0,   0,      1,
m m m mm m m m

n n n nL L L L
Ò S M Q m Nτ= = = = = . (2) 

ßêùî êîíòóð mL  º êðèâîë³í³éíèì ðîçð³çîì, äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ºäèíîñò³ 

ðîçâ’ÿçêó íåîáõ³äíî, ùîá âèêîíóâàëèñü äîäàòêîâ³ óìîâè íà ê³íöÿõ ðîçð³çó 

 0,       0,         1,2
m mm m

L j Ls s
j

= ± = ±
= θ = =[u] [ ]

 
, (3) 

äå ( , , )u v w=u  – âåêòîð ïåðåì³ùåíü; 1 2,θ θ  – êóòè ïîâîðîòó; 
mLf f f+ −= −[ ]  

– ñòðèáîê ôóíêö³¿ f  íà êîíòóð³ mL  (äëÿ îòâîð³â áóäåìî ââàæàòè 0f− = ). 

Ó âèïàäêó îòâîðó ç çàìêíåíèì ãëàäêèì êîíòóðîì mL  ïîâèíí³ âèêîíó-

âàòèñü óìîâè 

 
, ,, ,

,      ,      1,2
m m m mm m m m

j jL s L sL s L s
j

= =−= =−
= θ = θ =u u

  
. (4)  

Óìîâè íåïåðåðâíîñò³ ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó â òî÷êàõ ïåðåòèíó 
êîíòóð³â mL  ³ nL  ìàþòü âèãëÿä 

 
,, , ,

,     ,   1,2
n nm m n n m m

j j L sL s L s L s
j

==± = =±
= θ = θ =u u

   
.  (5) 

Äëÿ îáîëîíîê ³ç êîíöåíòðàòîðàìè íàïðóæåíü (îòâîðè, ðîçð³çè, âêëþ-
÷åííÿ òîùî) çáóðåíèé íàïðóæåíèé ñòàí ìàº ëîêàëüíèé õàðàêòåð. Óñåðåäèí³ 
çîíè çáóðåííÿ âåëè÷èíè, ùî éîãî õàðàêòåðèçóþòü, º øâèäêîçàãàñàþ÷èìè 
ôóíêö³ÿìè êîîðäèíàò, òîìó äëÿ ¿õíüîãî îïèñó âèêîðèñòàíî ð³âíÿííÿ 
íàïðóæåíèõ ñòàí³â ç âåëèêèì ïîêàçíèêîì çì³íþâàíîñò³, ùî çá³ãàþòüñÿ ç 
ð³âíÿííÿìè ïîëîãèõ îáîëîíîê. Çà âèõ³äí³ âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ð³âíÿííÿ òåîð³¿ 
ïîëîãèõ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê, îòðèìàí³ Ñ. À. Àìáàðöóìÿíîì [2]. 

Ïðè ïîáóäîâ³ ³íòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ³íòåãðàëüí³ 
çîáðàæåííÿ ³ ôóíäàìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü ñòàòèêè ïîëîãèõ îð-
òîòðîïíèõ îáîëîíîê, îòðèìàí³ â ðîáîòàõ Â. Ï. Øåâ÷åíêà [66, 67]. 

2. Ñèñòåìà ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó Êîø³ ç íå³íòåã-
ðàëüíèìè äîäàíêàìè. Íàéá³ëüø³ òðóäíîù³ ïðè âèêîðèñòàíí³ ³íòåãðàëüíîãî 
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º âèíèêàþòü, êîëè äîâîäèòüñÿ îá÷èñëþâàòè îðèã³íàëè 
ÿäåð ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. 
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Âèá³ð íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ó âèãëÿä³ êîìá³íàö³¿ ñòðèáê³â ïåðåì³ùåíü, ¿õ 
ïîõ³äíèõ ³ ³íòåãðàë³â â³ä íèõ äîçâîëèâ îäåðæàòè â ÿâíîìó âèãëÿä³ ÿäðà 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü [15, 27, 30, 33, 71]. 

Çàäà÷à áóëà çâåäåíà äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
òèïó Êîø³ ç íå³íòåãðàëüíèìè äîäàíêàìè 

 
4

1 1

( ( ) ( )) / ,  ( ) ( )
p

p

N

ij m p m p jp im
p j

t s s ds t∗

= =−

α − α χ β − β ψ = πΦ +∑ ∑∫ K




( )  

 2 1 3
1

(( ( ) ( ))/ ,  ) ( ( ) ( ) ) ( )
p

p

N

i m p p m p p p p p p
p

P t n s s n s
= −

+ α − α χ β − β λ α − β ψ −∑ ∫




 [  

 1 2 4( ( ) ( ) ) ( )p p p p pn s s n s ds− λ α + β ψ ] , 

 ( , ),    1, 4,    1,m mt i m N∈ − = =  . (6) 

Ìåòîäèêà îá÷èñëåííÿ îðèã³íàë³â ÿäåð ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü àíàëîã³÷íà 
ðîçðîáëåí³é Â. Ï. Øåâ÷åíêîì äëÿ âèâåäåííÿ îðèã³íàë³â ôóíäàìåíòàëüíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü ñòàòèêè ïîëîãèõ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê. ßäðà ìàþòü 
âèãëÿä ïîäâ³éíèõ ðÿä³â, ÿê³ ì³ñòÿòü ñïåö³àëüíó ôóíêö³þ  

 
2

,
1

( )1 2( ) ( ) ( 1)
2 2 ( ) !

n kn
n k

n n
k

kzG z K z
n k z

ν −
+

ν ν+
=

Γ ν +   = − −   −   ∑ , 

 0,       Re 1n > ν > − , (7) 

äå ( )K zν  – ìîäèô³êîâàíà ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ äðóãîãî ðîäó ïîðÿäêó ν . 

Íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ìàþòü âèãëÿä 

 1 1 2
2

(1 ) 2(1 )
( )

4 p p p p pp n L p L p p L
Eh

s u k u n n w
a s Rτ
− µ − λ ∂ψ = − + +∂

[ ] [ ] [ ]  

 1 2 2
2 2 1( ) 2 (1 )

p p p p

p

s

p p n L p L p LR n n k w k w ds−

−

 + λ + θ − + + λ    ∫ [ ] [ ] [ ]


( ) , 

 
2 2
2 1

2
2

(1 )
( )

4 p p p p p

p p
p L p n L L

n nEh
s u k u w

a s Rτ

λ + − µ ∂ψ = + + ∂ 
[ ] [ ] [ ] , 

 2
3 2

(1 )
( )

4 p p pp n L p L
D

s c R k w
a s s
− ν ∂ ∂ ψ = θ + ∂ ∂ 

[ ] [ ] , 

 
2

2
4 2 2

(1 )
( )

4 p p pp L p n L
D

s c R w k
a s

− ν ∂ ψ = − θ 
 ∂

[ ] [ ] , (8) 

äå 1 2 1 2 1 2 2 1 12,       ,        ,      1 2(1 ) /E E E E E G E= ν = ν ν ν = ν µ = − + ν , 

 2 2
2 2 1(2 )/ 2,         12(1 ) / ,         /a c R h R R= − µ + µν = − ν λ = ,  

1 2,  E E  – ìîäóë³ Þíãà; 1 2,  ν ν  – êîåô³ö³ºíòè Ïóàññîíà; 12G  – ìîäóëü çñóâó 

äëÿ ïëîùèí, ïàðàëåëüíèõ äî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè; 1 2,  R R  – ðàä³-

óñè ãîëîâíèõ êðèâèí îáîëîíêè; pk  – êðèâèíà êîíòóðó pL .  

Ó ðåçóëüòàò³ ââåäåííÿ äîäàòêîâèõ äîäàíê³â ó íåâ³äîìèõ ôóíêö³ÿõ ³í-
òåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ âíóòð³øí³õ çóñèëü òà ìîìåíò³â ³, îòæå, ñèñòåìà ãðà-
íè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ì³ñòÿòü íå³íòåãðàëüí³ äîäàíêè. ßêùî êîíòóð 
îòâîðó ÷è ðîçð³çó ìàº êóòîâ³ òî÷êè, ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (7) ïîÿâëÿòüñÿ ùå é 
³íø³ äîäàòêîâ³ äîäàíêè. 
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Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè äî íå¿ ñë³ä äîäàòè 4N  
äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà íåâ³äîì³ ôóíêö³¿: 

 1 3 2 4( ) ( ) ( ) ( ) 0
p

p

p p p pn s s n s s ds
−

ψ + ψ =∫ [ ]




, 

 2 3 1 4( ) ( ) ( ) ( ) 0
p

p

p p p pn s s n s s ds
−

ψ − ψ =∫ [ ]




, 

 
2

1 1 2 2 1 3
(1 )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2(1 )

p

p

p p p p p p
c

n s s n s s n s s
−

− µ ψ − ψ − ψ + − ν∫ [




 

 2 2
2 4( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )p p p p p p pn s s s s s+ ψ β − λα + β β +][ ]  

 1 4 2 32 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0p p p p p p p ps s n s s n s s ds
+ λα β + β ψ − ψ =


[ ][ ] , 

 
2

2 1 1 2 2 3
(1 )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2(1 )

p

p

p p p p p p
c

n s s n s s n s s
−

− µ ψ + ψ + ψ − − ν∫ [




 

 2 2
1 4( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )p p p p p p pn s s s s s− ψ β − λα + β β +][ ]  

 1 3 2 42 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0p p p p p p p ps s n s s n s s ds
+ β α − α ψ + ψ =


[ ][ ] , (9) 

ÿê³ âèïëèâàþòü ç óìîâ íåïåðåðâíîñò³ ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó íà ê³í-
öÿõ ðîçð³ç³â òà ïðè îáõîä³ êîíòóðó îòâîðó (3), (4). 

Äîäàòêîâ³ äîäàíêè íå âïëèâàþòü íà õàðàêòåð ïîâåä³íêè íåâ³äîìèõ 
ôóíêö³é íà ê³íöÿõ êîíòóðó ó âèïàäêó êðèâîë³í³éíîãî ðîçð³çó ³, îòæå, íå 
ñòâîðþþòü äîäàòêîâèõ ïðîáëåì ïðè îá÷èñëåíí³ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ 
çóñèëü ³ ìîìåíò³â. Êîåô³ö³ºíòè êîíöåíòðàö³¿ çóñèëü ³ ìîìåíò³â íà êîíòóð³ 
îòâîðó îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü â³äïîâ³äíèõ 
âåëè÷èí. 

3. Ñèñòåìà ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü áåç íå³íòåãðàëüíèõ äî-
äàíê³â. Àíàë³òè÷í³ âèêëàäêè ñóòòºâî ñïðîùóþòüñÿ, ÿêùî ââàæàòè íåâ³äî-
ìèìè íà êîæíîìó êîíòóð³ íå ÷îòèðè ôóíêö³¿, ÿê öå ïðèéíÿòî, à ï’ÿòü ³ 
çàäàâàòè íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ( )jp tΨ  ó âèãëÿä³ [15, 17, 18, 20, 23, 27, 34, 68, 73]  

 1 1 2 1
(1 ) pL

p p p

uEh
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p p p
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p p p
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2

(1 ) 1
p pp p L p L

Eh
n n

a cR
− µΨ = θ + λ θ[ ] [ ][ ] . (10) 
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Ââåäåííÿ íà êîæí³é ä³ëÿíö³ êîíòóðó äîäàòêîâî¿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ äî-
çâîëÿº ïîçáóòèñÿ íå³íòåãðàëüíèõ äîäàíê³â ³ ñóòòºâî ñïðîñòèòè ñòðóêòóðó 
ÿäåð, îäíàê, çá³ëüøóº ðîçì³ðí³ñòü ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. 

Ó ðîáîòàõ [22, 28–33, 63–65, 69–72] âèêîðèñòîâóâàâñÿ òðàäèö³éíèé 
âàð³àíò âèáîðó ãðàíè÷íèõ óìîâ: íà êîíòóð³ ðîçð³çó ÷è îòâîðó çàäàþòüñÿ 
çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè, à îòðèìàíà â ðåçóëüòàò³ ñèñòåìà ñèíãóëÿðíèõ ³í-
òåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ìàº îñîáëèâ³ñòü òèïó Êîø³. Äëÿ ïîë³ïøåííÿ ñòðóêòóðè 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ó ðîáîòàõ [15, 17, 18, 20, 23, 27, 34, 68, 73] 
çàïðîïîíîâàíî íîâèé âàð³àíò âèáîðó ãðàíè÷íèõ óìîâ: íà êîíòóð³ ðîçð³ç³â ÷è 
îòâîð³â çàäàþòüñÿ êîìïîíåíòè ãîëîâíîãî âåêòîðà çóñèëü ³ ìîìåíò³â, ùî 
ä³þòü óçäîâæ ÷àñòèíè êîíòóðó çì³ííî¿ äîâæèíè. 

Îòðèìàíà â ðåçóëüòàò³ ñèñòåìà ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü  

 ( )
5

1 1

(( ( ) ( )) / , ) ( )
p

p

N

ij m p m p jp im
p j

t s t dt s∗

= =−

α − α χ β − β Ψ = πΦ∑ ∑∫ K




, 

 ( , ),      1, 4,      1,m ms i m N∈ − = =  , (11) 

ìàº ëîãàðèôì³÷íó îñîáëèâ³ñòü, ìàòðèöÿ ÿäåð ñèìåòðè÷íà.  
Ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ó ñèñòåì³ ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 

(11) ïåðåâèùóº ê³ëüê³ñòü ð³âíÿíü. Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó 
íåîáõ³äíî äîäàòè ùå ïî îäíîìó ð³âíÿííþ íà êîæíîìó êîíòóð³, ÿê³ áóäóòü 
â³äîáðàæàòè çâ’ÿçîê ì³æ íåâ³äîìèìè ôóíêö³ÿìè. Ö³ äîäàòêîâ³ ð³âíÿííÿ 
ìîæíà âèáèðàòè ó âèãëÿä³ äèôåðåíö³àëüíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
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÷è ³íòåãðàëüíîãî 
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Äëÿ ðîçð³çó ç ãëàäêèì êîíòóðîì, ç îãëÿäó íà íåïåðåðâí³ñòü êóò³â ïîâî-
ðîòó íà éîãî ê³íöÿõ, äîäàòêîâå ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîæíà çàïèñàòè â ïðîñò³øî-
ìó âèãëÿä³  
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Ñèñòåìà ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (11) ì³ñòèòü íåâ³äîì³ ñòàë³ 
³íòåãðóâàííÿ ïî ø³ñòü íà êîæíîìó êîíòóð³. Äëÿ ¿õ âèçíà÷åííÿ äî ñèñòåìè 
(11) ñë³ä äîäàòè ùå 6N  äîäàòêîâèõ ñï³ââ³äíîøåíü  
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2
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p
p p p p p p p p
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c dt
c

α  Ψ + β − λ α Ψ + α β Ψ + Ψ =    ∫ , (15) 

ÿê³ âèïëèâàþòü ç óìîâ íåïåðåðâíîñò³ ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó íà ê³í-
öÿõ ðîçð³ç³â ³ ïðè îáõîä³ êîíòóðó îòâîð³â. 

4. Ñèñòåìà ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ ïðÿìîë³í³éíîãî 
êîíòóðó. Ó âèïàäêó ïðÿìîë³í³éíîãî êîíòóðó íåìàº íåîáõ³äíîñò³ ââîäèòè äî-
äàòêîâó íåâ³äîìó ôóíêö³þ ³ òèì ñàìèì çá³ëüøóâàòè ðîçì³ðí³ñòü ñèñòåìè ³í-
òåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. 

Äëÿ ïðÿìîë³í³éíîãî ðîçð³çó êðèâèíà éîãî êîíòóðó äîð³âíþº íóëþ, òîìó 
âèãëÿä íåâ³äîìèõ ôóíêö³é (8) çíà÷íî ñïðîùóºòüñÿ: 

 1 1 2
2

(1 ) 2(1 )
( )

4 p p pp n L p p L
Eh

s u n n w
a s R
− µ − λ ∂Ψ = + + ∂

[ ] [ ]  

 
2 2
2 1

2
p p

p

s
p p

n L

n n
ds

R
−

λ + + θ 
∫ [ ]



, 

 
2 2
2 1

2
2

(1 )
( )

4 p p p

p p
p L L

n nEh
s u w

a s Rτ

λ +− µ  ∂Ψ = + ∂ 
[ ] [ ] , 

 2
3 2

(1 )
( )

4 p pp n L
D

s c R
a s
− ν ∂Ψ = θ

∂
[ ] , 

 
2

2
4 2 2

(1 )
( )

4 pp L
D

s c R w
a s

− ν ∂Ψ =
∂

[ ] . (16) 

Äëÿ îáîëîíêè, ïîñëàáëåíî¿ ñèìåòðè÷íî ðîçì³ùåíèìè òð³ùèíàìè, ùî 
ïåðåáóâàþòü ï³ä ä³ºþ ñèìåòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ, íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ äîö³ëü-
í³øå âèáèðàòè ó âèãëÿä³ 
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Ïðè òàêîìó âèáîð³ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ 
ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ ñêîðî÷óºòüñÿ íàïîëîâèíó.  

Äëÿ ïðÿìîë³í³éíèõ ðîçð³ç³â íàïðÿìí³ êîñèíóñè âåêòîðà çîâí³øíüî¿ 
íîðìàë³ º ñòàëèìè. Òîìó ÿäðà ³íòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü âíóòð³øí³õ çóñèëü ³ 
ìîìåíò³â ìîæíà îäåðæàòè â ÿâíîìó âèãëÿä³ ³ ïðè ³íøîìó âèáîð³ íåâ³äîìèõ 
ôóíêö³é: 
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 ˆ 2
3 2

(1 )
( )

4 p pp n L
D

s c R
a s
− ν ∂Ψ = θ

∂
[ ] , 

 ˆ 2
2

4 2 2

(1 )
( )

4 pp L
D

s c R w
a s

− ν ∂Ψ =
∂

[ ] . (18) 

Çàñòîñóâàííÿ ôîðìóë (18) íå ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè íå³íòåãðàëüíèõ äî-
äàíê³â â ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿííÿõ ³ âèÿâëÿºòüñÿ ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ åôåê-
òèâí³øèì, í³æ âèêîðèñòàííÿ ôîðìóë (16) ÷è (17).  

×èñåëüí³ äîñë³äæåííÿ äëÿ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê ³ç ðîçð³çàìè é îò-
âîðàìè. Äëÿ ð³âíÿíü ç ÿäðàìè òèïó Êîø³ (äëÿ ðîçð³ç³â) ³ Ã³ëüáåðòà (äëÿ 
îòâîð³â) ³ñíóþòü åôåêòèâí³ êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè [37, 39, 56], ÿê³ âèêîðèñ-
òîâóâàëèñÿ ïðè ÷èñåëüíîìó ðîçâ’ÿçàíí³ ñèñòåì ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ 
ð³âíÿíü ç â³äïîâ³äíîþ îñîáëèâ³ñòþ â ðîáîòàõ [22, 24, 28, 29, 31–33, 71, 72].  

Ó ðîáîòàõ [25, 26] íàâåäåíî êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè äëÿ ³íòåãðàë³â ç 
ëîãàðèôì³÷íîþ îñîáëèâ³ñòþ, àíàëîã³÷í³ êâàäðàòóðíèì ôîðìóëàì [37, 39, 56]. 
Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ³ âèçíà÷åííÿ äîäàòêîâèõ êîí-
ñòàíò ³íòåãðóâàííÿ, ùî ïîÿâëÿþòüñÿ â ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿííÿõ ó ðåçóëüòàò³ 
ïåðåòâîðåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ, âèêîðèñòîâóâàëèñÿ äîäàòêîâ³ îáìåæåííÿ íà 
íåâ³äîì³ ôóíêö³¿, îòðèìàí³ ç óìîâ íåïåðåðâíîñò³ ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðî-
òó ïðè îáõîä³ êîíòóðó îòâîðó òà íà ê³íöÿõ ðîçð³çó. Çá³æí³ñòü ìåòîäó ïåðå-
â³ðåíà íà òåñòîâèõ çàäà÷àõ, ùî ìàþòü â³äîìèé â ë³òåðàòóð³ ðîçâ’ÿçîê. 

Íà îñíîâ³ ðîçðîáëåíî¿ ìåòîäèêè ïðîâåäåíî ÷èñåëüí³ äîñë³äæåííÿ äëÿ 
îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê ³ç êðóãîâèì ³ åë³ïòè÷íèì îòâîðàìè [15, 17, 19, 21, 34, 
68], äëÿ îðòîòðîïíèõ ïëàñòèí ³ îáîëîíîê ç äóãîâèì ³ åë³ïòè÷íèì ðîçð³çàìè 
[27, 70], îòðèìàíî ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà â ïåðøîìó íàáëèæåíí³ êîåô³-
ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ äëÿ ³çîòðîïíî¿ îáîëîíêè ç äóãîâèì ðîçð³çîì [30], 
äîñë³äæåíî âçàºìíèé âïëèâ äâîõ òð³ùèí, îð³ºíòîâàíèõ óçäîâæ ë³í³é ãîëîâ-
íèõ êðèâèí â îðòîòðîïíèõ îáîëîíêàõ äîâ³ëüíî¿ ãàóññîâî¿ êðèâèíè [22, 28, 
31–33], ³ äîñë³äæåíà ïîõèáêà çàñòîñóâàííÿ òåîð³¿ ñïåö³àëüíî¿ îðòîòðîï³¿ 
ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷ äëÿ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê ç ðîçð³çàìè é îòâîðàìè 
[29, 69, 71, 72]. 
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МЕТОД ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЗАДАЧАХ СТАТИКИ 
ПОЛОГИХ ОРТОТРОПНЫХ ОБОЛОЧЕК С РАЗРЕЗАМИ И ОТВЕРСТИЯМИ 
 
Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà àíàëèçó ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû ãðàíè÷-
íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îðòîòðîïíûõ îáîëî÷åê ñ ðàçðåçàìè è îòâåðñ-
òèÿìè ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè. 
 
BOUNDARY INTEGRAL EQUATIONS METHOD FOR STATICS 
PROBLEMS OF ORTHOTROPIC SHELL WITH SLITS AND CUTS 
 
The work is devoted to analysis of different approaches to obtaining a system of 
boundary integral equations for orthotropic shells with slits and cuts of arbitrary 
configuration. 
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