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МІЖФАЗНІ ТРІЩИНИ З ЗОНАМИ КОНТАКТУ В АНІЗОТРОПНОМУ 
СЕРЕДОВИЩІ У ПОЛІ ВІДДАЛЕНОГО ТЕРМОМЕХАНІЧНОГО 
НАВАНТАЖЕННЯ, ЗОСЕРЕДЖЕНИХ СИЛ І ТЕПЛОВИХ ДЖЕРЕЛ 
 

Ðîçãëÿíóòî ïëîñêó çàäà÷ó äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ïëîùèíè (ïðîñòîðó), ùî ñêëàäà-
ºòüñÿ ç äâîõ ð³çíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ ï³âïëîùèí (ï³âïðîñòîð³â), íà ë³í³¿ (ó 
ïëîùèí³) ñòèêó ÿêèõ ðîçì³ùåí³ ì³æôàçí³ òð³ùèíè, ÿê³ äîïóñêàþòüñÿ ïîâ-
í³ñòþ â³äêðèòèìè, çàêðèòèìè òà ÷àñòêîâî çàêðèòèìè ç â³äêðèòèìè ³äå-
àëüíî òåïëî³çîëüîâàíèìè íåíàâàíòàæåíèìè ä³ëÿíêàìè ³ ãëàäêèìè òà ³äåàëü-
íî òåïëîïðîâ³äíèìè çîíàìè êîíòàêòó. ßê íàâàíòàæåííÿ çàäàíî çîñåðåäæåí³ 
ñèëè òà òåïëîâ³ äæåðåëà, ùî ïðèêëàäåí³ â äîâ³ëüíèõ òî÷êàõ ïëîùèíè, à òà-
êîæ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåí³ çóñèëëÿ çñóâó òà ðîçòÿãó ³ òåïëîâèé ïîò³ê, ÿê³ 
ä³þòü íà íåñê³í÷åííîñò³. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïîáóäîâàíî â çàìêíåí³é ôîðì³ ìå-
òîäàìè òåîð³¿ ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿. Îäåðæàíî ñèñòåìó òðàíñöåí-
äåíòíèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ äîâæèí çîí êîíòàêòó òà âèðàçè äëÿ êîåô³-
ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó âåðøèíàõ òð³ùèí. ×èñåëüíèé àíàë³ç 
ïðîâåäåíî äëÿ îäí³º¿ òð³ùèíè ç îäí³ºþ çîíîþ êîíòàêòó ï³ä ä³ºþ äâîõ çîñå-
ðåäæåíèõ ñèë ³ òåïëîâèõ äæåðåë, à òàêîæ òåðìîìåõàí³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ 
íà íåñê³í÷åííîñò³. 

 
Âñòóï. Äîñë³äæåííÿ ì³æôàçíèõ òð³ùèí ìàº âåëèêå çíà÷åííÿ, îñê³ëüêè 

ñàìå âîíè â á³ëüøîñò³ âèïàäê³â ïðèçâîäÿòü äî ðóéíóâàííÿ êîìïîçèòíèõ ìà-
òåð³àë³â. Îñíîâíèìè ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè ì³æôàçíèõ òð³ùèí º «â³ä-
êðèòà» òð³ùèíà òà òð³ùèíà ç êîíòàêòóþ÷èìè á³ëÿ âåðøèí áåðåãàìè. Ïåðøà 
ìîäåëü ìàº òîé íåäîë³ê, ùî íàïðóæåííÿ ³ ïåðåì³ùåííÿ áåðåã³â òð³ùèí á³ëÿ 
âåðøèí ìàþòü îñöèëþþ÷³ îñîáëèâîñò³, à öå íå â³äïîâ³äàº ä³éñíîñò³. Òåðìî-
ïðóæíà ïëîñêà çàäà÷à äëÿ ì³æôàçíî¿ òð³ùèíè ç ³äåàëüíî òåïëî³çîëüîâàíîþ 
â³äêðèòîþ ä³ëÿíêîþ ³ òåïëîïðîâ³äíîþ çîíîþ êîíòàêòó äëÿ àí³çîòðîïíîãî 
á³ìàòåð³àëó äîñë³äæåíà â ðîáîò³ [11]. Á³ëüø çàãàëüí³ óìîâè íà áåðåãàõ òð³-
ùèíè ðîçãëÿíóòî â [2] çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü. Ó âèùåíàçâàíèõ ðîáîòàõ, ÿê ³ â áàãàòüîõ ³íøèõ, ÿê íàâàíòàæåííÿ çà-
äàþòüñÿ çóñèëëÿ ³ òåïëîâèé ïîò³ê, ÿê³ ïðèêëàäåí³ íà íåñê³í÷åííîñò³ àáî íà 
áåðåãàõ òð³ùèíè. Ì³æôàçí³ òð³ùèíè ç çîíàìè êîíòàêòó ó ïîë³ çîñåðåäæå-
íèõ ñèë ÷è ìîìåíò³â áóëè äîñë³äæåí³ àíàë³òè÷íî äëÿ ³çîòðîïíîãî ò³ëà â ðî-
áîò³ [8]. 

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ïîáóäîâàíî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ ì³æôàçíèõ 
òð³ùèí ³ç çîíàìè ãëàäêîãî êîíòàêòó, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ â àí³çîòðîïíîìó á³ìà-
òåð³àë³ ï³ä ä³ºþ òåðìîìåõàí³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ, ïðèêëàäåíîãî íà íåñê³í-
÷åííîñò³, òà çîñåðåäæåíèõ ñèë ³ òåïëîâèõ äæåðåë, ïðèêëàäåíèõ ó äîâ³ëüíèõ 
òî÷êàõ ïëîùèíè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ì³æôàçíèõ òð³ùèí, ÿê³ ðîçì³-
ùåí³ íà ë³í³¿ ñòèêó äâîõ ð³çíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ ï³âïëîùèí àáî ï³âïðî-
ñòîð³â. Äëÿ òåðìîïðóæíèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àë³â ââåäåìî òàê³ ïîçíà-

÷åííÿ: ( )k
ija  − êîåô³ö³ºíòè ïðóæíîñò³ [3]; ( )k

ijk  − êîåô³ö³ºíòè òåïëîïðîâ³äíîñ-

ò³; ( )k
ijα  − êîåô³ö³ºíòè òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ (òóò âåðõí³ìè ³íäåêñàìè « ( )k »  

ïîçíà÷åíî âåëè÷èíè, ùî â³äíîñÿòüñÿ äî âåðõíüî¿, 1k = , ³ íèæíüî¿, 2k = , 
ï³âïëîùèí). Çàäàìî äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz  òàê, ùîá â³ñü Oy  
áóëà ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèíè (ë³í³¿) ñòèêó ï³âïðîñòîð³â (ï³âïëîùèí), à 
â³ñü Ox  ëåæàëà â ïëîùèí³ ñòèêó ï³âïðîñòîð³â àáî âçäîâæ ë³í³¿ ñòèêó 
ï³âïëîùèí. Çà íàâàíòàæåííÿ ïðèéìàºìî ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåí³ çóñèëëÿ 

(1) (2)
11 11,  ,  ,  ∞ ∞σ τ σ σ , ïðèêëàäåí³ íà íåñê³í÷åííîñò³, à òàêîæ çîñåðåäæåí³ ñèëè 

( )k
nP  ³ òåïëîâ³ äæåðåëà ïîòóæíîñò³ ( )k

nQ , ïðèêëàäåí³ â kN∗  äîâ³ëüíèõ òî÷êàõ 
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( ) ( )( , )k k
n nx y∗ ∗  âåðõíüî¿ ³ íèæíüî¿ ï³âïëîùèí. Íà íåñê³í÷åííîñò³ ä³º îäíîð³äíèé 

òåïëîâèé ïîò³ê 2q∞ . Ó âèïàäêó ï³âïðîñòîð³â íàâàíòàæåííÿ ââàæàºìî ð³âíî-
ì³ðíî ðîçïîä³ëåíèì âçäîâæ 
îñ³ z  òàê, ùîá ìàëà ì³ñöå 
ïëîñêà çàäà÷à. Â³äêðèò³ íå-
íàâàíòàæåí³ òåïëî³çîëüîâàí³ 
ä³ëÿíêè òð³ùèíè áóäåìî ïî-
çíà÷àòè ÷åðåç nM , çàêðèò³ 

³äåàëüíî òåïëîïðîâ³äí³ ä³ëÿí-
êè òð³ùèíè ç ãëàäêèì êîí-
òàêòîì áåðåã³â – ÷åðåç nL , 

ë³í³þ ñòèêó −  ÷åðåç U. Òî÷êè 
ïåðåõîäó â³ä æîðñòêîãî ç÷åï-
ëåííÿ äî çîí êîíòàêòó áóäå-
ìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç ,  1,2, ,ia i I=  , òî÷êè ì³æ çîíàìè êîíòàêòó òà â³äêðè-

òèìè ä³ëÿíêàìè − ÷åðåç ,  1,2, ,jb j J=  , ì³æ ç÷åïëåíèìè òà â³äêðèòèìè ä³-

ëÿíêàìè − ÷åðåç ,  1,2, ,nc n N=   (ðèñ. 1). Òåðìîìåõàí³÷í³ ïîëÿ ïîäàìî ÿê 

ñóìó òàêèõ ïîë³â: à) ïîë³â, ùî âèêëèêàþòüñÿ ó á³ìàòåð³àë³ áåç òð³ùèí òåð-
ìîìåõàí³÷íèì íàâàíòàæåííÿì, çàäàíèì íà íåñê³í÷åííîñò³; á) ïîë³â ó á³ìà-
òåð³àë³ ç òð³ùèíàìè, ÿê³ çóìîâëåí³ âíóòð³øí³ìè çîñåðåäæåíèìè ñèëàìè òà 
äæåðåëàìè òåïëà ³ ïðèêëàäåíèì äî áåðåã³â òð³ùèíè òåðìîìåõàí³÷íèì íà-
âàíòàæåííÿì, ÿêå çà çíàêîì ïðîòèëåæíå äî òîãî, ùî âèíèêàº íà ë³í³¿ ñòèêó 
â áåçäåôåêòíîìó á³ìàòåð³àë³ ï³ä ä³ºþ òåðìîìåõàí³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ íà 
íåñê³í÷åííîñò³. Ñàìå öå òåðìîìåõàí³÷íå ïîëå á) ³ áóäåìî øóêàòè. Ïîçíà÷à-
þ÷è êîìïîíåíòè ïîë³â íàïðóæåíü, ïåðåì³ùåíü, òåïëîâîãî ïîòîêó òà òåìïå-

ðàòóðó ÷åðåç ( ) ( ) ( )( , ),   ( , ),   ( , ),   , 1,2,3k k k
ij i ix y u x y q x y i jσ = , ³ ( )( , )kT x y  â³äïî-

â³äíî ³ ââîäÿ÷è âåêòîðè íàïðóæåíü 12 22,= σ σt [ ]  ³ ïåðåì³ùåíü 1 2,u u=u [ ] , 
óìîâè ñïðÿæåííÿ ³ ãðàíè÷í³ óìîâè çàïèøåìî ó òàêîìó âèãëÿä³: 

 2( ) 0,       ( ) 0,       x q x x L U= = ∈ + +[t ] [ ] M , (1′) 

 ( ) 0,       ,            ( ) 0,       x x U T x x U L= ∈ = ∈ +[u ] [ ] ,  (1″) 

 (1)
12 2( ,0) ,         ( ) 0,                 x u x x Lσ = −τ = ∈[ ] , (1″′) 

 (1) (1)
2 2( ,0) ,       ( ,0) ,            x q x q x∞ ∞= − = − ∈t t M , (1″″) 

äå 
( )/2 ( )/2

(1) (2)

1 1
, ;   ;   ;   ( ) ( ,0) ( , 0)

I J N J

n n
n n

L L f x f x f x
+ +

∞

= =
= τ σ = = = −t [ ]M M [ ]  – 

ñòðèáîê ôóíêö³¿ íà ë³í³¿ ñòèêó ìàòåð³àë³â. 
Ïîäàííÿ òåðìîìåõàí³÷íèõ ïîë³â ÷åðåç êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè. Ðîç-

â’ÿçîê ïëîñêî¿ òåðìîïðóæíî¿ çàäà÷³ äëÿ îäíîð³äíîãî àí³çîòðîïíîãî ò³ëà 

ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç òðè àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿ 1 1 2 2( ),  ( ),  ( )f z f z z∗θ  êîìï-

ëåêñíèõ çì³ííèõ ,  n nz x y z x my∗= + µ = + , ó ÿêèõ ,  n mµ  – êîðåí³ òàêèõ 

ð³âíÿíü ç äîäàòíèìè óÿâíèìè ÷àñòèíàìè: 

 4 3 2
11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0a a a a a aµ − µ + + µ − µ + = , 

 2
22 12 112 0m k mk k+ + = . (2′) 

Äëÿ îðòîòðîïíîãî ò³ëà ç ãîëîâíèìè îñÿìè îðòîòðîï³¿, ùî ñï³âïàäàþòü ç 
îñÿìè êîîðäèíàò, ðîçâ’ÿçêè ,  n mµ  âèùåíàâåäåíèõ ð³âíÿíü ìàþòü òàêèé 

âèãëÿä: 

 

x 

σ τ 

σ τ 

τ τ 

y 

(1)
11

∞σ  

∞
2q  

(2) (2) (2), ,ij ij ija a k  

(2)
11

∞σ  

(1)
11

∞σ  

(2)
11

∞σ  

(1) (1) (1), ,ij ij ija a k  
(1) (1),n nP Q  

(2) (2),n nP Q  

(1) (1),n nx y∗ ∗  

(2) (2),n nx y∗ ∗  

cn–2 cn–1 cn bj
 ai    Mj         Lm+1 

Lm–1 Lm 

 
Рис. 1 
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 2
12 66 12 66 11 22 112 (2 ) 4 (2 )/a a a a a a aµ = ± − − ± + − )( ,  

 11 22/m i k k= . (2″) 

 Îòæå, òåðìîìåõàí³÷í³ ïîëÿ ìîæíà ïîäàòè â òàê³é ôîðì³ [6, 7]: 

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )x y z z z z∗ ∗= + + θ + θu Af Af w w , 

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),x y z z z z∗ ∗
∗ ∗

′ ′ ′ ′= + + θ + θt Bf Bf w w  

 2 2 2
11 1 1 1 2 2 2( , ) 2Re ( ) ( ) ( )x y f z f z m r z∗′ ′ ′σ = µ + µ + θ{ }  (3′) 

òà 

 ( , ) ( ) ( )T x y z z∗ ∗′ ′= θ + θ . (3″) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ òåìïåðàòóðè (3″) ó ôîðìóëè, ùî âèçíà÷àþòü 
êîìïîíåíòè òåïëîâîãî ïîòîêó 

 1 2
( , ) ( , )

( , )i i i
T x y T x y

q x y k k
x y

∂ ∂
= − −

∂ ∂
, 

îäåðæóºìî 

 1 12 12
22

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

q x y k ik z k ik z
k

∗ ∗∗
∗ ∗

′′ ′′= − + θ − − θ{ } , 

 2 ( , ) ( ) ( )q x y ik z z∗ ∗
∗

′′ ′′= − θ − θ{ } . (3′″) 
Ó íàâåäåíèõ âèùå ôîðìóëàõ ââåäåíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

1 1 2 2( ) ( ),  ( )z f z f z=f [ ] , 

2
11 12 16 11 12 22 26 11( ) ,  ( / ) /r a m a a m r a m a m a m= + − + α + − + αw [ ] , 

2
1 11 12 16 2 12 22 26,1 ,  ,  ,  /ij j j j j j jr m A A a a a A a a a∗ = − = = µ + − µ = µ + µ −w A[ ] [ ] , 

2
12 11 22 1 2

11 1 2 1 2
,       

1 1( )( )( )( )
m m

r
a m m m m

α − α − α − µ − µ = =   − µ − µ − µ − µ
B . 

Âèùåíàâåäåí³ âèðàçè ñïðàâåäëèâ³ äëÿ ïëîñêîíàïðóæåíîãî ñòàíó (ÏÍÑ). 
Äëÿ ïëîñêîäåôîðìîâàíîãî ñòàíó (ÏÄÑ) çàì³ñòü ija  ³ ijα  íåîáõ³äíî ïîêëàñòè 

3 3 33/ij i ja a a a−  ³ 33 3 33/ij ia aα − α  â³äïîâ³äíî. 

 Ïðè íàÿâíîñò³ çîñåðåäæåíèõ òåïëîâèõ äæåðåë ó äåÿêèõ òî÷êàõ ïëîùè-
íè ôóíêö³ÿ ( )z′θ  ìàº ëîãàðèôì³÷í³ îñîáëèâîñò³ â öèõ òî÷êàõ. Ïîçíà÷àþ÷è 

ñóìó âñ³õ îñîáëèâîñòåé ó âåðõí³é ï³âïëîùèí³ ÷åðåç (1)
0 ( )z′θ , à â íèæí³é – 

÷åðåç (2)
0 ( )z′θ , çã³äíî ç [6] çàïèøåìî 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 ( )

1

1( ) ln ( ),        
4

kN
k k k k k k k

n n n n nk
n

z Q z x m y
k

∗

∗ ∗ ∗ ∗

=∗

′θ = − − ζ ζ = +
π

∑ . (4) 

 Êîëè â äåÿêèõ òî÷êàõ ïëîùèíè ðîçòàøîâàí³ çîñåðåäæåí³ ñèëè òà òåï-
ëîâ³ äæåðåëà, òî âåêòîð-ôóíêö³ÿ ( )zf  ó öèõ òî÷êàõ òàêîæ ìàº îñîáëèâîñò³. 
ßêùî ñóìè âñ³õ îñîáëèâîñòåé ó âåðõí³é ³ íèæí³é ï³âïëîùèíàõ ïîçíà÷èòè 

÷åðåç ( )
0 ( )k zf , òî äëÿ íèõ çàïèøåìî íàñòóïíó ôîðìóëó: 

 
( )

( ) ( ) ( )
0 ( )

1

( ) ln ( )
kN k

k k k n
n n k

n n

z z
z

∗

=

 ′ ′= − + 
 −

∑
R

f R 


. (5′) 

Òóò ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
  1 2;  , ;  k k k k k k k k

n n n nx y∗ ∗= + = µ µ R[ ]    ³ ( )k
n
′R  âèçíà÷àºìî ç òà-

êèõ ð³âíÿíü [6]: 



35 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )Im cos , sin ,         Im 0
4

k
k k k kn

n nk nk n= − ϑ ϑ =
π

P
B R A R[ ] ,  (5″) 

 
( )

( ) ( ) ( )
( )

Im Im
4

k
k k kn

n k

Q

k
∗

∗

′ =
π

B R w , 

 
( )

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2
1 1 2 2 ( )

Im ( ) ( ) Im ( )
4

k
k k k k k kn

n n k

Q
R R r m

k∗

′ ′µ + µ =
π

{ } { } , (5″′) 

 
( )

( ) ( ) ( )
( )

Im Im
4

k
k k kn

n k

Q

k∗

′ =
π

A R w , 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 ( )

Im diag ,  Im
4

k
k k k k k kn

n k

Q
m

k∗

′µ µ =
π

A R w{ }[ ] , (5″″) 

òóò nkϑ  – êóòè ì³æ â³ññþ x  òà íàïðÿìêàìè ñèë ( ) ( ) ( )
1 2;  diag ,  k k k

n µ µP [ ] – 

ìàòðèöÿ ç ä³àãîíàëüíèìè êîìïîíåíòàìè ( )
1
kµ  ³ ( )

2
kµ . Ð³âíÿííÿ (5″″) íå º 

íåçàëåæíèìè, òàê ùî ñèñòåìà (5″′), (5″″) âèçíà÷àº ( )k
n
′R  îäíîçíà÷íî. 

Âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü ³ ñòðèáê³â ïåðåì³ùåíü ÷åðåç àíàë³òè÷í³ ôóí-
êö³¿. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (3′), (3″) ³ (3″′) òà çàäîâîëüíÿþ÷è óìîâè 
ñïðÿæåííÿ (1′), (1″), îäåðæóºìî 

 (1) (1) (2) (2) (2) (2) (1) (1)( ) ( ) ( ) ( )k x k x k x k x∗ ∗ ∗ ∗
′′ ′′ ′′ ′′θ + θ = θ + θ , 

 (1) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (2) (2) (2)( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x∗ ∗
′ ′ ′ ′ ′− + θ − θ = −B f B f w w B f  

 (1) (1) (2) (2) (1) (1)( ) ( ) ( ),     x x x x U L∗ ∗
′ ′ ′− + θ − θ ∈ + +B f w w M , (6′) 

³ 

 (1) (2) (2) (1)( ) ( ) ( ) ( ),                   x x x x x L U′ ′ ′ ′θ − θ = θ − θ ∈ + , 

 
(2) (2)(1) (1) (2) (1) (1) (2) (2) (2)( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x− + θ − θ = −A f A f w w A f  

 
(1) (1)(1) (2) (2) (1)( ) ( ) ( ),          x x x x U− + θ − θ ∈A f w w . (6″) 

ßê â³äîìî [4], êîëè ôóíêö³¿, àíàë³òè÷í³ â îáëàñòÿõ ç³ ñï³ëüíîþ ãðàíè-
öåþ, ïðèéìàþòü îäíàêîâ³ çíà÷åííÿ íà ö³é ãðàíèö³, òî âîíè àíàë³òè÷íî ïðî-
äîâæóþòü îäíà îäíó, òîáòî ç ð³âíîñòåé (6′) ³ (6″) âèïëèâàº, ùî ³ñíóþòü òàê³ 
ôóíêö³¿: 

 
(1) (1) (2) (2)

0 (2) (2) (1) (1)

( ) ( ), 0,
( )

( ) ( ), 0,

k z k z y
z

k z k z y

∗ ∗

∗ ∗

′′ ′′ θ + θ >′ψ = 
′′ ′′θ + θ <

 (7′) 

 
(1) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (2)

(2) (2) (1) (1) (2) (2) (1) (1)

( ) ( ) ( ) ( ), 0,
( )

( ) ( ) ( ) ( ), 0,

z z z z y
z

z z z z y

∗ ∗

∗ ∗

′ ′ ′ ′ − + θ − θ >= 
′ ′ ′ ′− + θ − θ <

B f B f w w
v

B f B f w w
 (7″) 

 
(1) (2)

(2) (1)

( ) ( ),            0,
( )

( ) ( ),            0,

z z y
z

z z y

′ ′ θ − θ >′θ = 
′ ′θ − θ <

 (7″′) 

 

(2)(1) (1) (2) (1) (1) (2) (2)

(1)(2) (2) (1) (2) (2) (1) (1)

( ) ( ) ( ) ( ), 0,
( )

( ) ( ) ( ) ( ), 0.

z z z z y
z

z z z z y

 − + θ − θ >= 
 − + θ − θ <

A f A f w w

A f A f w w
  (7″″) 

Çàñòîñîâóþ÷è óçàãàëüíåíó òåîðåìó Ë³óâ³ëëÿ äî (7′) ³ (7″), îòðèìàºìî  
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2

( ) ( ) ( )
0  0  0

1

( ) ( ) ( )k k k

k

z k z z∗
=

′ ′ψ = θ + θ∑ ( ) , (8′) 

 1 1( ) ( ) ( )z z z= +v  y ,  (8″) 
äå 

 
2

( ) ( ) ( ) ( )
1  0  0

1

( ) ( ) ( )k k k k

k

z z z
=

′ ′= −∑ B f B f( ) , (8″′) 

 
2

( ) ( ) ( ) ( )
1 0 0

1

( ) ( ) ( )k k k k

k

z z z∗ ∗
=

′ ′= θ − θ∑ w w( )y . (8″″) 

Î÷åâèäíî, ùî ôóíêö³þ ( )zθ  ³ âåêòîð-ôóíêö³þ ( )z  ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó 
âèãëÿä³: 

 0 0( ) ( ) ( ),              ( ) ( ) ( )z z z z z z∗ ∗θ = θ + θ = +   , 

äå ( )z∗  ³ ( )z∗θ  – àíàë³òè÷í³ âåêòîð-ôóíêö³ÿ òà ôóíêö³ÿ ó âñ³é ïëîùèí³, çà 

âèíÿòêîì ä³ëÿíîê L+M  òà M  â³äïîâ³äíî, à 0 ( )z  ³ 0 ( )zθ  – ñóìè îñîáëè-

âîñòåé â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é, ÿê³ çã³äíî ç (7″′) ³ (7″″) ìàþòü âèãëÿä 
 0 2 2( ) ( ) ( )z z z= +′  y , (9′) 

 
2

( ) ( )
0 0 0

1

( ) ( ) ( )k k

k

z z z
=

θ = θ − θ∑ ( ) , (9″) 

òóò 

 
2

( ) ( )( ) ( )
2  0  0

1

( ) ( ) ( )k kk k

k

z z z
=

′ ′= −∑ A f A f ( ) , (9″′) 

 
2

( ) ( ) ( ) ( )
2 0 0

1

( ) ( ) ( )k k k k

k

z z z
=

′ ′= θ − θ∑ w wy ( ) .  (9″″) 

Ïðî³íòåãðóâàâøè ð³âíÿííÿ (7′), çà äîïîìîãîþ (7″′) âèâîäèìî 

 ( ) ( ) (1) (2)
0( ) ( ) ( ) ( )k rz z k z k k∗ ∗ ∗

′ ′θ = ψ + θ +( )/ , 

 ( ) ( ) (1) (2)
0( ) ( ) ( ) ( )k rz z k z k k∗ ∗ ∗

′ ′θ = ψ − θ +( )/ . (10′) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (7″) ³ äèôåðåíö³þþ÷è (7″″), îòðèìàºìî 

 ( )
0( ) ( ) ( ) ( ) ( )k

k k k kz z z z z′ ′= − θ − ψ −′f D h p P v( ) , 

 ( )
0( ) ( ) ( ) ( ) ( )k

k k k kz z z z z′ ′= − − θ + ψ −′f D h p P v( ) , (10″) 
äå 

 1( ) ( ) 1 ( ) ( )( ) ,             r r k k
k k k

−−= = −P A B D A P B( ) ,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) (1) (2)( )k r k r
k k k k∗ ∗ ∗ ∗= − − − +p w w P w w( )( )/ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1) (2)( )k r r k k r r k
k kk k k k k k∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + − + +h w w P w w( )( )/ . (10″′) 

Ó âèðàçàõ (10′) ³ (10″′) ³íäåêñ 1 (2)r = , êîëè ³íäåêñ 2 (1)k = . 

 Ï³äñòàâëÿþ÷è ôîðìóëè (10′) ³ (10″) ó (3′), (3″) ³ (3″′), ïåðåì³ùåííÿ, 
íàïðóæåííÿ, òåìïåðàòóðó ³ òåïëîâ³ ïîòîêè âèðàæàºìî ÷åðåç àíàë³òè÷í³ 
ôóíêö³þ ( )zθ  ³ âåêòîð-ôóíêö³þ ( )z . Ïðè 0y =  çâ³äòè îòðèìàºìî 

 (1)
0( ,0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x+ − ∗ + ∗ − ∗ ∗′ ′= − + θ − θ − ψ −′ ′t G G h h p P v  , 

 ( ) ( ) ( )x x x+ −′ = −′ ′[u ]    (11) 
³ 

 (1)
2( ) ( ) ( ),       ( ,0) ( ) ( )T x x x q x ik x x+ − + −′ ′ ′′ ′′= θ − θ = − θ + θ[ ]  ( ) , (12) 



37 

äå 

 ∗= =(1)
1 1,         2 Im ( )iG B D P GP , 

 
(1) (2) (1) (1) (2)

1 1(1) (2) (1) (2) (1) (2)
,    2Re ,     

k k k
k

k k k k k k
∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 = − = − − = 
 + + +

w w
h Gh p Gp  . 

Ôîðìóëþâàííÿ òà ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷. Çàäîâîëüíÿþ÷è ãðà-
íè÷í³ óìîâè (1″″) äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêó çà äîïîìîãîþ äðóãîãî ç³ ñï³ââ³äíî-
øåíü (12), îòðèìóºìî íåîäíîð³äíó çàäà÷ó ñïðÿæåííÿ äëÿ ôóíêö³¿ ( )z′′θ : 

 1 1 2( ) ( ) ,                /x x C C iq k+ − ∗ ∗ ∞′′ ′′θ + θ = − =  . (13′) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (4) ó ôîðìóëó (9″), îòðèìóºìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ñóìè 
ëîãàðèôì³÷íèõ îñîáëèâîñòåé ôóíêö³¿ ( )z′θ : 

 

∗ ∗

∗
= =∗

− ζ′θ = −
π − ζ

∑ ∑
( )2

( )
0 ( ) ( )

1 1

1 1( ) ln
4

kN k
k n

nk k
k n n

z
z Q

k z
. (13″) 

Çíàþ÷è ïîâåä³íêó (13″) íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ â îñîáëèâèõ òî÷êàõ, ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³ ñïðÿæåííÿ (13′) çã³äíî ç [1] çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 1 ( ) ( )1( ) ( )
2 ( ) ( )
C f x R z

z dx R z
f z i x z f z

∗ + ∗ ′′θ = − + + π − ∫
M

, (14′) 

äå 

 1/2 1/2

1 1

( ) ( ) ( )
J N

j k
j k

f z z b z c
= =

= − −∏ ∏ ,  (14″) 

 
( ) ( )2

( )
( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( )1 1( )
4

kN k k
k n n

nk k k
k n n n

f f
R z Q

k z z

∗ ∗ ∗
∗

∗ ∗
= =∗

ζ ζ = − − π − ζ − ζ 
∑ ∑ , (14″′) 

( )/2
0 1 ( )/2( ) ;  J N

J N nR z R R z R z R+
+= + + +  − êîíñòàíòè, ÿê³ íåîáõ³äíî âèçíà-

÷èòè ç óìîâ íà íåñê³í÷åííîñò³ òà îäíîçíà÷íîñò³ ïåðåì³ùåíü: 

 ( ) (1/ ),             z O z z′′θ = → ∞ , 

 ( ) ( ) 0,             1, , ( )/2

k

x x dx k J N+ −′′ ′′θ − θ = = +∫
M

( ) . 

Ôóíêö³þ ( )z′θ  çã³äíî ç (14′) çàïèøåìî ó çðó÷í³é äëÿ ïîäàëüøîãî àíàë³çó 
ôîðì³ 
 1 2( ) ( ) ( )z f z f z′θ = + , (15′) 
äå 

 1
1

( ) ( )
( ) ( ) ,             ( )

2 ( )t t

C f z R z
f z z f z f z dz

f z

∗ ∞ −
= − − = ∫( ) , 

 2 2 2 0( ) ( ) ,            f z f z C z z∗= + = + β  , (15″) 

 
2

( ) ( ) ( )
2 ( )

1 1

1 1( ) ( , ) ( , )
4

kN
k k k

n n nk
k n

f z Q H z H z
k

∗

∗ ∗
∗ ∗

= =∗

= − ζ − ζ
π ∑ ∑ { } ,  

 0 ( ) lim ( , )
z

H H z∗→∞
ζ = − ζ , (15″′) 

 
2

( ) ( )
2 0( )

1 1

1 Im ( ),  ( , ) ( )
2 ( )( )

kN
k k

n nk
k n

i dzC Q H H z f
f z zk

∗

∗ ∗
∗

= =∗

= − ζ ζ = ζ
π − ζ∑ ∑ ∫ .  (15″″) 

Òóò ( )f z∞  – ãîëîâíà ÷àñòèíà ïîëþñà ôóíêö³¿ ( )f z  íà íåñê³í÷åííîñò³. Êîíñ-

òàíòà 0β  â (15″) ðàçîì ç ³íøèìè êîíñòàíòàìè, ÿê³ çíàäîáëÿòüñÿ äàë³, âèçíà-
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÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 

 2
0 1( ) / (1/ ),        tf z z z O z z= + β + β + → ∞ , 

 2
2 2 1( ) / (1/ ),          f z C z O z z∗= − + β + → ∞  . (16) 

Ïåðåéäåìî òåïåð äî âèçíà÷åííÿ ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê. Ùîá ñôîð-
ìóëþâàòè êðàéîâ³ çàäà÷³ äëÿ âåêòîð-ôóíêö³¿ ( )z′ , ïîìíîæèìî ïåðøå ç 
ð³âíÿíü (11) íà âåêòîð n  ³ áóäåìî âèìàãàòè âèêîíàííÿ ð³âíîñò³ 

= − γnG nG , ÿêó ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) 0+ γ =n G G . (17′) 

Öÿ ð³âí³ñòü ìàòèìå ì³ñöå, êîëè γ  çàäîâîëüíÿòèìå ð³âíÿííÿ 

 det ( ) 0+ γ =G G , 

êîðåí³ ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ 

 2 2( 1) det detj
j G G∗ ∗γ = − − − G G/( ) . (17″) 

Òóò 21 12 11 22Re ( ) Re ( )G G G G G∗ = − . ×èñåëüíèé àíàë³ç ïîêàçàâ, ùî 1 21/γ = γ . 

Äëÿ êîæíîãî jγ  âñòàíîâëþºìî jn  çà òàêîþ ôîðìóëîþ, ùî âèïëèâàº ç (17′): 

 21 21

11 11

,  1j
j

j

G G

G G

+ γ 
= − + γ 

n


. (17″′) 

Ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ 1 2 1 2, ,  ,  diag , ,  diag 1, 1= = = γ γ =N n n S NG I[ ] [ ] [ ]  òà 
íîâó âåêòîð-ôóíêö³þ çà ôîðìóëîþ 

 1
0( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z z z− ∗ ∗′= − + + ψS I N P v p( )   , (18) 

ð³âíÿííÿ (11) ïåðåïèñóºìî ó òàêîìó âèãëÿä³: 

 + −= + − (1) ( ,0) ( ) ( ) ( )x x x xNt q  , 

 ( ) ( ) ( )x x x+ −′ = −S [u ]   , (19′) 

äå 

 ( ) ( ) ( )x x x+ −∗ ∗′ ′= − θ + θq Nh Nh . (19″) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (8′)–(8″″), (9′)–(9″″) ³ ôîðìóëó (18), äëÿ ñóìè îñîáëèâîñòåé 
âåêòîð-ôóíêö³¿ ( )z  çíàõîäèìî 

 
2 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

00 0 0 0
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
kk k k k k k k

k

z z z z z
=

′ ′ ′ ′= − + θ − θ∑ A f B f c d  ( ) , (19″′) 

äå 

 − ∗ − ∗= − + = − + ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( )( ) ,         ( )k k k k k kA SA I NP B B SÀ I NP B  ,  

 − ∗∗
∗ ∗= − + + ( ) ( ) 1 ( ) ( )( )k k k kkc Sw I N p P w( ) , 

 − ∗∗
∗ ∗= − + − + ( ) ( ) 1 ( ) ( )( )k k k kkd Sw I N p P w( ) . (19″″) 

Ó ïîêîìïîíåíòí³é ôîðì³ âèðàçè (19′) çàïèøåìî òàê: 

 (1) (1)
22 11 12 1 1 1 1( ,0) ( ,0) ( ) ( ) ( )x N x x x q x+ −σ + σ = Φ + γ Φ −  , 

 11 1 12 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )S u x S u x x x+ −′ ′+ = Φ − Φ[ ] [ ] . (20) 

Äðóãà êîìïîíåíòà ð³âíÿííÿ (19′) íå º íåçàëåæíîþ, òîìó ¿¿ íå âèïèñàíî. 
Âèêîðèñòîâóþ÷è (20) ³ âðàõîâóþ÷è, ùî, ÿê ïîêàçàâ ÷èñåëüíèé àíàë³ç, 11S  ³ 
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1γ  – ä³éñí³ êîíñòàíòè, òà çàäîâîëüíÿþ÷è ãðàíè÷í³ óìîâè (1″′) ³ (1″″), îòðè-

ìóºìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ôóíêö³¿ 1( )zΦ : 

 1 1 1 0( ) ( ) ( ) ,                  x x q x C x+ − ∗Φ + γΦ = − ∈ M , 

 1 1 11Im ( ) Im ( ) /(1 ),          x q x N x L±Φ = − τ + γ ∈( ) . (21) 

Òóò ìè ïîêëàëè 1 0 11,  C N∗γ ≡ γ = σ + τ . 

 Çàäà÷ó (21) ìîæíà ñïðîñòèòè, ÿêùî ââåñòè íîâó ôóíêö³þ çà ôîðìóëîþ 

 1 2 1 0( ) ( ) ( ) ( ) / 2 ( ) /(1 )tF z z c f z C f z C z C∗ ∗ ∗∗= Φ − + − + + γ ( ) , (22′) 
ó ÿê³é 

 1 2 1 2 1
2 2

,         ( ) ,       2
1 2 1

d d C d d
c C z p z C p

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗∗

− − γ = = − = − − γ   − γ
    , (22″) 

 
2 2

1 1 2 1
1 1

,              j j j j
j j

d N h d N h∗ ∗ ∗ ∗

= =

= − =∑ ∑ . (22″′) 

Òîä³ çàì³ñòü (21) îäåðæóºìî íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó: 

 ( ) ( ) 0,          F x F x x+ −+ γ = ∈ M , 

 Im ( ) ( ),            F x q x x L± ∗= ∈ , (23′) 
ó ÿê³é 

 1
2( ) Im ( ) ( )

2 t

C
q x p f x f x

∗
∗  = − + 

 
 . (23″) 

Âèêîðèñòàâøè (4), (5′), (13″), (19″′) ³ (22′), çàïèñóºìî òàêèé âèðàç äëÿ 
ñóìè âñ³õ îñîáëèâîñòåé ôóíêö³¿ ( )F z : 

 
2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1

1 1 1

( ) ln ( ) ( ) ln ( )
kN

k k k k k
j jn jn n n

k n j

F z A R z c c Q z

∗

∗ ∗∗

= = =

 ′= − ζ + − − ζ −


∑ ∑ ∑    

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1ln ( ) ( ) ln ( )k k k k k k
j jn jn n nB R z d c Q z∗ ∗∗′− − ζ − − − ζ +  

 
( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( )

k k k k
j jn j jn

k k
jn jn

A R B R

z z


+ − 

− ζ − ζ 

 
, (23″′) 

äå ( ) ( ) ( )/4k k k
n nQ Q k∗

∗= − π . 

Äëÿ ïîâåä³íêè ôóíêö³¿ ( )F z  íà íåñê³í÷åííîñò³ ç (22′) âèïëèâàº òàêà 
ôîðìóëà: 

 01 1
2 0( ) (1/ ),     

2 1 2
CpC C

F z z p C O z z
∗∗ ∗

∗  = − + + − β + → ∞  + γ   


 . (23″″) 

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷ó çâåäåíî äî âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( )F z , àíàë³òè÷íî¿ 
ó âñ³é ïëîùèí³, çà âèíÿòêîì îñîáëèâèõ òî÷îê, ó ÿêèõ ïîâåä³íêà ôóíêö³¿ âè-
çíà÷àºòüñÿ ç (23″′) ³ (23″″), òà ä³ëÿíîê L+M , íà ÿêèõ ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ 
ôóíêö³¿ ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè ð³âíÿííÿ (23′). 
 Ïîáóäóºìî ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (23′). Öÿ çàäà÷à º íåîäíîð³äíîþ 
çì³øàíîþ çàäà÷åþ Ä³ð³õëå – Ð³ìàíà, çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ ó êëàñ³ âè-
çíà÷åíèõ âèùå ôóíêö³é ìîæíà ïîáóäóâàòè íà îñíîâ³ [1] òà [5] ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F z X z z iQ z Y z z= + + Φ( )P , (24′) 
äå 

 
( ) / 2( )

2

( ) ,             ( ) ( )
( ) ( )

I Ji z

l
l

eX z p z z d
f z p z

+ϕ

=

= = −∏ , (24″) 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) 1( )
2 2( )( )L L

q x q x q x q xY z
z dx dx

x zY x x z

+ − + −
∗ ∗ ∗ ∗

+

+ −
Φ = +

π π −−∫ ∫ , 

 
( )

( ) ,      
( )

q x
q x x L

X x

∗
±
∗ ±= ∈ , (24″′) 

( ) / 2

1

( ) ln
( ) ( ) ( ) ,         

( )( ) 2( )( )
k

I J
k

k L

h x dxdxz Z z iZ z
Z x x z Z x x z

+

+
=

γϕ = − ε − ε =
− π−

∑∫ ∫
M

,  (24″″) 

1/2 1/2 1/2 1/2

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ,        ( ) ( ) ( )
I J I J

i j i j
i j i j

Z z z a z b Y z z a z b−

= = = =

= − − = − −∏ ∏ ∏ ∏ ,  (24″″′) 

1 1( ) ;  ( ) ( );  ( )l l lh x n h x n H d x H x∗ ∗= = + −  – ôóíêö³ÿ Ãåâ³ñàéäà; ln∗  – ö³ë³ ÷èñ-

ëà; l ld L∈  – íåâ³äîì³ ïîëþñè ôóíêö³¿ ( )X z . Ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ öèõ 
ïîëþñ³â çíàéäåìî, ïðèð³âíÿâøè äî íóëÿ âñ³ êîåô³ö³ºíòè â ñòåïåíåâîìó ðîç-
êëàä³ ôóíêö³¿ ( )z  íà íåñê³í÷åííîñò³ (öå îçíà÷àº, ùî ôóíêö³ÿ íà íåñê³í÷åí-

íîñò³ îáìåæåíà). Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (24″″) ³ âðàõîâóþ÷è ïîâåä³íêó 
³íòåãðàë³â òèïó Êîø³ íà íåñê³í÷åííîñò³ [1], âèâîäèìî ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà-

÷åííÿ ln∗  òà ld : 

 
( ) / 22

2

1

( )
0,        2, , ( )/2

( ) ( )
k

I Jl
lk

k L

h xx dx i x dx l I J
Z x Z x

+−
−

+
=

ε + = = +∑∫ ∫
M

 . (25′) 

Äëÿ ôóíêö³é ( )zP  ³ ( )Q z , ùî ô³ãóðóþòü ó ðîçâ’ÿçêó (24′), ìàþòü ì³ñöå òàê³ 
âèðàçè: 

 ( ) ( ) ( ),          ( ) ( ) ( )z z z z z z∗
∗ ∗= + = + P P P P P P , 

   ( ) ( ) ( ),         ( ) ( ) ( )Q z Q z Q z Q z Q z Q z∗
∗ ∗= + = −  , (25″) 

ó ÿêèõ 

 0 1 0 1( ) ,        ( )m n
m nz C C z C z Q z D D z D z∗ ∗= + + + = + + + P . (25″′) 

Òóò ( )/2 1,  ( )/2 1m J I N n I N J= + + − = + + − ; 

 
2 2

(1) ( ) (2) ( )

1 1 1

( ) ln ( ) ln ( )
kN

k k
knj jn kn n

k n j

z E z E z

∗

∗
∗

= = =

= − ζ + − ζ +


∑ ∑ ∑P  

 
(5) (6)

(3) ( ) (4) ( )
( ) ( )

ln ( ) ln ( ) knj knjk k
knj jn kn n k k

jn jn

E E
E z E z

z z
∗ + − ζ + − ζ + + − ζ − ζ 

, (25″″) 

 
(1) (2)2 2

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

( ) ln ( ) ln ( )
( ) ( )

kN
knj k kkn

jn nk k
k n j jn n

E E
Q z z z

Y Y

∗

∗
∗ ∗

= = =

= − ζ + − ζ + ζ ζ
∑ ∑ ∑  

 
(3) (4)

( ) ( )
( ) ( )

ln ( ) ln ( )
( ) ( )

knj k kkn
jn nk k

jn n

E E
z z

Y Y
∗

∗+ − ζ + − ζ +
ζ ζ

 

 
(5) (6)

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

knj knj

k k k k
jn jn jn jn

E E

Y z Y z

+ + ζ − ζ ζ − ζ 
, (25″″′) 

äå 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1(1) (2) (3)1

( ) ( ) ( )

( )
,          ,         

( ) ( ) ( )

k k k kk k
j jn j jnn

knj kn knjk k k
jn n jn

A R B Rc c Q
E E E

X X X

∗∗

∗

′ ′−
= = = −

ζ ζ ζ

 
, 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1(4) (5) (6)1

( ) ( ) ( )

( )
,        ,         

( ) ( ) ( )

k k k kk k
j jn j jnn

kn knj knjk k k
n jn jn

A R B Rd c Q
E E E

X X X

∗∗

∗

−
= − = = −

ζ ζ ζ

 
. 

Êîíñòàíòè ,  k kC D  ó ôîðìóëàõ (25″′) âèçíà÷àºìî ç óìîâ íà íåñê³í÷åííîñò³ 

(23″″) äëÿ ôóíêö³¿ ( )F z , óìîâ îäíîçíà÷íîñò³ ïåðåì³ùåíü, ÿê³ çã³äíî ç äðóãîþ 

ôîðìóëîþ ç (20) ³ (22′) ìàþòü âèãëÿä 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,      ( ) /2
n

n

a

a

F x F x c x x dx n N I

′′
+ − + −∗

′

′ ′− + θ − θ = = +∫ { ( )} , (26′) 

(òóò na′  ³ na′′  ïîçíà÷àþòü ë³âó òà ïðàâó âåðøèíè n-¿ òð³ùèíè â³äïîâ³äíî) òà 

óìîâ ð³âíîñò³ íóëåâ³ ôóíêö³¿ ( )F z  ó ïîëþñàõ ld , ÿê³ çã³äíî ç (24′) çàïèøåìî 
òàê: 

 1( ) ( ) ( ) 0l l ld Q d d−+ ξ + Φ =P , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,       ( )l l l l l l l ld Q d Q d d i Y d− −′ ′ ′ ′+ ξ + ξ + Φ = =ξP . (26″) 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîíñòàíò ,  m nC D  ç óìîâ íà íåñê³í÷åííîñò³ (23″″) 
íåîáõ³äíî ðîçêëàñòè ôóíêö³þ ( )F z  â ðÿä çà ñòåïåíÿìè z . Âèêîðèñòîâóþ÷è 

(15′)–(15″″), (16), (24″)–(24″″′), îòðèìóºìî 

 ( )/2 ( )/2 2
1 1 2( ) (1 /  ),      ( ) (1 / /  )I J J IZ z z z Y z z z z+ −→ + ζ + → + η + η +  , 

 2
1 21/ ( ) ( ) (1 / /  )mf z p z z z z−→ + υ + υ + ,  

 2 2
1 1 1 0 1 2( ) ( /2 )/ (1/ ),          ( ) / /z C z O z z z z∗′θ → β + β + ϕ → α + α + α +  , 

 1 1
1 1 1 1

1 1,      ,        ,     
2 2

I J I J

i j i j
i j i j

a b a b
= = = =

   η = − ζ = − +   
   ∑ ∑ ∑ ∑  , 

 
( )/2

1
1 1 2

,         1
2

I JN J

k j l
k j l

c b d
+

= = =

 υ = + + 
 ∑ ∑ ∑  , (27) 

 0 ( )/2 1 ( )/2 1 ( )/2 1,        I J I J I J+ + + +α = α = + ζA A A , 

 2 ( )/2 2 ( )/2 1 1 ( )/2 2 ,         I J I J I J+ + + + +α = + ζ + ζA A A  , 

 
− +

−
+

=

= ε + = = +∑∫ ∫
M

A 
1 ( ) / 2

1

1

( )
0,         ( )/2,

( ) ( )
j

k I J
j k

k
j L

h xx dx
i x dx k I J

Z x Z x
, 

 α−→ + ρ + ρ +0 2
1 2( ) (1 / / )imX z z e z z , 

 ρ = υ + α ρ = υ + α + υ α − α2
1 1 1 2 2 2 1 1 1,             /2i i i . 

Ï³äñòàâëÿþ÷è îäåðæàí³ âèùå âèðàçè â (24′), äëÿ → ∞z  îòðèìóºìî  

 0
1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) /i

m n m n n m nF z ze iD C i D D C iD zCα
+ + + + += + + + + η + + ρ +{ }{  

 1 1 1 1 2 1 1 1( ) ( )m n n n m n nC i D D D C i D D− − + ++ + + η + η + + + η ρ +( ){  

 2 2
1 1 2( ) ( )m nC iD z O z−

+ ++ + ρ +}/ } . (28) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè (23″″) òà îäíó ç óìîâ (26′), âèâîäèìî ð³âíÿííÿ äëÿ 
âèçíà÷åííÿ øåñòè êîíñòàíò: 

 − α∗
+ ++ = −  0
1 1 1( / 2) i

m nC iD pC e , 

 + + ++ ρ + + + η =1 1 1 1 1( ) ( )m m n n nC C iD i D D  

 0
0 2 1 0/(1 ) ( / 2) iC p C C e− α∗ ∗ ∗= + γ + − β{ } , 
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 1 2 1 1 1 1 1( ) ( )m m n m n nC C iD C i D D− + + ++ ρ + + ρ + + η +{ }  

 − α∗∗
− ++ + η + η = − β + β 0
1 1 1 2 1 1 1( ) ( / 2 ) i

n n ni D D D c C e . (29) 

 Äëÿ òîãî ùîá îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê ìàâ ô³çè÷íèé ñåíñ, ïîâèíí³ âèêîíó-
âàòèñÿ òàê³ äîäàòêîâ³ óìîâè: 

 ′ = σ ≤ ∈ ≥ ∈ M(1)
2 22 2( ) 0,        ( ,0) 0,      ,   ( ) 0,     ju b x x L u x x[ ] [ ] . (30) 

Ïåðøå ç ð³âíÿíü ó (30) îçíà÷àº, ùî áåðåãè òð³ùèíè çìèêàþòüñÿ ïëàâíî. 
Ðåøòà íåð³âíîñòåé âêàçóþòü íà òå, ùî íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ â îáëàñòÿõ 
êîíòàêòó º ñòèñêóþ÷èìè, à áåðåãè òð³ùèíè íå íàëÿãàþòü îäèí íà äðóãèé. 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (15′)–(15″″), (20) ³ (22′), ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ 
ïåðåòâîðåíü âèâîäèìî 

 (1)
22 2 1( ,0) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )/2 ,    tx F x F x p f x C f x x L+ − ∗σ = + γ + + γ + − σ ∈ { } , (31′) 

 σ + σ = + γ +(1) (1)
22 11 12( ,0) ( ,0) (1 ) ( )x N x F x  

 2 1 11(1 ) ( ) ( )/2 ,        tp f x C f x N x U∗+ + γ + − σ − τ ∈ { } , (31″) 

 + −′ ′+ = − +11 1 12 2( ) ( ) ( ) ( )S u x S u x F x F x[ ] [ ]  

 2 12 ( ) ( )/2 ,                 tc f x C f x x+ ∗ +∗+ + ∈ M{ } . (31″′) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è ñþäè (24′)–(24″″′), çíàõîäèìî 

 (1)
22 1( ,0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x X x X x P x I x iY x X x X x Q x+ − + + −σ = + γ + + − γ +( )( ) ( )(  

 2 2 1( ) (1 )Re ( ) ( ) / 2 ,      tI x p f x C f x x L∗+ + + γ + − σ ∈) { ( )} ,  (32′) 

 (1) (1)
22 11 12 1( ,0) ( ,0) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x N x X x P x I x iY x Q xσ + σ = + γ + + +{( ) (  

 2 2 1 11( ) (1 ) ( ) ( ) /2 ,     tI x p f x C f x N x U∗+ + + γ + − σ − τ ∈)} ( ) . (32″) 

 12 2 1
2chIm ( ) ( ) ( ) cos ( ) ( ) ( )
( ) ( )

S u x P x I x x Y x Q x
f x p x

∗
∗
− πε′ = + ϕ − +[ ] {( ) (  

 2 2 1( ) sin ( ) 2 Im ( ) ( ) /2 ,   tI x x c f x C f x x+ ∗ +∗ ∗+ ϕ + + ∈ M} { }) ( ) . (32″′) 

Òóò ïîçíà÷åíî 

 ∗ += − ∈ M( ) ( ),        f x if x x , 

 
+ − + −
∗ ∗ ∗ ∗

+

− +
= =

π − π −∫ ∫1 2

( ) ( ) ( ) ( )1 1( ) ,          ( )
2 2 ( )( )L L

q t q t q t q t
I x dt I x dt

t x i Y t t x
. (33′) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (14″), (24″), (24″″), (24″″′) òà ôîðìóëè Ñî-
õîöüêîãî – Ïëåìåëÿ, äëÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ôóíêö³¿ ( )X z  íà ä³ëÿíêàõ M  ³ 
L  îòðèìóºìî 

 
∗ϕ

+ −
+
γ

= − γ = ∈ M
( )

( ) ( ) ,         
( ) ( )

i xe
X x X x x

f x p x
, 

 ± ±ϕπ
= ∈ ( )cos ( ( ))

( ) ,             
( ) ( )

xk
k

h x
X x e x L

f x p x
,  (33″) 

äå 

 
( )/2

1

( )
( ) ( ) ,    

( )( ) ( )( )
k

I J
k

k L

h tdtx iZ x i dt x L
Z t t x Z t t x

+
+

+
=

 ϕ = − ε + ∈ − − 
∑∫ ∫

M

 , (33″′) 

 
( )/2

1

( )
( ) ( ) ,     

( )( ) ( )( )
k

I J
k

k L

h tdtx Z x i dt x
Z t t x Z t t x

+
∗

+
=

 ϕ = − ε + ∈ − − 
∑∫ ∫

M

M . (33″″) 
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Ç ôîðìóë (24″′) ³ (33″) çíàõîäèìî òàê³ çíà÷åííÿ äëÿ ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíê-
ö³é ó (33′): 
 ( ) ( ) 2 cos ( ( )) ( ) ( ) ( ) ch ( )kq x q x h x q x f x p x x+ − ∗

∗ ∗+ = π ϕ , 

 ( ) ( ) 2 cos ( ( )) ( ) ( ) ( ) sh ( ),     k kq x q x h x q x f x p x x x L+ − ∗
∗ ∗− = − π ϕ ∈ . (33″″′) 

 Äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í) ó âåðøèíàõ òð³ùèí, 
ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 

 (1) (1)
1 2 22 12( ) ( ) lim ( ,0) ( ,0)

i
i i i

x a
K a iK a x i x a x

→
− = σ − σ −{ } , 

âèêîðèñòîâóþ÷è (32″), îòðèìóºìî 

 1 11 2 2
11

(1 )
( ) Re ,      ( ) ( ) ( )

(Im ) ( ) ( )
i

i i i i
i i

Y
K a N K a Q a I a

N f a p a

∗+ γ
= − = − +( ) , (34) 

äå 

 
1

1/2 1/2 1/2

1 1 1

cos ( )
i I J

i i n i n i j
n n i j

Y I a a a a a b
−

− − −∗ ∗

= = + =

= π − − −∏ ∏ ∏ , 

I∗  – ê³ëüê³ñòü ïîâí³ñòþ çàêðèòèõ òð³ùèí ñïðàâà â³ä ia . 

 Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøå ç ð³âíÿíü (30) ³ ð³âíÿííÿ (32″′) òà âðàõîâóþ÷è, 

ùî ( ) 0jb∗ϕ =  çã³äíî ç (33″″), îòðèìóºìî ñèñòåìó òðàíñöåíäåíòíèõ ð³âíÿíü 

äëÿ çíàõîäæåííÿ äîâæèí çîí êîíòàêòó àáî âåëè÷èí jb : 

 + = = 1( ) ( ) 0,               1, ,j jP b I b j J . (35) 

Öÿ ñèñòåìà ð³âíÿíü ìàº áåçë³÷ ðîçâ’ÿçê³â, òà îáðàòè íåîáõ³äíî òàê³, ùî çà-
äîâîëüíÿþòü íåð³âíîñò³ â (30). 

×àñòêîâèé âèïàäîê. Äëÿ ÷èñåëüíîãî àíàë³çó ðîçãëÿíåìî îäíó òð³ùèíó 
ç â³äêðèòîþ ä³ëÿíêîþ ( ,  )c b  ³ ïðàâîþ çîíîþ êîíòàêòó ( ,  )b a . Òàêèì ÷èíîì, 

ôóíêö³¿, ùî ô³ãóðóþòü â ðîçâ’ÿçêó òåïëîâî¿ çàäà÷³ (15′)–(15″″), ìàþòü íà-
ñòóïíèé âèãëÿä: 

 ( ) ( ) ( )( )tf z f z z c z b= = − − , (36′) 

 
( )( ) ( )( )

( , ) ln
( )( ) ( )( )

c z b b z c
H z

c z b b z c
∗

χ − − − χ − −
χ =

χ − − + χ − −
, (36″ 

 0 ( ) ln
c b

H
c b

χ − − χ −
χ = −

χ − + χ −
. (36″′) 

Âèðàç äëÿ ( )q x∗  çã³äíî ç (15″), (15″′) ³ (23″) ïîäàìî òàê: 

 2
2( ) Re ( ) ( )

2
t

q
q x p f x f x

k

∞
∗∗  = − + 

 
  , (36″″) 

äå 

 
2

( ) ( )
2 2 ( )

1 1

1 1( ) ( ) Im ( , )
2

kN
k k

n nk
k n

f x i f x Q H x
k

∗

∗ ∗
∗

= =∗

= − = ζ
π ∑ ∑  ( ) . (36″″′) 

Äëÿ ôóíêö³é, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (33′)–(33′″″), âèâîäèìî òàê³ 
âèðàçè: 

 
(1 )( )

( ) ln ,           
(1 )( )

b x a x
x x

b x a x
∗ − − − λ −ϕ = ε ∈

− + − λ −
M , (37′) 

 
(1 )( )

( ) 2 arctan ,            
a x

x x L
x b

− λ −ϕ = ε ∈
−

 , (37″) 

äå λ = − = −( )/ ,  a b a c  ; 
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 1
( ) ( ) sh ( )1( )

a

b

q t f t t
I x dt

t x

∗ ϕ
= −

π −∫


, (37″′) 

 2
( ) ( ) ch ( )1( )

( )( )

a

b

q t f t t
I x dt

iY t t x

∗

+
ϕ

=
π −∫


.  (37″″) 

 Äëÿ Ê²Í ó âåðøèí³ òð³ùèíè, ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (34), 
çíàõîäèìî 

 2 2
11

1
( ) ( ) ( )

Im
K a Q a I a

N

+ γ= − +( )


.  (38) 

 Äîâæèíà çîíè êîíòàêòó âèçíà÷àºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ (35) ïðè 1J = . 
 ßê â³äîìî ç ðîçâ’ÿçêó òåðìîïðóæíî¿ çàäà÷³ äëÿ ³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó 
[10], íåð³âíîñò³ â (30) áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ ò³ëüêè òîä³, êîëè òåïëîâèé ïîò³ê 
íàïðàâëåíèé â ìàòåð³àë ç ìåíøèì êîåô³ö³ºíòîì òåðì³÷íî¿ äèñòîðòèâíîñò³. 
Öå º ðåçóëüòàòîì òîãî, ùî òð³ùèíà ââàæàºòüñÿ ³äåàëüíî òåïëî³çîëüîâàíîþ, 
à çîíè êîíòàêòó – ³äåàëüíî òåïëîïðîâ³äíèìè. Î÷åâèäíî, ùî àíàëîã³÷í³ óìî-
âè ïîâèíí³ áóòè ³ äëÿ çîñåðåäæåíèõ òåïëîâèõ äæåðåë â àí³çîòðîïíîìó ñå-
ðåäîâèù³. Ùîá ¿õ îäåðæàòè, ðîçãëÿíåìî ïîâåä³íêó ñòèñêóþ÷èõ íàïðóæåíü, 
ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (32′), â îêîë³ òî÷êè b . Ç ôîðìóëè (36″) âèâî-
äèìî 

 3/2( , )  2 (( ) ),       
( )( )

c
H x x b O x b x b

b b c∗
χ −χ = − − + − →

χ − −
. (40′) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (40′) â ôîðìóëè (36″″) ³ (36″″′), ùî âèçíà÷àþòü ôóíêö³þ 

( )q x∗ , çíàõîäèìî ïîâåä³íêó ôóíêö³¿ â òî÷ö³ b : 

 3/22( ) Re (( ) ),    
2

q
q x p Q b c x b O x b x b

k

∞
∗∗  = − + − − + − → 

 
  , (40″) 

òóò 

 
( )2

( )
( ) ( )

1 1

1 1 Im
kN k

k n
nk k

k n n

c
Q Q

b c k b

∗ ∗
∗

∗
= =∗

ζ − 
=  

π − ζ − 
∑ ∑ . (40″′) 

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëè äëÿ ïîâåä³íêè ³íòåãðàë³â òèïó Êîø³ â îñîáëèâèõ 
òî÷êàõ [1] äî (37′″), çàïèøåìî 

 1 1( ) ( ) ( ) ln ( ),         I x I b Q x b x b x b∗= + − − → , (40″″) 

äå 

 2sh Re
2

q
Q b c p Q b c

k

∞
∗

∗
πε  = − − + − π  

  . (40′″″) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (40′)–(40″″′) ó âèðàç äëÿ íàïðóæåíü (32′), ùî ä³þòü ó çîí³ 
êîíòàêòó, òà âðàõîâóþ÷è ð³âíÿííÿ (35), ÿêå ìîæíà çàïèñàòè ÿê 

→
+ = −K1( ) ( ) lim ( )

x b
P b I b x b , âèâîäèìî 

 (1)
22

2
( ,0) ln ( ) ( ),  x Q x b x b O x b x b

b c
∗

γ
σ = − σ + + − − + − →

−
K{ } . (41) 

Îñê³ëüêè íàïðóæåííÿ â çîí³ êîíòàêòó ïîâèíí³ áóòè ñòèñêóþ÷èìè, òî, ÿê âè-

ïëèâàº ç (41), òåïëîâ³ äæåðåëà ( )k
nQ  ³ òåïëîâèé ïîò³ê 2q∞  ïîâèíí³ çàäîâîëü-

íÿòè óìîâó  
 0Q∗ < ,  (42′) 
äå Q∗  âèçíà÷àºòüñÿ ç ôîðìóë (40″′) ³ (40′″″). Êîëè çîñåðåäæåí³ äæåðåëà 

òåïëà â³äñóòí³, òî óìîâó (42′) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê: 
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 2 2 1( ) 0q∞ δ − δ > , (42″) 

äå 
∗ ∗− γ

δ − δ = δ δ
+ γ 
2 1

2 1 1 2

Re ( )
;  ,  

(1 )

d d

k
 – êîåô³ö³ºíòè òåðì³÷íî¿ äèñòîðòèâíîñò³ äëÿ 

âåðõíüîãî òà íèæíüîãî àí³çîòðîïíèõ ò³ë ó çàãàëüíîìó âèïàäêó àí³çîòðîï³¿. 

Êîåô³ö³ºíòè kd∗  âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (22″′). Ó âèïàäêó ³çîòðîïíèõ 

ò³ë δk  ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

 

α + ν


δ =  α



(1 )
äëÿ   ÏÄÑ,

äëÿ   ÏÍÑ.

k k

k
k

k

k

k

k

 

Òóò α ν,  ,  k k kk  – êîåô³ö³ºíòè ë³í³éíîãî òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ, Ïóàññîíà ³ 

òåïëîïðîâ³äíîñò³ âåðõíüîãî òà íèæíüîãî ³çîòðîïíèõ ò³ë. 
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 Рис. 2 Рис. 3 
 Äëÿ ÷èñåëüíîãî àíàë³çó çà âåðõí³é 
³ íèæí³é ìàòåð³àëè â³äïîâ³äíî âèáðàíî 
îðòîòðîïíèé êîìïîçèò, òåðìîïðóæí³ 
õàðàêòåðèñòèêè ÿêîãî íàâåäåíî â [9], 
òà ñêëîòåêñòîë³ò ÊÀÑÒ-Â [6]. Ãîëîâí³ 
îñ³ îðòîòðîï³¿ çá³ãàþòüñÿ ç îñÿìè êîîð-
äèíàò. Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî çàëåæíîñò³ 
â³äíîñíî¿ äîâæèíè çîíè êîíòàêòó λ  â³ä 
âåëè÷èíè â³äíîñíîãî ìåõàí³÷íîãî íà-
âàíòàæåííÿ /τ σ  äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü 

/q σ  ( 2q q∞≡ , ðåçóëüòàòè íàâåäåí³ â 
ñèñòåì³ Ñ²) çà â³äñóòíîñò³ çîñåðåäæåíèõ ñèë ³ äæåðåë òåïëà. Íà ðèñ. 3 ïîáó-

äîâàíî çàëåæíîñò³ áåçðîçì³ðíîãî Ê²Í ó ïðàâ³é âåðøèí³ òð³ùèíè σ2/K   

â³ä /τ σ  äëÿ òðüîõ ð³çíèõ /q σ . ßê âèäíî, ³ λ , ³ àáñîëþòíà âåëè÷èíà 

σ2/K   çðîñòàþòü ïðè çá³ëüøåíí³ /τ σ  òà /q σ . Â³äì³òèìî, ùî äëÿ ìàëèõ 

çíà÷åíü λ  ç³ çá³ëüøåííÿì àáñîëþòíî¿ âåëè÷èíè /q σ  àáñîëþòí³ çíà÷åííÿ 

Ê²Í çìåíøóþòüñÿ äëÿ äàíîãî á³ìàòåð³àëó, à äëÿ âåëèêèõ λ  – íàâïàêè. Íà 
ðèñ. 4 çîáðàæåíî çàëåæíîñò³ λ  â³ä /Q P  äëÿ òð³ùèíè, ùî çíàõîäèòüñÿ ï³ä 
ä³ºþ äâîõ óð³âíîâàæåíèõ çîñåðåäæåíèõ ñèë âåëè÷èíè P , äæåðåëà ³ ñòîêó 
òåïëà ïîòóæíîñò³ Q , ïðèêëàäåíèõ ó âåðõí³é ³ íèæí³é ï³âïëîùèíàõ ó òî÷-
êàõ ç êîîðäèíàòàìè ( , /2)r π  ³ ( ,3 /2)r π  ó ïîëÿðí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ³ç 

öåíòðîì ïîñåðåäèí³ òð³ùèíè. Ó âåðõí³é ï³âïëîùèí³ ä³º ñèëà (1) (1)(0, )P=P P  

³ ñò³ê òåïëà (1)Q Q= − , ó íèæí³é – ñèëà (2) (2) (0, )P= −P P  ³ äæåðåëî 
(2)Q Q= . Äëÿ ðîçãëÿíóòîãî á³ìàòåð³àëó äëÿ çíà÷åíü r , íàâåäåíèõ íà ðèñ. 4, 

ñàìå ïðè òàêîìó ðîçì³ùåíí³ äæåðåëà ³ ñòîêó âèêîíóºòüñÿ óìîâà (42′). 
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Рис. 4 
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МЕЖФАЗНЫЕ ТРЕЩИНЫ С ЗОНАМИ КОНТАКТА В АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ 
В ПОЛЕ УДАЛЕННОЙ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ, СОСРЕДОТОЧЕННЫХ 
СИЛ И ТЕПЛОВЫХ ИСТОЧНИКОВ  
 

Ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ çàäà÷à äëÿ áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà), êîòîðàÿ 
ñîñòîèò èç äâóõ ðàçíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ïîëóïëîñêîñòåé (ïîëóïðîñòðàíñòâ), 
íà ëèíèè (â ïëîñêîñòè) ñòûêà êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ìåæôàçíûå òðåùèíû, êîòî-
ðûå äîïóñêàþòñÿ ïîëíîñòüþ îòêðûòûìè, çàêðûòûìè è ÷àñòè÷íî çàêðûòûìè ñ 
îòêðûòûìè èäåàëüíî òåïëîèçîëèðîâàííûìè íåíàãðóæåííûìè ó÷àñòêàìè è ãëàä-
êèìè è èäåàëüíî òåïëîïðîâîäíûìè çîíàìè êîíòàêòà. Â êà÷åñòâå íàãðóçêè çàäà-
þòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû è òåïëîâûå èñòî÷íèêè, êîòîðûå ïðèëîæåíû â ïðî-
èçâîëüíûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè, à òàêæå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ñäâèãîâûå è 
ðàñòÿãèâàþùèå óñèëèÿ è òåïëîâîé ïîòîê, êîòîðûå äåéñòâóþò íà áåñêîíå÷íîñ-
òè. Ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíî â çàìêíóòîé ôîðìå ìåòîäàìè òåîðèè ôóíêöèé 
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Ïîëó÷åíà ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé äëÿ îï-
ðåäåëåíèÿ äëèí çîí êîíòàêòà è âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè 
íàïðÿæåíèé â âåðøèíàõ òðåùèí. ×èñëåííûé àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ îäíîé òðåùèíû 
ñ îäíîé çîíîé êîíòàêòà ïîä äåéñòâèåì äâóõ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë è òåïëîâûõ èñ-
òî÷íèêîâ, à òàêæå òåðìîìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè íà áåñêîíå÷íîñòè. 
 
INTERFACE CRACKS WITH CONTACT ZONES IN ANISOTROPIC MEDIUM IN FIELD OF REMOTE 
THERMOMECHANICAL LOADING AND CONCENTRATED FORCES AND HEAT SOURCES 
 
The plane problem for an infinite plane (space), which consists of two dissimilar 
anisotropic half-planes (half-spaces) with cracks on the interface is considered. The 
cracks are assumed as fully open, closed and partially closed with perfectly thermally 
insulated unloaded open parts and frictionless perfectly heat conducting contact zones. 
Concentrated forces and heat sources, which are applied at arbitrary points of plane, as 
well as uniformly distributed shear and tension stresses and heat flux, applied at 
infinity are considered as loading. The solution to the problem is obtained in a closed 
form by the method of complex-function theory. A set of transcendental equations for 
determination of the contact zone lengths and the expression for stress intensity factors 
at the crack tips are obtained. The numerical analysis is carried out for a single crack 
with one contact zone under the influence of two concentrated forces and heat fluxes 
and thermomechanical loading at infinity as well. 
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