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Ïðîïîíóþòüñÿ ï³äõîäè äî âèçíà÷åííÿ òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàíó ïåâíèõ êëà-
ñ³â îáîëîíîê ó êëàñè÷í³é, óòî÷íåí³é ³ ïðîñòîðîâ³é ïîñòàíîâêàõ. Ó êëàñè÷í³é 
ïîñòàíîâö³ ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷³ ïðî äåôîðìàö³þ îáîëîíîê îáåðòàííÿ, íå-
êîëîâèõ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê ³ ïîëîãèõ ïðÿìîêóòíèõ ó ïëàí³ îáîëîíîê. 
Íàâåäåíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî âèçíà÷åííÿ ïðîãèí³â ó äâîøàðîâèõ öèë³íäðè÷í³é 
òà êîí³÷í³é îáîëîíêàõ ³ ê³ëüöåâ³é ïëàñòèí³. Ó ðàìêàõ óòî÷íåíî¿ ìîäåë³ ïðÿ-
ìîë³í³éíîãî åëåìåíòà, äîïîâíåíî¿ âðàõóâàííÿì òåìïåðàòóðíîãî îáòèñíåííÿ 
çà òîâùèíîþ, ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïðî äåôîðìàö³þ òðèøàðîâî¿ ïàðàáîë³÷íî¿ 
îáîëîíêè îáåðòàííÿ ³ç çàïîâíþâà÷åì. Íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü ïðîñòîðîâî¿ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ àí³çîòðîïíîãî ò³ëà ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷³ ïðî âèçíà÷åííÿ òåì-
ïåðàòóðíèõ ïîë³â ³ íàïðóæåíü ó øàðóâàòèõ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíêàõ. Çà-
ïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî äåôîðìàö³þ äîâãèõ ïîðîæ-
íèñòèõ öèë³íäð³â ïðè ä³¿ òåìïåðàòóðè, ÿêà ïåð³îäè÷íî çì³íþºòüñÿ ó ÷àñ³. 

 
Ïðîáëåìè òåðìîìåõàí³êè ïðóæíèõ îáîëîíîê ç³ çì³ííèìè ïàðàìåòðàìè 

íàëåæàòü äî ÷èñëà àêòóàëüíèõ íàïðÿìê³â ñó÷àñíî¿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî 
òâåðäîãî ò³ëà. Ç ðîçâ’ÿçàííÿì çàäà÷, ÿê³ âèíèêàþòü ó ö³é îáëàñò³, ïîâ’ÿçàíî 
ðÿä ïèòàíü ôóíäàìåíòàëüíîãî òà ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðó. Äî íèõ â³äíîñÿòü-
ñÿ ïîáóäîâà ìîäåëåé äåôîðìóâàííÿ îáîëîíîê íåîäíîð³äíî¿ ñòðóêòóðè, ¿õ 
ðåàë³çàö³ÿ çà äîïîìîãîþ åôåêòèâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â, ðîçâ’ÿçàííÿ 
êîíêðåòíèõ çàäà÷ òà àíàë³ç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò³â. Âåëèêó ðîëü ó ðîçâ’ÿ-
çàíí³ âêàçàíîãî êîëà ïèòàíü â³ä³ãðàëè äîñë³äæåííÿ Ëüâ³âñüêî¿ øêîëè ç òåð-
ìîìåõàí³êè. Ðåçóëüòàòè ïðîâåäåíèõ äîñë³äæåíü, âèêîíàíèõ ï³ä íàóêîâèì 
êåð³âíèöòâîì àêàäåì³êà ÍÀÍ Óêðà¿íè ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à, çíàéøëè â³äîáðà-
æåííÿ â ÷èñëåííèõ ïóáë³êàö³ÿõ, ó òîìó ÷èñë³ é ó ìîíîãðàô³ÿõ [17–23, 5, 13]. 

Â³äì³òèìî áàãàòîãðàíí³ñòü îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò³â, ÿê³ ñòîñóþòüñÿ ÿê 
âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â, òàê ³ âèêëèêàíèõ íèìè ïîë³â íàïðóæåíü, 
äåôîðìàö³é ³ ïåðåì³ùåíü. Ïðè öüîìó âðàõîâàíî òàê³ óñêëàäíþþ÷³ ôàêòîðè: 
íåñòàö³îíàðí³ñòü òåìïåðàòóðíèõ âïëèâ³â, òåðìî÷óòëèâ³ñòü ðîçãëÿäóâàíèõ 
îá’ºêò³â, íå³äåàëüí³ñòü òåðìîìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó, íàÿâí³ñòü âêëþ÷åíü, 
ïîêðèòò³â, òîíêèõ ïðîøàðê³â òîùî. Çíà÷íà óâàãà ïðèä³ëÿëàñü çàñòîñóâàííþ 
ïîáóäîâàíèõ òåðìîìåõàí³÷íèõ ìîäåëåé ³ ìåòîä³â ðîçðàõóíêó äî ðîçâ’ÿçàííÿ 
ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ó òîìó ÷èñë³ é çàäà÷ îïòèì³çàö³¿. 

Ó ö³é ðîáîò³ íà îñíîâ³ ð³çíèõ ìîäåëåé ðîçãëÿäàþòüñÿ ïèòàííÿ ïðî âè-
çíà÷åííÿ ñòàö³îíàðíîãî òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàíó îáîëîíîê. Íà îñíîâ³ êëà-
ñè÷íî¿ ìîäåë³ ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ñèñòåìè ð³âíÿíü äëÿ òîíêîñò³ííèõ 
îáîëîíîê, ç³áðàíèõ ç àí³çîòðîïíèõ øàð³â çì³ííî¿ òîâùèíè [8], ÿê³ çàïèñó-
þòüñÿ ó âèãëÿä³  
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 ˆ ˆ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  N S Q M u u wα α α α α β α= ϑN { } . (1) 

Òóò ,  α β  – ë³í³¿ ãîëîâíèõ êðèâèí íà êîîðäèíàòí³é ïîâåðõí³ 0γ = . Êîì-

ïîíåíòàìè øóêàíîãî âåêòîðà N  º âåëè÷èíè, ÷åðåç ÿê³ ôîðìóëþþòüñÿ 

ãðàíè÷í³ óìîâè íà êîíòóð³ constα = , à ñàìå: ˆ ˆ,  ,  N S Qα α α  – çóñèëëÿ, Mα  – 

çãèííèé ìîìåíò, , ,u u wα β  – ïåðåì³ùåííÿ, αϑ  – êóò ïîâîðîòó íîðìàëüíîãî 

åëåìåíòà. Åëåìåíòè ìàòðèöü nB  çàëåæàòü â³ä ãåîìåòðè÷íèõ ³ ìåõàí³÷íèõ 

ïàðàìåòð³â, à êîìïîíåíòè âåêòîðà f  – â³ä ³íòåãðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê òåì-
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ïåðàòóðíîãî ïîëÿ, ÿêå ââàæàºòüñÿ çàäàíèì. ²ç ñèñòåìè (1) ìîæíà îäåðæàòè 
â³äïîâ³äí³ ð³âíÿííÿ äëÿ ðÿäó âàæëèâèõ ÷àñòêîâèõ âèïàäê³â. Íàïðèêëàä, 
âèáèðàþ÷è çà α  äîâæèíó s  äóãè ìåðèä³àíà êîîðäèíàòíî¿ ïîâåðõí³ 
îáîëîíêè îáåðòàííÿ, à çà β  – öåíòðàëüíèé êóò θ  ó ¿¿ ïîïåðå÷íîìó ïåðå-
ð³ç³, îòðèìóºìî ðîçâ’ÿçóâàëüíó ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ îáîëîíîê îáåðòàííÿ. 
Àíàëîã³÷íî â³äïîâ³äíó ñèñòåìó ð³âíÿíü çàïèñóºìî äëÿ öèë³íäðè÷íèõ îáîëî-
íîê äîâ³ëüíîãî îáðèñó, ÿêùî çà α  ïðèéíÿòè äîâæèíó íàïðÿìíî¿ âèõ³äíî¿ 
ïîâåðõí³, à çà β  – äîâæèíó îñ³. Äëÿ ïîëîãèõ îáîëîíîê, ïðÿìîêóòíèõ ó ïëà-

í³, âåëè÷èíè ,  α β  îòîòîæíþºìî ç äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè ,  x y  íà ïëî-
ùèí³, à ãîëîâí³ êðèâèíè ðîçãëÿäàºìî ÿê ñòàë³ âåëè÷èíè. 

Ó ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäàòèìåìî îáîëîíêè, ìåõàí³÷í³ òà ãåîìåòðè÷í³ ïà-
ðàìåòðè ÿêèõ º ôóíêö³ÿìè ò³ëüêè â³ä êîîðäèíàòè α . Òîä³, çà ïåâíèõ 
ãðàíè÷íèõ óìîâ, ïîäàþ÷è øóêàí³ ôóíêö³¿ ³ â³äîì³ íàâàíòàæåííÿ ó âèãëÿä³ 
â³äð³çê³â ðÿä³â Ôóð’º çà β , ñèñòåìè ð³âíÿíü òèïó (1) ìîæíà çâåñòè äî ðÿäó 
íåçâ’ÿçàíèõ ì³æ ñîáîþ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü âîñü-
ìîãî ïîðÿäêó. Ïðè öüîìó çàäîâîëüíÿþòüñÿ óìîâè çàìêíóòîñò³ îáîëîíîê 
îáåðòàííÿ, â³ëüíîãî îïèðàííÿ êîíòóð³â constβ =  äëÿ íåêîëîâèõ öèë³íä-
ðè÷íèõ ³ ïîëîãèõ îáîëîíîê. Îäíîâèì³ðí³ êðàéîâ³ çàäà÷³ ðîçâ’ÿçóþòü ñò³éêèì 
÷èñåëüíèì ìåòîäîì [8], ùî çàáåçïå÷óº âèñîêó òî÷í³ñòü ðåçóëüòàò³â.  

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî äåôîðìàö³þ äâîøàðîâèõ ð³âíîì³ðíî 
íàãð³òèõ îáîëîíîê îáåðòàííÿ ç ð³çíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè ìåõàí³÷íèõ ïàðà-
ìåòð³â øàð³â. Ìàòåð³àë êîæíîãî øàðó º ³çîòðîïíèì ç êîåô³ö³ºíòîì Ïóàñ-
ñîíà 0.3ν = . Âíóòð³øí³é øàð ìàº ìîäóëü ïðóæíîñò³ 1E , êîåô³ö³ºíò ë³í³éíî-

ãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ 1α , òîâùèíó h . Äëÿ çîâí³øíüîãî øàðó ö³ 

õàðàêòåðèñòèêè ìàþòü çíà÷åííÿ 2 2,  ,  E Hα . Áóëî ðîçãëÿíóòî öèë³íäðè÷í³ é 
êîí³÷í³ îáîëîíêè òà ê³ëüöåâ³ ïëàñòèíè ç îäíàêîâîþ äîâæèíîþ òâ³ðíî¿ ïî-
÷àòêîâî¿ ïîâåðõí³, ÿêà îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿì 0 0, Nr r as s s s= + ≤ ≤ , äå r  – 

â³äñòàíü â³ä îñ³ îáåðòàííÿ, consta = . Çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàíî äëÿ òàêèõ çíà÷åíü 
ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â:  

0 01, 10 , 10 , 110Na r h s h s h= = = =  – äëÿ ïëàñòèíè;  

0 02 /2,  0,  100 ,  50(1 2 /2)Na s s h r h= = = = −  – äëÿ êîí³÷íî¿ îáîëîíêè; 

0 00,  50 ,  0,  100Na r h s s h= = = =  – äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè 

 (äå h  – îäèíèöÿ äîâæèíè, ïðè öüîìó H h= ).  
Äîñë³äæåííÿ ïðîâåäåíî äëÿ ÷îòèðüîõ âàð³àíò³â ñòðóêòóðè: 

1)  1 0 1 0 2 0 2 00.7 ,      24 ,      2 ,      12E E E E= α = α = α = α ; 

2)  1 0 1 0 2 0 2 0 ,         16 ,      2 ,      12E E E E= α = α = α = α ; 

3)    1 0 1 0 2 0 2 00.7 ,      24 ,     ,       16E E E E= α = α = α = α ; 

4)    1 0 1 0 2 0 2 0,         16 ,      ,       8E E E E= α = α = α = α . 

Âêàçàíèì çíà÷åííÿì ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â ìîæíà ïîñòàâèòè ó â³ä-
ïîâ³äí³ñòü òàêó ñòðóêòóðó çà òîâùèíîþ: 

1)  äþðàëü – ñòàëü; 

2)  ì³äü – ñòàëü; 

3) äþðàëü – ì³äü;  

4) ì³äü – òèòàí.  

Ó òàáë. 1, äå 0 0( )/( );  Nx s s s s T= − −  – òåìïåðàòóðà, íàâåäåíî çíà÷åí-

íÿ ïðîãèíó ïðè øàðí³ðíîìó çàêð³ïëåíí³ êîíòóð³â. 
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 Таблиця 1 
4

0/10w Thα  

Âàð³àíò ñòðóêòóðè 

 
 

x  1 2 3 4 
Пластина 

0.1 0.1784 0.1817 -0.0324 -0.2763 
0.3 0.4136 0.4139 -0.0730 -0.6210 
0.5 0.5046 0.4992 -0.0875 -0.7423 
0.7 0.4379 0.4297 -0.0750 -0.6347 
0.9 0.2726 0.1893 -0.0329 -0.2783 

Конічна оболонка 
0.1 0.0995 0.0860 0.1202 0.0716 
0.3 0.1346 0.1186 0.1724 0.1077 
0.5 0.1561 0.1437 0.2099 0.1318 
0.7 0.1937 0.1723 0.2513 0.1569 
0.9 0.1363 0.1260 0.1719 0.0972 

Циліндрична оболонка 
0.1 0.0929 0.0828 0.1142 0.0663 
0.3 0.0989 0.0877 0.1280 0.0803 
0.5 0.0977 0.0864 0.1256 0.0784 
0.7 0.0989 0.0877 0.1280 0.0803 
0.9 0.0929 0.0828 0.1142 0.0663 

Ç àíàë³çó äàíèõ òàáë. 1 âèïëèâàº, ùî íàéá³ëüø³ çíà÷åííÿ ïðîãèí³â öè-
ë³íäðè÷íî¿ ³ êîí³÷íî¿ îáîëîíîê äîñÿãàþòüñÿ äëÿ òðåòüîãî âàð³àíòó ñòðóê-
òóðè. Ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ ïðîãèí³â ïëàñòèíè ìàþòü ì³ñöå â ¿¿ öåíòðàëü-
íîìó ïåðåð³ç³, ïðè÷îìó äëÿ ïåðøîãî, äðóãîãî òà òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî âàð³-
àíò³â ñòðóêòóðè âîíè â³äð³çíÿþòüñÿ çíàêàìè. Ó êîí³÷í³é îáîëîíö³ íàéá³ëüø³ 
ïðîãèíè äîñÿãàþòüñÿ ïîáëèçó ãðàíè÷íîãî êîíòóðó á³ëüøîãî ðàä³óñà. Ó öè-
ë³íäðè÷í³é îáîëîíö³ ïðîãèí âçäîâæ òâ³ðíî¿ ìàéæå íå çì³íþºòüñÿ. 

Äëÿ ðîçðàõóíêó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó àí³çîòðîïíèõ íåîä-
íîð³äíèõ îáîëîíîê ç íèçüêîþ æîðñòê³ñòþ íà ïîïåðå÷íèé çñóâ ³ îáòèñíåííÿ 
äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè óòî÷íåí³ ìîäåë³. Îäí³ºþ ç íàéá³ëüø ïîøèðåíèõ º 
ìîäåëü ïðÿìîë³í³éíîãî åëåìåíòà äëÿ âñüîãî ïàêåòà îáîëîíêè â ö³ëîìó [7–9]. 
Ó âèïàäêó, êîëè êîåô³ö³ºíò ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ çíà÷íî 
ïåðåâèùóº àíàëîã³÷í³ êîåô³ö³ºíòè â òàíãåíö³àëüíèõ íàïðÿìêàõ, à òàêîæ 
äëÿ ñóòòºâî íåîäíîð³äíèõ çà òîâùèíîþ ñòîñîâíî òåìïåðàòóðíèõ âëàñ-
òèâîñòåé îáîëîíîê ïðèïóùåííÿ ïðî çáåðåæåííÿ äîâæèíè ïðÿìîë³í³éíîãî 
åëåìåíòà ìîæå ïðèçâåñòè äî ïåâíèõ ïîõèáîê. Òîìó äîö³ëüíî äîïîâíèòè 
âèáðàíó óòî÷íåíó ìîäåëü óðàõóâàííÿì òåìïåðàòóðíîãî îáòèñíåííÿ [9], ùî 
ìîæå âíåñòè çíà÷í³ çì³íè ÿê ó âåëè÷èíè íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü, òàê ³ â 

õàðàêòåð ¿õ ðîçïîä³ëó. Äëÿ íîðìàëüíèõ ïåðåì³ùåíü i -ãî øàðó iuγ , 

1i i−γ ≤ γ ≤ γ  1,2, ,i N=  , ìàºìî  
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äå γ  – êîîðäèíàòà, ÿêà â³äðàõîâóºòüñÿ ïî íîðìàë³ äî âèõ³äíî¿ ïîâåðõí³; 

3
iα  – êîåô³ö³ºíò ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ ó âêàçàíîìó íà-

ïðÿìêó. Ï³ñëÿ âèêîíàííÿ óìîâè íåïåðåðâíîñò³ iuγ  çà òîâùèíîþ îòðèìàºìî 
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Çã³äíî ç ïîäàííÿì (2) ìàºìî â çàãàëüíîìó âèïàäêó íåë³í³éíèé ðîçïîä³ë íà-
ïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é çà òîâùèíîþ îáîëîíêè. Öå âðàõîâóºòüñÿ ó âèðàçàõ 
äëÿ ³íòåãðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, ÿê³ âõîäÿòü ó â³ëüí³ 
÷ëåíè ðîçâ’ÿçóâàëüíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü [9]. Äëÿ îáîëîíîê îáåðòàííÿ 
ðîçðîáëåíî ï³äõ³ä äî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ç óðàõó-
âàííÿì ÿê ïîïåðå÷íèõ çñóâ³â, òàê ³ òåìïåðàòóðíîãî îáòèñíåííÿ. Íà éîãî 
îñíîâ³ áóëà ðîçâ’ÿçàíà çàäà÷à ïðî äåôîðìàö³þ òðèøàðîâî¿ ïàðàáîë³÷íî¿ 
îáîëîíêè îáåðòàííÿ. Ð³âíÿííÿ òâ³ðíî¿ ¿¿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ â äåêàðòîâ³é 
ñèñòåì³ êîîðäèíàò ,  z r  çàäàâàëè ó âèãëÿä³ 

 2 2 2 1 2 2 1
0 0 0,       ( ) ,        ( )N Nz ar b a d r r b r d r r− −= + = − = − − , 

 0 0( ) ( ),         N Nd z r z r r r r= − ≤ ≤ . (3) 

Êîíòóð 0r r=  æîðñòêî çàêð³ïëåíèé, à êîíòóð Nr r=  – â³ëüíèé. Òîâùèíà 

çîâí³øí³õ øàð³â îäíàêîâà ³ äîð³âíþº h , à çàïîâíþâà÷à – H . Ðîçðàõóíêè 
âèêîíàíî äëÿ òàêèõ çíà÷åíü ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â, â³äíåñåíèõ äî îäè-
íèö³ äîâæèíè 0 0:   10,  60.5,  29.4,  0.88,  0.06Nl r r d H h= = = = = . Ìàòåð³àëè 

øàð³â º ³çîòðîïíèìè ç êîåô³ö³ºíòîì Ïóàññîíà 0.3ν = . Ìîäóëü ïðóæíîñò³ 
íåñó÷èõ øàð³â ìàº çíà÷åííÿ 01.8E E= , êîåô³ö³ºíò ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíî-

ãî ðîçøèðåííÿ 00.5Tα = α . Äëÿ çàïîâíþâà÷à ö³ âåëè÷èíè ìàþòü çíà÷åííÿ 
1 3 1

0 00.8 10 ,  40TE E−= ⋅ α = α . Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ îäåðæàíî äëÿ ð³âíîì³ðíîãî 

ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðè çà òîâùèíîþ ³ äâîõ âàð³àíò³â ¿¿ çì³íè âçäîâæ òâ³ð-

íî¿. Ó òàáë. 2 íàâåäåíî çíà÷åííÿ íîðìàëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ u±
γ  íà çîâí³øí³é 

(³íäåêñ « + ») ³ âíóòð³øí³é (³íäåêñ « − ») ïîâåðõíÿõ ïàêåòà. 
Таблиця 2 

2
0 0 0/10u T l+

γ α  2
0 0 0/10u T l−

γ α  2
0 0 0/10u T l+

γ α  2
0 0 0/10u T l−

γ α  
 

0

r
l

 
1

0 0( )( )N NT T r r r r −= − −  0

r
l

 
1

0 0 0( )( )NT T r r r r −= − −  

13.19 0.5388 0.3650 22.62 0.2272 0.0519 
27.67 0.3908 0.2160 35.25 0.3768 0.2019 
51.66 0.1008      -0.0750 47.87 0.5424 0.3681 
60.50 0.7317      -0.1029 60.50 0.9054 0.7392 

Íàâåäåí³ äàí³ ñâ³ä÷àòü ïðî çíà÷íèé ãðàä³ºíò íîðìàëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ çà 
òîâùèíîþ îáîëîíêè. Çàëåæíî â³ä õàðàêòåðó çì³íè òåìïåðàòóðè âçäîâæ 
òâ³ðíî¿ ñóòòºâî ì³íÿºòüñÿ ðîçïîä³ë ïåðåì³ùåííÿ. Íà â³ëüíîìó êîíòóð³ ïðî-
ãèíè ëèöüîâèõ ïîâåðõîíü íàâ³òü ìîæóòü â³äð³çíÿòèñü çíàêàìè. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ îáîëîíîê ³ç êîìïîçèòíèõ ìàòå-
ð³àë³â âèìàãàº çàñòîñóâàííÿ óñêëàäíåíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ¿õ äåôîð-
ìóâàííÿ. Öå çóìîâëåíî ñóòòºâîþ íåîäíîð³äí³ñòþ ³ àí³çîòðîï³ºþ òåïëîô³çè÷-
íèõ õàðàêòåðèñòèê ³ çíà÷íîþ â³äíîñíîþ òîâùèíîþ. Ñó÷àñí³ ìåòîäè ñòâîðåí-
íÿ êîìïîçèòíèõ îáîëîíêîâèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é äàþòü ìîæëèâ³ñòü ðåà-
ë³çóâàòè ð³çí³ òèïè ¿õ ñòðóêòóð [14]. Öå â³äêðèâàº ìîæëèâîñò³ âèáîðó ðàö³î-
íàëüíèõ ñõåì àðìóâàííÿ çà òîâùèíîþ ³ òèì ñàìèì åôåêòèâíî âðàõîâóâàòè 
ñïåöèô³÷í³ âëàñòèâîñò³ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â äëÿ êåðóâàííÿ íàïðóæåíèì 
ñòàíîì îáîëîíîê. Âêàçàíå ìàº îñîáëèâå çíà÷åííÿ äëÿ äîñë³äæåííÿ âïëèâó 
òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â íà äåôîðìàö³þ àí³çîòðîïíèõ íåîäíîð³äíèõ ò³ë. Öå 
çóìîâëåíî òèì, ùî âçàºìîä³ÿ âêàçàíèõ ôàêòîð³â ìîæå âèêëèêàòè çíà÷í³ 
íàïðóæåííÿ, ÿê³ â áàãàòüîõ âèïàäêàõ âèçíà÷àþòü ôóíêö³îíóâàííÿ êîíñò-
ðóêö³éíèõ åëåìåíò³â. Òîìó äîö³ëüíèì º âèêîðèñòàííÿ ñï³ââ³äíîøåíü ïðî-
ñòîðîâî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ùî äîçâîëÿº îá´ðóíòîâàíî âðàõîâóâàòè 
çì³íþâàí³ñòü çà òîâùèíîþ òàêèõ ôàêòîð³â, ÿê êóòè òà ãóñòèíà àðìóâàííÿ, 
çàëåæí³ñòü òåïëîô³çè÷íèõ ïàðàìåòð³â â³ä òåìïåðàòóðè, òà îö³íþâàòè ¿õ 
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âïëèâ íà ðîçïîä³ë ïîë³â íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü. Ó çâ’ÿçêó ç³ çíà÷íèìè 
òðóäíîùàìè, ùî âèíèêàþòü ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ òàêèõ çàäà÷ ç äîâåäåííÿì äî 
êîíêðåòíèõ ðåçóëüòàò³â, ñë³ä îáìåæèòèñü ¿õ ïåâíèìè êëàñàìè. 

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ îêðåì³ êëàñè çàäà÷ äëÿ òîâñòîñò³ííèõ øà-
ðóâàòèõ àí³çîòðîïíèõ öèë³íäð³â. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü 
ïîòð³áíà ³íôîðìàö³ÿ ïðî ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â äîñë³äæóâàíèõ ò³ëàõ. Öå 
ïîâ’ÿçàíî ç ðîçâ’ÿçàííÿì êðàéîâèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç óðàõóâàííÿì 
óñêëàäíþþ÷èõ ôàêòîð³â. Òàê, ó ðÿä³ âèïàäê³â ñë³ä âðàõîâóâàòè çàëåæí³ñòü 
òåïëîô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê â³ä òåìïåðàòóðè [12, 13]. Ðîçãëÿíåìî ñòàö³î-
íàðíó çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ ó ïîðîæíèñòîìó öèë³íäð³ òåìïåðàòóðè T , 
ñòàëî¿ â îñüîâîìó íàïðÿìêó z  ³ çì³ííî¿ â ðàä³àëüíîìó r  ³ êîëîâîìó θ  íà-
ïðÿìêàõ [3]. Òóò ,  ,  z r θ  – öèë³íäðè÷í³ êîîðäèíàòè. Òåìïåðàòóðíå ïîëå â 
òàêîìó öèë³íäð³ çíàõîäèìî ç íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ 

 
2

02 2
1 1 0,     ,   0 2rr rr N

T T T r r r
r r r r r

θθ
∂ ∂ ∂ ∂ λ + λ + λ = ≤ ≤ ≤ θ ≤ π ∂ ∂ ∂  ∂θ

,  (4) 

äå ,  rr θθλ λ  – êîåô³ö³ºíòè òåïëîïðîâ³äíîñò³ â ðàä³àëüíîìó ³ êîëîâîìó íà-

ïðÿìêàõ, ÿê³ º ôóíêö³ÿìè òåìïåðàòóðè. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè 

1 2( ),  ( )rr T Tθθλ = λ λ λ = λ λ , äå 1 2,  λ λ  – ñòàë³ âåëè÷èíè. Ãðàíè÷í³ óìîâè íà 

ëèöüîâèõ öèë³íäðè÷íèõ ïîâåðõíÿõ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó º òàêîæ íåë³í³é-
íèìè ³ çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 0 0( ) ( ( )),      ,     rr N
TT T T r r r r
r

∂λ = α − θ = =
∂

.  (5) 

Âèêîíàºìî ë³íåàðèçàö³þ ð³âíÿííÿ (4), âèêîðèñòîâóþ÷è çì³ííó Ê³ðõãîôà 
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T

T dTψ = λ∫ . Òîä³ îäåðæóºìî ë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõ³äíèìè 
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. (6) 

Ï³ñëÿ â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (6) îòðèìóºìî ó âèãëÿä³ 
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Íàäàë³ îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì ñèìåòðè÷íîãî â³äíîñíî ä³àìåòðà θ − π  

íàãð³âó, ùî äàº ìîæëèâ³ñòü ïîêëàñòè 1 2 0k kC C′ ′= = . Òàêîæ ïðèéìåìî 

ë³í³éíó çàëåæí³ñòü ( )Tλ  â³ä òåìïåðàòóðè [13]: 0 1( ) .T a a Tλ = +  Òîä³  

 20
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a

T a a
a a

= − + + ψ . (8) 

Ï³äñòàâèâøè ð³âí³ñòü (8) ó (5), îäåðæóºìî íåë³í³éíå â³äíîñíî 1 2,k kC C  ð³â-

íÿííÿ ç ôóíêö³îíàëüíèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ÿêå ï³ñëÿ ë³íåàðèçàö³¿ çà äîïî-
ìîãîþ ìåòîäó Íüþòîíà [1] â n -ìó íàáëèæåíí³ çàïèøåìî òàêèì ÷èíîì: 
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 ïðè 0 ,   Nr r r r= = . (9) 

Ï³ñëÿ â³äîêðåìëåííÿ ó ð³âíÿíí³ (9) çì³ííî¿ θ  ç óðàõóâàííÿì çîáðàæåííÿ 
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(7) îäåðæóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü, ïîðÿäîê ÿêî¿ âè-
çíà÷àºòüñÿ ÷èñëîì óòðèìóâàíèõ ÷ëåí³â ó ðÿäàõ Ôóð’º. Ðîçâ’ÿçóþ÷è îäåð-
æàíó ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü, âèçíà÷àºìî â êîæíîìó íàáëèæåíí³ ñòà-
ë³ 1 2,k kC C , à çà íèìè çã³äíî ç (7) – âèðàç äëÿ òåìïåðàòóðè.  

Íàïðóæåíèé ñòàí òåðìî÷óòëèâîãî öèë³íäðà âèçíà÷àºìî ç ñèñòåìè ð³â-
íÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè [3] 

 
2

0 1 2 2r
∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂θ ∂θ

B B B f   , 

 ( ), , , ,         ( , )p
r r r p iju u b rθ θ= σ τ = θB { } , 

 0 ,      0 2 ,       , 1,2,3, 4Nr r r i j≤ ≤ ≤ θ ≤ π = .  (10) 

Ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (10) ,  r rθσ τ  – íàïðóæåííÿ, ,  ru uθ  – ïåðåì³ùåííÿ. 

Åëåìåíòè ìàòðèöü pB  ç îãëÿäó íà òå, ùî òåðìîìåõàí³÷í³ ïàðàìåòðè 

çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè, ÿêà º ôóíêö³ºþ â³ä ,  r θ , òåæ º ôóíêö³ÿìè äâîõ 

çì³ííèõ. Êîìïîíåíòè âåêòîðà f  âèçíà÷àþòüñÿ ÿê çàêîíîì ðîçïîä³ëó òåìïå-
ðàòóðè, òàê ³ òåðìîìåõàí³÷íèìè ïàðàìåòðàìè. Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü 
(10) øóêàºìî ó âèãëÿä³ â³äð³çê³â ðÿä³â Ôóð’º çà êîëîâîþ êîîðäèíàòîþ θ : 
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Çàïèñóþ÷è â àíàëîã³÷íîìó âèãëÿä³ òàêîæ ³ â³ëüí³ ÷ëåíè ñèñòåìè (10), ï³ñëÿ 
â³äîêðåìëåííÿ çì³ííî¿ θ  îäåðæóºìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ïîðÿäêó 4 2N + , ÿêó ðîçâ’ÿçóºìî ñò³éêèì ÷èñåëüíèì ìåòîäîì.  

Òàêîæ áóëè ðîçâ’ÿçàí³ çàäà÷³ ïðî òåðìîíàïðóæåíèé ñòàí äîâ³ëüíî íå-
îäíîð³äíèõ ó ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó ïîðîæíèñòèõ öèë³íäð³â ç ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîþ äî îñ³ îäí³ºþ ïëîùèíîþ ïðóæíî¿ ñèìåòð³¿ [2]. Çà îñíîâí³ øóêàí³ 
ôóíêö³¿, êð³ì ,  ,  ,  r r ru uθ θσ τ , ïðèéíÿòî òàêîæ òåìïåðàòóðó T  ³ òåïëîâèé 

ïîò³ê ó ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó rr
T
r

∂λ
∂

. Ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ñèñòåìè 

çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü øîñòîãî ïîðÿäêó äëÿ îñåñèìåòðè÷íî¿ 
ñêëàäîâî¿ ³ äâàíàäöÿòîãî ïîðÿäêó – äëÿ ïðîïîðö³éíèõ coskθ  ³ sinkθ  íå-
îñåñèìåòðè÷íèõ ñêëàäîâèõ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Ðîçâ’ÿçàíî ðÿä êîíêðåò-
íèõ çàäà÷, ó ÿêèõ ïðîàíàë³çîâàíî ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè, íàïðóæåíü ³ ïåðå-
ì³ùåíü çàëåæíî â³ä õàðàêòåðó íåîäíîð³äíîñò³ òåïëîô³çè÷íèõ ïàðàìåòð³â ³ 
íåñèìåòð³¿ òåìïåðàòóðíèõ âïëèâ³â. 

Çàïðîïîíîâàíî òà ðåàë³çîâàíî ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî íà-
ïðóæåíèé ñòàí òåðìî÷óòëèâèõ êîìïîçèòíèõ öèë³íäð³â ç îäí³ºþ ïëîùèíîþ 
ïðóæíî¿ ñèìåòð³¿ [4]. Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ âèêîíàíî çà äîïóùåííÿ, ùî êîåô³-
ö³ºíòè òåïëîïðîâ³äíîñò³ íå çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè, à ìîäóë³ ïðóæíîñò³, 
êîåô³ö³ºíòè Ïóàññîíà òà ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ ñêëàäîâèõ 
êîìïîçèòà â çàãàëüíîìó âèïàäêó àïðîêñèìóþòüñÿ êóá³÷íèìè ïîë³íîìàìè â³ä 
òåìïåðàòóðè. Ïðîàíàë³çîâàíî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí öèë³íäðà, ãóñ-
òèíà àðìóâàííÿ ÿêîãî çì³íþºòüñÿ çà òîâùèíîþ. Òàêîæ ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó 
äëÿ ïîðîæíèñòîãî öèë³íäðà, íåîäíîð³äí³ñòü ÿêîãî çóìîâëåíà çì³íîþ êóòà 
àðìóâàííÿ ó ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó. 

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî äåôîðìóâàííÿ àí³çîòðîïíèõ íåîäíîð³äíèõ öè-
ë³íäð³â ïðè ä³¿ íåñòàö³îíàðíèõ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â ïîâ’ÿçàíî ç³ çíà÷íèìè 
òðóäíîùàìè, ÿê³ âèíèêàþòü ïðè âèêîíàíí³ ÿê ïî÷àòêîâèõ, òàê ³ ãðàíè÷íèõ 
óìîâ. Òîìó äîö³ëüíî ðîçãëÿíóòè òàê³ åòàïè ïîøèðåííÿ òåïëà, êîëè âïëèâ 
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ïî÷àòêîâèõ óìîâ º íåçíà÷íèì, ùî çóìîâëåíî äîñòàòíüîþ â³ääàëåí³ñòþ ¿õ â³ä 
ïî÷àòêîâîãî ìîìåíòó ÷àñó. Äî òàêèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ áåç ïî÷àòêîâèõ 
óìîâ íàëåæàòü ³ çàäà÷³ ïðî âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â ïðè àñèìïòî-
òè÷íîìó òåïëîâîìó ðåæèì³ [12, 17, 21]. Ó ðîáîò³ [11] äîñë³äæåíî âïëèâ òåð-
ìî÷óòëèâîñò³ òåïëîô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê íà íàïðóæåíèé ñòàí øàðóâà-
òèõ öèë³íäð³â ïðè ãðàíè÷íèõ óìîâàõ, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü àñèìïòîòè÷íîìó îñå-
ñèìåòðè÷íîìó òåïëîâîìó ðåæèìó. Äî òàêèõ çàäà÷ òàêîæ íàëåæàòü çàäà÷³ 
ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü ó ò³ëàõ, âèêëèêàíèõ ä³ºþ çì³ííî¿ â ÷àñ³ çà ãàð-
ìîí³÷íèì çàêîíîì òåìïåðàòóðè [17, 24]. 

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî îñåñèìåòðè÷íèé òåðìîíàïðóæåíèé ñòàí àí³çî-
òðîïíèõ íåîäíîð³äíèõ ó ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó ïîðîæíèñòèõ öèë³íäð³â ïðè 
ä³¿ ïåð³îäè÷íî çì³íþâàíèõ ó ÷àñ³ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â. Ìàòåð³àë êîæíîãî 
øàðó ìàº îäíó ïëîùèíó ïðóæíî¿ ñèìåòð³¿, ÿêà º ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî îñ³ 
öèë³íäðà. Öèë³íäðè ìàþòü òàêó äîâæèíó, ÿêà äîçâîëÿº ðîçãëÿäàòè öåé êëàñ 
çàäà÷ ó ðàìêàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Ñï³ââ³äíîøåííÿ óçàãàëüíåíîãî çàêîíó 
Ãóêà äëÿ êîæíîãî øàðó çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿä³ [10] 

 11 12 13 14 11z z r re a a a a Tθ θ= σ + σ + σ + τ + α , 

 12 22 23 24 22z r re a a a a Tθ θ θ= σ + σ + σ + τ + α , 

 13 23 33 34 33r z r re a a a a Tθ θ= σ + σ + σ + τ + α , 

 14 24 34 44 23r z r re a a a a Tθ θ θ= σ + σ + σ + τ + α , (12) 

äå , , ,z r re e e eθ θ  – äåôîðìàö³¿; , , ,z r rθ θσ σ σ τ  – íàïðóæåííÿ; 11 12 44, , ,a a a  – 

ïðóæí³ õàðàêòåðèñòèêè; 11 22 33, ,α α α  – êîåô³ö³ºíòè ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíî-

ãî ðîçøèðåííÿ; 23α  – êîåô³ö³ºíò òåìïåðàòóðíîãî çñóâó. 
Òåìïåðàòóðó âèçíà÷àºìî ç ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ 

 0
1 ,        rr N

T Tc r q r r r
r r r

∂ ∂ ∂ ρ = λ + ≤ ≤ ∂τ ∂ ∂ 
, (13) 

äå τ  – ÷àñîâà êîîðäèíàòà; ρ  – ãóñòèíà ìàòåð³àëó øàðó; c  – éîãî ïèòîìà 
òåïëîºìí³ñòü; q  – îá’ºìíà ãóñòèíà òåïëîâîãî ïîòîêó. Òåïëîô³çè÷í³ ïàðà-
ìåòðè êîæíîãî øàðó º ôóíêö³ÿìè â³ä ðàä³àëüíî¿ êîîðäèíàòè. 
 Çà îñíîâí³ íåâ³äîì³ âèáèðàºìî âåëè÷èíè, ÷åðåç ÿê³ ôîðìóëþþòüñÿ óìî-
âè ³äåàëüíîãî òåðìîìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó ñóì³æíèõ øàð³â: ,  ,  ,  r r ru uθ θσ τ , 

,  rr
TT
r

∂ψ = λ
∂

. Òîä³, ïðèéìàþ÷è çà âèõ³äí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðîñòîðîâî¿ çà-

äà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ â öèë³íäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ³ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ (13), áóäóºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè 

 
2

2 4 11
11 12 22 112 2

1 11 ( )r r
r r r

a u
u a a T

r r r rr
θ

∂σ ∆ ∆ ∂ = − σ + τ + + ρ + α − α ∂ ∆ ∆ ∆  ∆ ∂τ
, 

 
2

2
2r u

r r
θ θ∂τ ∂

= − + ρ
∂ ∂τ

, 

 2 1 11 2 22
1 2 33

r
r r r

u
u T

r rθ
∂ ∆ ∆ α + ∆ α = δ σ + δ τ − + α + ∂ ∆ ∆ 

, 

 4 3 11 4 22
3 4 23r r r

u
u T

r r
θ

θ
∂ ∆ ∆ α + ∆ α = δ σ + δ τ − + α + ∂ ∆ ∆ 

, 

 1

rr

T
r

∂ = ψ
∂ λ

, 

 1 Tn q
r r

∂ψ ∂= − ψ + ρ −
∂ ∂τ

. (14) 
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Ó öèõ ð³âíÿííÿõ ïîçíà÷åíî  

 2
11 22 12 1 12 23 22 13 2 13 12 11 23,       ,       a a a a a a a a a a a∆ = − ∆ = − ∆ = − , 

 3 12 24 14 22 4 12 14 11 24,       a a a a a a a a∆ = − ∆ = − , 

 1 1
1 33 13 1 23 2 2 34 13 3 23 4( ),       ( )a a a a a a− −δ = + ∆ ∆ + ∆ δ = + ∆ ∆ + ∆ , 

 1 1
3 34 14 1 24 2 4 44 14 3 24 4( ),       ( )a a a a a a− −δ = + ∆ ∆ + ∆ δ = + ∆ ∆ + ∆ . 

Âðàõîâóþ÷è ïåð³îäè÷íèé õàðàêòåð çì³íè òåìïåðàòóðè â ÷àñ³, â³äîêðåìèìî 
çì³íí³ â ð³âíÿííÿõ (14). Äëÿ öüîãî ïîäàìî øóêàí³ ôóíêö³¿ ó âèãëÿä³  

 1 2 3 4 5 6, , , , , , , , , , cosr r ru u T x x x x x x tθ θσ τ ψ = ω +{ } { }  

 7 8 9 10 11 12, , , , , sinx x x x x x t+ ω{ } . (15) 

Â àíàëîã³÷íîìó âèãëÿä³ çàïèøåìî ãóñòèíó òåïëîâîãî ïîòîêó: 

 1 2( ) cos ( ) sinq q r q r= ωτ + ωτ .  

Òîä³ äëÿ êîæíîãî øàðó ìàºìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü äâàíàäöÿòîãî ïîðÿäêó 

 1 2 6 7 8 12( , ) ,        , , , , , , ,d r x x x x x x
dr

= ω + =x A x f x  { } , 

 1 2 1( , ),        ,      1,2, ,i iq q r r r i N−= ≤ ≤ =f f  . (16) 

Åëåìåíòè ìàòðèö³ A  âèçíà÷àºìî ÷åðåç ìåõàí³÷í³ òà òåïëîô³çè÷í³ ïà-
ðàìåòðè øàð³â. Çàïðîïîíîâàíèé âèá³ð øóêàíèõ ôóíêö³é äàº ìîæëèâ³ñòü 
íàéá³ëüø ïðîñòî çàäîâîëüíèòè óìîâè ³äåàëüíîãî òåðìîìåõàí³÷íîãî ñïðÿ-
æåííÿ øàð³â. Ó òî÷êàõ 0 ,  Nr r r r= =  íåîáõ³äíî âèêîíàòè ïî ø³ñòü ãðàíè÷-

íèõ óìîâ, ÿê³ â³äîáðàæàþòü õàðàêòåð íàâàíòàæåííÿ ³ òåïëîîáì³íó íà ëè-
öüîâèõ ïîâåðõíÿõ. Êðàéîâ³ çàäà÷³ äëÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü (16) ðîçâ’ÿçóºìî 
ñò³éêèì ÷èñåëüíèì ìåòîäîì. Äëÿ ÷àñòêîâîãî âèïàäêó 0ω =  ìàºìî çàäà÷ó 
äëÿ öèë³íäðà, òåìïåðàòóðà ÿêîãî íå çì³íþºòüñÿ â ÷àñ³. 

Ðîçãëÿíóòî êîíêðåòíó çàäà÷ó ïðî ä³þ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà ïîðîæ-
íèñòèé îäíîøàðîâèé öèë³íäð ç êîìïîçèòíîãî ìàòåð³àëó. Íà âíóòð³øí³é ïî-
âåðõí³ 0r r=  ï³äòðèìóºòüñÿ òåìïåðàòóðà 0 1 cosT T T= + ωτ , à íà çîâí³øí³é 

ïîâåðõí³ Nr r=  â³äáóâàºòüñÿ êîíâåêòèâíèé òåïëîîáì³í ç íàâêîëèøí³ì ñå-
ðåäîâèùåì  

 c( )rr
T T T
r

∂λ = − β −
∂

.  

Òóò β  – êîåô³ö³ºíò òåïëîîáì³íó, cT  – ñòàëà â ÷àñ³ òåìïåðàòóðà íàâêîëèø-
íüîãî ñåðåäîâèùà. Çíà÷åííÿ òåðìîô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê öèë³íäðà âèçíà-
÷àëè íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü ìåõàí³êè êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â [14, 16, 25]. 
Äëÿ ðîçðàõóíê³â âèáðàíî òàê³ ïàðàìåòðè ñêëàäîâèõ êîìïîçèòó, ùî â³ä-

ïîâ³äàþòü âóãëååïîêñèäíîìó ìàòåð³àëó: 11
a 4 10E = ⋅ Ìïà; 9

ì 4 10E = ⋅ Ìïà; 

 
6 1 6 1

a ì a ì a     0.21; 0.38; 4.8 10 C ; 80 10 C ,  20− − − −ν = ν = α = ⋅ ⋅ ° α = ⋅ ⋅ ° λ = Âò/(ì ⋅ °Ñ), 

ì 0.2λ = Âò/(ì ⋅ °Ñ), 31.4 10ρ = ⋅ êã/ì3 , 33.1 10n = ⋅ ì2 /(ñ2 ⋅ °Ñ). Êîåô³ö³ºíò 

òåïëîîáì³íó äîð³âíþº 800β = Âò/(ì2 ⋅°Ñ), âíóòð³øí³ äæåðåëà òåïëà â³äñóòí³. 

Ãóñòèíà àðìóâàííÿ äîð³âíþº 0.5µ = . Êóò àðìóâàííÿ çì³íþºòüñÿ çà 

òîâùèíîþ çà çàêîíîì [14] cos 2 ,  constd d
r

ϕ = = . Ó çâ’ÿçêó ç öèì ñï³ââ³ä-

íîøåííÿ óçàãàëüíåíîãî çàêîíó Ãóêà çàïèñóþòüñÿ ó òàêîìó æ âèãëÿä³, ÿê ³ 
äëÿ ò³ëà ç îäí³ºþ ïëîùèíîþ ïðóæíî¿ ñèìåòð³¿. Îá÷èñëåííÿ âèêîíàíî äëÿ 

0 0.08r = ì, 0.10Nr = ì, 0.075d = ì, 0 1 c200 C,    50 C,    20 CT T T= ° = ° = ° , 

1

300
c−πω = . Ëèöüîâà ïîâåðõíÿ Nr r=  â³ëüíà â³ä íàâàíòàæåíü, à ïðè 0r r=  
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êîëîâ³ ïåðåì³ùåííÿ â³äñóòí³. Ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ íàâåäåíî ó 
òàáë. 3 ³ íà ðèñ. 1–3. 

Ó òàáë. 3 íàâåäåíî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè íà ëèöüîâ³é 0r r=  ³ ñåðåäèí-

í³é 0( ) / 2Nr r r= +  ïîâåðõíÿõ â îêðåì³ ìîìåíòè ÷àñó. Íà çîâí³øí³é ïîâåðõí³ 

òåìïåðàòóðà ( ) 25 CNT r ≈ °  º áëèçüêîþ äî òåìïåðàòóðè îòî÷óþ÷îãî ñåðåäî-
âèùà, ùî ìîæíà ïîÿñíèòè ïðèéíÿòèì çíà÷åííÿì êîåô³ö³ºíòà òåïëîîáì³íó. 
 Таблиця 3 

, CT °  
14 t−ωπ , ñ 

 
 
   r  

0 1 2 3 

0( )/2Nr r+  103.21 107.98 111.59 113.56 

      Nr  250.00 235.36 200.00 164.64 

 4 5 6 7 

0( )/2Nr r+  102.79 104.02 100.41 100.08 

      Nr  150.00 164.64 200.00 235.36 

Ç íàâåäåíèõ ó òàáë. 3 äàíèõ âèïëèâàº, ùî 
ïðè 0( )/2N Nr r r r+ ≤ ≤  òåìïåðàòóðà ìàéæå 

íå çì³íþºòüñÿ â ÷àñ³. 
Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî ðîçïîä³ë çà òîâùè-

íîþ àìïë³òóäíèõ çíà÷åíü 1
0 1 1, ,σ σ σ  êîëîâèõ 

íàïðóæåíü 0 1( , )  ( ) ( ) cosr r rθσ τ = σ + σ ωτ +  
1
1( ) sinr+ σ ωτ . Âðàõóâàííÿ ïåð³îäè÷íîñò³ 

òåìïåðàòóðè â ÷àñ³ ìîæå ïðèçâåñòè äî çì³-
íè çíà÷åíü íàïðóæåíü íà 25%. Â³äì³òèìî 

íåìîíîòîíí³ñòü çì³íè âåëè÷èí 1
1 1,  σ σ  çà 

òîâùèíîþ îáîëîíêè. 
Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî çì³íó çà òîâùèíîþ 

ðàä³àëüíèõ, 3m = , ³ êîëîâèõ ïåðåì³ùåíü, 
4m =  (äèâ. ôîðìóëó (15)), äëÿ âèïàäêó, 

êîëè òåìïåðàòóðà íå çàëåæèòü â³ä ÷àñó, 

0T T= .   
0 0.2 0.4 0.6 0.8       r∗ 

σ1
 σ0

 

σ1
 ′ 

7/10 ÌÏàθσ  
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Рис. 1 
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1

360
c−πω =  

0.10 

0.08 
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0.02 

9 
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 Рис. 2 Рис. 3 
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Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî ðîçïîä³ë ïåðåì³ùåíü, êîëè òåìïåðàòóðà çì³íþºòüñÿ 
â ÷àñ³. Çíà÷åííÿ êîëîâèõ ïåðåì³ùåíü, â³äñóòí³õ â îðòîòðîïíèõ îáîëîíêàõ, 
ãîëîâí³ íàïðÿìêè ïðóæíîñò³ ÿêèõ ñï³âïàäàþòü ç êîîðäèíàòíèìè, ìîæóòü 
ñòàíîâèòè áëèçüêî 30% â³ä âåëè÷èíè ðàä³àëüíèõ. Ïåðåì³ùåííÿ äëÿ òåìïå-
ðàòóðè, ÿêà çì³íþºòüñÿ ó ÷àñ³ çà çàêîíàìè cos ωτ  ³ sin ωτ , ðîçïîä³ëÿþòüñÿ 
ïî òîâùèí³ çà ñêëàäíèìè óìîâàìè. Ñë³ä òàêîæ â³äì³òèòè çíà÷íèé ãðàä³ºíò 
ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü ïî òîâùèí³ îáîëîíêè äëÿ ïðèéíÿòèõ ãåîìåòðè÷íèõ ³ 
òåïëîô³çè÷íèõ ïàðàìåòð³â, ùî íå âðàõîâóºòüñÿ ðÿäîì íàáëèæåíèõ ìîäåëåé. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ И НАПРЯЖЕНИЙ В НЕОДНОРОДНЫХ 
АНИЗОТРОПНЫХ ОБОЛОЧКАХ В РАЗЛИЧНЫХ ПОСТАНОВКАХ 
 
Ïðåäëàãàþòñÿ ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ òåðìîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëåí-
íûõ êëàññîâ îáîëî÷åê â êëàññè÷åñêîé, óòî÷íåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâ-
êàõ. Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î äåôîðìàöèè îáîëî÷åê 
âðàùåíèÿ, íåêðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê è ïîëîãèõ ïðÿìîóãîëüíûõ â ïëàíå 
îáîëî÷åê. Ïðèâåäåíî ðåøåíèå çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè ïðîãèáîâ â äâóõñëîéíûõ öè-
ëèíäðè÷åñêîé è êîíè÷åñêîé îáîëî÷êàõ è êîëüöåâîé ïëàñòèíå. Â ðàìêàõ óòî÷íåí-
íîé ìîäåëè ïðÿìîëèíåéíîãî ýëåìåíòà, äîïîëíåííîé ó÷åòîì òåìïåðàòóðíîãî îá-
æàòèÿ ïî òîëùèíå, ðåøåíà çàäà÷à î äåôîðìàöèè òðåõñëîéíîé ïàðàáîëè÷åñêîé 
îáîëî÷êè âðàùåíèÿ ñ çàïîëíèòåëåì. Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé ïðîñòðàíñòâåí-
íîé òåîðèè óïðóãîñòè àíèçîòðîïíîãî íåîäíîðîäíîãî òåëà ðåøåíû çàäà÷è îá îï-
ðåäåëåíèè òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé è íàïðÿæåíèé â ñëîèñòûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáî-
ëî÷êàõ. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ î äåôîðìàöèè äëèííûõ ïîëûõ öèëèíä-
ðîâ ïðè äåéñòâèè òåìïåðàòóðû, ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè. 
 
DETERMINATION OF TEMPERATURE FIELDS AND STRESSES IN INHOMOGENEOUS 
ANISOTROPIC SHELLS IN DIFFERENT STATEMENTS 
 
The approaches for determination of thermo-stressed state of certain classes of shells in 
classical, refined and spatial statements is proposed. In a classical statement we consider 
the problems on deformation of shells of revolution, non-circular cylindrical shells and 
shallow rectangular shells. We propose the solution to problem on determination of 
deflections in the two-layered cylindrical and conic shells and ring plate. Within the 
scope of refined model of rectilinear element with regard for the temperature reduction 
across the thickness we solve the problem on deformation of a three-layered parabolic 
shell of revolution with filler. On the basis of relations of the 3D elasticity theory for an 
anisotropic inhomogeneous body the problems on determination of temperature fields 
and stresses in layered cylindrical shells were solved. The approach to solving the 
problems on deformation of long hollow cylinders under the action of temperature, 
which changed periodically in time, is proposed. 
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