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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
ЦИЛІНДРИЧНИХ ТІЛ НА ОСНОВІ МОДИФІКОВАНОГО МЕТОДУ 
ВІДОКРЕМЛЕННЯ ЗМІННИХ 
 

Ïîáóäîâàíî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷ íåñòàö³îíàðíî¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ 
ò³ë öèë³íäðè÷íî¿ ôîðìè, ÿê³ ìàþòü òåïëîîáì³í ³ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì ³ 
íàãð³âàþòüñÿ âíóòð³øí³ìè äæåðåëàìè òåïëà. Öåé ðîçâ’ÿçîê ïîäàíî ÷åðåç 
îäíîâèì³ðí³ ³íòåãðàëè â³ä äîáóòêó ðîçâ’ÿçê³â äîïîì³æíèõ îäíî- òà äâîâèì³ð-
íèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³. Íàâåäåíî âèïàäêè, êîëè âèðàçè äëÿ òåìïåðàòó-
ðè çàïèñóþòüñÿ ÷åðåç ðîçâ’ÿçêè òðüîõ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷. Äåòàëüíî ïðî-
àíàë³çîâàíî òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ ïðè çîñåðåäæåíîìó òà íîðìàëüíî-êðóãîâîìó 
íàãð³â³. 

 
  Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî âèçíà÷åííÿ íåñòàö³îíàðíèõ òåìïåðàòóð-
íèõ ïîë³â ó ò³ëàõ öèë³íäðè÷íî¿ ôîðìè âèêîðèñòîâóþòü ÿê ³íòåãðàëüí³ ïåðå-
òâîðåííÿ (Ôóð’º àáî Ãàíêåëÿ çà ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè, Ëàïëàñà çà 
÷àñîì), òàê ³ ðîçâèíåííÿ ó ðÿäè çà â³äïîâ³äíèìè îðòîãîíàëüíèìè ôóíêö³ÿìè 
âçäîâæ òâ³ðíî¿. Äëÿ òîíêèõ ïëàñòèíîê, ÿê³ º ÷àñòêîâèì âèïàäêîì öèë³íä-
ðè÷íèõ ò³ë, çàñòîñîâóþòü íàáëèæåíèé ï³äõ³ä, ó ÿêîìó òðèâèì³ðíà çàäà÷à 
çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ [1, 4, 8, 9, 11].  

Äëÿ ò³ë ïàðàëåëåï³ïåäíî¿ ôîðìè ç ïî÷àòêîâîþ òåìïåðàòóðîþ, ÿêà 
çàïèñàíà ó âèãëÿä³ äîáóòêó ôóíêö³é ç â³äîêðåìëåíèìè çì³ííèìè, òåìïåðà-
òóðíå ïîëå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ äîáóòêó ðîçâ’ÿçê³â îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ [3, 5]. Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ïðîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ öüîãî 
ï³äõîäó äëÿ âèïàäêó öèë³íäðè÷íèõ ò³ë äîâ³ëüíî¿ ôîðìè, ÿê³ íàãð³âàþòüñÿ 
âíóòð³øí³ìè äæåðåëàìè òåïëà òà øëÿõîì êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáì³íó ç íà-
âêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî òåïëîïðîâ³äíå öèë³íäðè÷íå ò³ëî D , ÿêå 
íàãð³âàºòüñÿ âíóòð³øí³ìè äæåðåëàìè òåïëà ³ øëÿõîì òåïëîîáì³íó ç çîâ-
í³øí³ì ñåðåäîâèùåì çã³äíî ç çàêîíîì Íüþòîíà. Â³äíåñåìî éîãî äî äåêàðòî-
âî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxyz , ó ÿê³é â³ñü ò³ëà çá³ãàºòüñÿ ç â³ññþ Oz .  

 Òåìïåðàòóðà ò³ëà T  ó öüîìó âèïàäêó º ðîçâ’ÿçêîì êðàéîâî¿ çàäà÷³ 

 
2

2
( , , , ),     ( , , ) ,     0T W x y z x y z D

z
∂ ∂ ∆ + − = τ ∈ τ > ∂τ ∂

, 

 1,2 1 2 0( , , ),     , ,    ( , ) ,      0zM T b P x y z z z x y D= τ = ∈ τ > , 

 ( , , , ),             ( , ) ,    ,    0L zM T N x y z x y L z D= τ ∈ ∈ τ > , 

 
τ=

= θ ∈
0

              ,   ( , , )T x y z D ,  (1) 

äå D  – îáëàñòü, ÿêó çàéìàº ò³ëî ( 0,  ( , )zz D x y D∈ ∈ ); 0D  – îáëàñòü, óòâî-

ðåíà â ðåçóëüòàò³ ïåðåòèíó îáëàñò³ D  ³ ïëîùèíè constz = ; zD  – îáëàñòü 

1 2z z z< < , äå 1 2,  z z  – ñòàë³; 
2 2

2 2x y
∂ ∂∆ = +

∂ ∂
; atτ = ; t  – ÷àñ; ( , , , )W x y z τ  – 

ôóíêö³ÿ, ÿêà îïèñóº ðîçïîä³ë âíóòð³øí³õ äæåðåë òåïëà; ( , , , )N x y z τ  ³ 

( , , ),  1,2kb P x y kτ = , – òåìïåðàòóðè çîâí³øíüîãî ñåðåäîâèùà, ùî îìèâàþòü 

â³äïîâ³äíî á³÷íó ïîâåðõíþ ³ ïëîùèíè kz z= , ïðè÷îìó kb  – ñòàë³.  

Òóò zM T  ³ LM T  – îïåðàòîðè âèãëÿäó 1
nM

n
∂ = λ + α α ∂ 

, ÿê³ çàïèñàí³ 

äëÿ ãðàíèöü kz z=  òà L  â³äïîâ³äíî; λ  – êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³; a  – 
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êîåô³ö³ºíò òåìïåðàòóðîïðîâ³äíîñò³; ( , )x yα  – êîåô³ö³ºíò òåïëîâ³ääà÷³, ùî 

ïðèéìàº â³äïîâ³äíî çíà÷åííÿ kα  íà òîðöåâèõ ïëîùèíàõ kz z=  òà Lα  – 

äëÿ á³÷íî¿ ïîâåðõí³ (( , ) ,  )zx y L z D∈ ∈ ; T
n

∂
∂

 – ïîõ³äíà âçäîâæ çîâí³øíüî¿ 

íîðìàë³ äî ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ ò³ëà. Çàóâàæèìî, ùî ââåäåí³ äëÿ çðó÷íîñò³ 
ñòàë³ kb  äîçâîëÿþòü îäíî÷àñíî ðîçãëÿäàòè ð³çí³ çàäà÷³ ïðî íàãð³â ò³ëà 

÷åðåç ïëîùèíè kz z= . 

 Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó äåòàëüí³øå âèïàäîê, êîëè çàïèñàí³ ó ñï³ââ³äíî-
øåííÿõ (1) ôóíêö³¿ ìàþòü âèãëÿä 

 1 1 1 2 2( , , , ) ( ) ( ) ( , ),      ( , , ) ( ) ( , )W x y z g z f x y P x y g f x yτ = τ ϕ τ = τ , 

 3 3 3 4 4( , , , ) ( ) ( ) ( , ),       ( , , ) ( ) ( , )N x y z g z f x y x y z z f x yτ = τ ϕ θ = ϕ .  (2) 

Òóò ,  ,  ,  1, 4i i iq f iϕ = , – çàäàí³ ôóíêö³¿.  
 Çàñòîñîâóþ÷è äî êðàéîâî¿ çàäà÷³ ï³äõ³ä, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà â³äîêðåì-
ëåíí³ çì³ííèõ [2, 3], ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 0W Z NT T T T T= + + + , (3) 

äå 

 1 1 1
0

( ) ( , , ) ( , , , )WT q B z F x y f d
τ

= − τ − η η ϕ η η∫ , 

 2 2
0

( ) ( , ) ( , , , )ZT q A z F x y f d
τ

= τ − η η η η∫ , 

 3 3 3
0

( ) ( , , ) ( , , , )NT q B z x y f d
τ

= τ − η η ϕ Φ η η∫ , 

 0 4 4( , , ) ( , , , )T B z F x y f= τ ϕ τ . (4) 

Òóò ôóíêö³¿ ( , ),  ( , , ),  ( , , , ),  ( , , , )A z B z F x y f x y fτ τ ϕ τ Φ τ  º ðîçâ’ÿçêàìè êðàéî-
âèõ çàäà÷: 

 
2

2 0
0,   0,   ,    ( ),    ,   1,2z z k kA A z D M A b z z k

z
+τ=

∂ ∂ − = = ∈ = δ τ = = ∂τ ∂
, 

 
2

2 0
0,    ( ),   ,    0,    ,   1,2z z kB B z z D M B z z k

z τ=
∂ ∂ − = = ϕ ∈ = = = ∂τ ∂

, 

 00
0,       ( , ),   ,    0,    ( , )LF F f x y z D M F x y L

τ=
∂ ∆ − = = ∈ = ∈ ∂τ 

, 

 00
0,       0,   ,    ( ),    ( , )Lz D M F x y L+τ=

∂ ∆ − Φ = Φ = ∈ Φ = δ τ ∈ ∂τ 
, (5) 

äå ( ),  ( , )z f x yϕ  – çàäàí³ ôóíêö³¿. 

 Çàçíà÷èìî, ùî WT  – ñêëàäîâà òåìïåðàòóðè, ùî â³äïîâ³äàº íàãð³âó 

äæåðåëàìè òåïëà; ZT  ³ NT  â³äïîâ³äàþòü íàãð³âó ñåðåäîâèù, ùî îìèâàþòü 

ïëîùèíè 1 2,  z z  àáî á³÷íó ïîâåðõíþ â³äïîâ³äíî; 0T  â³äïîâ³äàº çàäàí³é ïî÷àò-

êîâ³é òåìïåðàòóð³. Ó ïðàâèëüíîñò³ ôîðìóëè ìîæíà ïåðåêîíàòèñü áåçïî-
ñåðåäíüî, ÿêùî ï³äñòàâèòè ðîçâ’ÿçîê (3) ó ð³âíÿííÿ, ïî÷àòêîâ³ òà ãðàíè÷í³ 
óìîâè (1), àíàëîã³÷íî, ÿê öå âèêîíàíî äëÿ ïàðàëåëåï³ïåäà ó [3, 5]. 
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 Ðîçãëÿíåìî òåïåð á³ëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè çàïèñàí³ ó ñï³ââ³äíî-
øåííÿõ (1) ôóíêö³¿ ìàþòü âèãëÿä  

 1 1 1 2 2( , , , ) ( ) ( , ) ( , , ),       ( , , ) ( ) ( , , )W x y z g z f x y P x y g f x yτ = τ ϕ τ τ τ = τ τ , 

 3 3 3 4 4( , , , ) ( ) ( , ) ( , , ),       ( , , ) ( ) ( , )N x y z g z f x y x y z z f x yτ = τ ϕ τ τ θ = ϕ . (6) 

 Òîä³ ðîçâ’ÿçîê òàêîæ çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ (3), ó ÿêîìó 

 1 1 1
0

( ) ( , , , ) ( , , , , )WT q B z F x y f d
τ

= − τ − η η τ − η ϕ η τ − η η∫ , 

 2 2
0

( ) ( , , ) ( , , , , )ZT q A z F x y f d
τ

= τ − η η τ − η η τ − η η∫ , 

 3 3 3
0

( ) ( , , , ) ( , , , , )NT q B z x y f d
τ

= τ − η η τ − η ϕ Φ η τ − η η∫ , 

 0 4 4( , , ) ( , , , )T B z F x y f= τ ϕ τ . (7) 

Òóò ôóíêö³¿ ( , , ),  ( , , , ),  ( , , , , ),  ( , , , , )A z B z F x y f x y fτ η τ η ϕ τ η Φ τ η  âèçíà÷àþòüñÿ 

øëÿõîì ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ (5), ó ÿêèõ ïîêëàäåíî ( , )zϕ = ϕ η , 

( , , )f f x y= η . Ïðè öüîìó âåëè÷èíà η  ââàæàºòüñÿ â³äîìèì ïàðàìåòðîì. 
 Íàâåäåí³ âèùå ðîçâ’ÿçêè äîçâîëÿþòü òàêîæ äîñë³äæóâàòè ³ çàãàëüíèé 
âèïàäîê, ÿêùî ïîïåðåäíüî ôóíêö³¿ ( , , , ),   ( , , ),   W W x y z P P x y N= τ = τ =  

( , , , ),   ( , , )N x y z x y z= τ θ = θ  çàïèñàòè ó âèãëÿä³ ðÿä³â çà äîâ³ëüíîþ îðòîãî-

íàëüíîþ ³ ïîâíîþ íà 1 2( , )z z  ñèñòåìîþ ôóíêö³é â³ä çì³ííî¿ z . Òîä³ çàäà÷à 
çâîäèòüñÿ äî ñóïåðïîçèö³¿ çàäà÷ ç â³äïîâ³äíèìè ðîçãëÿíóòèìè âèùå 
óìîâàìè. 

 Ðîçâ’ÿçêè äîïîì³æíèõ çàäà÷. Ïîáóäîâàíèé âèùå ðîçâ’ÿçîê çâîäèòüñÿ 
äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÷îòèðüîõ êðàéîâèõ çàäà÷. Ïðè öüîìó ðîçãëÿíåìî îêðåìî 
âèïàäêè ïðÿìî¿ ( 1 2,  z z→ − ∞ → ∞ ), ï³âïðÿìî¿ 0z >  1 2( 0, )z z= → ∞  ³ â³ä-

ð³çêà h z h− < <  ( 1 2,  z h z h= − = ). Â³äïîâ³äí³ ôóíêö³¿ äëÿ âèïàäê³â ïðÿìî¿, 
ï³âïðÿìî¿ ³ â³äð³çêà áóäåìî ïîçíà÷àòè íàäàë³ ³íäåêñàìè 0, 1 ³ 2.  

Âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ A . Ïîêàæåìî, ùî A C∂=
∂τ

, äå ôóíêö³ÿ C  âèçíà-

÷àºòüñÿ ³ç êðàéîâî¿ çàäà÷³ 

 
2

2 0
0,   0,   ,    ,    ,   1, 2z z k kC C z D M C b z z k

z τ=
∂ ∂ − = = ∈ = = = ∂τ ∂

. 

Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè ð³âíÿííÿ çà ÷àñîì, îòðèìàºìî 

 
2

2
0C

z
∂ ∂ ∂ − = ∂τ ∂τ ∂

. 

Ç ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ C  ìàºìî 
2

2
C C

z
∂ ∂=
∂τ ∂

. Çâ³äñè òà ç ïî÷àò-

êîâî¿ óìîâè 
0

0C
τ=

=  îäåðæóºìî 
2

2
0 0

0C C
τ= τ=

∂ ∂= =
∂τ ∂τ

. Ïðîäèôåðåíö³þâàâ-

øè ãðàíè÷íó óìîâó, ÿêó çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ( )z kM C b S+= τ , îòðèìàºìî 

( )z k
CM b +

∂ = δ τ
∂τ

. Òàêèì ÷èíîì, îäåðæóºìî, ùî ôóíêö³ÿ C∂
∂τ

 çàäîâîëüíÿº 

êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ A . 
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 Âèðàç ôóíêö³¿ C  äëÿ ï³âïðÿìî¿ ïðè 1 1b =  ìàº âèãëÿä [5] 

 2 2
1 1 1 2 2erfc ( ) exp exp erfc ( )C z z z z∗ ∗ ∗ ∗= − −( ) ( ) , 

äå  1
1 2 1,  ,  

2
zz z z H H∗ ∗ ∗

α
= = + τ =

λτ
. Çâ³äñè îäåðæóºìî 

 2 2
1 1 2 2

1exp exp erfc ( )A H z H z z∗ ∗ ∗
 = − − −  πτ

( ) ( ) . (8) 

 Ôóíêö³ÿ C  äëÿ â³äð³çêà ìàº âèãëÿä [5] 

 2 2
2 2

1

1 ( ) 1 exp Fon n n
n n

C h
∞

=

= Θ θ ζ − − β
β

∑ ( )[ ] , 

äå 1 1 2 22 2
,  Bi ( 1) Bi ( 1) ,  Fo ,  ,  Bi jn

n n n n n j

hd zD d b b
hh h

ατΘ = = θ − + θ + = ζ = =
λ

. 

Âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ,  ,  n n nD θ β  íàâåäåíî â [5, 6]. 

 Òîä³ ôóíêö³ÿ A  äëÿ â³äð³çêà íàáóäå âèãëÿäó 

 2
2

1

( ) exp Fon n n
n

A
∞

=

= Θ θ ζ − β∑ ( ) . (9) 

 Ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ Fo  ðÿä (9) çá³ãàºòüñÿ ïîâ³ëüíî. Äëÿ öüîãî 
âèïàäêó îòðèìàíî íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåííÿ 
Ëàïëàñà òà ôîðìóë äëÿ éîãî àñèìïòîòè÷íîãî îáåðíåííÿ [5]: 

 2 1 1 1 2 1 2( , , ) ( , , )A b A h z H b A h z H≅ − τ + + τ +  

 
1 1 1 2 2 1 1

1 Bi (3 , , ) 2 Bi (3 , , )
Bi

b A h z H b A h z H+ + τ + − τ −[  

 
1 1 1 2 2 1 22 Bi (3 , , ) Bi (3 , , )b A h z H b A h z H− + τ − − τ ] , (10) 

äå 
1 2 1 2Bi Bi Bi ,  Bi Bi Bi= − = + . 

 Íàäàë³ îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé çàïèñàíî ñòîñîâíî ãðàíèöü kz z= , 

áóäåìî ïîçíà÷àòè òàêîæ ( , )zA A z= τ . 

 Âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ B . Ôóíêö³þ 0B  çàïèøåìî ó âèãëÿä³ [3] 

 2
0 ( ) exp ( )tB s t z s ds

∞

−∞

= ϕ − −
π ∫ ( ) . (11) 

Íà ï³äñòàâ³ [10] äëÿ îáëàñò³ 0z >  ìàºìî 

 2 2
1

0

( ) exp ( ) exp ( )tB s u z s u z s
∞

= ϕ − − + − + −π ∫ ( ) ( )  

 2

0

12 exp ( ( ) ) ,       
4

H u z s H d ds u
∞ 

− − + + η − η η = τ
∫ . (12) 

 Âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ â³ä-
ð³çêà, îòðèìàºìî [5, 6] 

 
∞

= −

= ϕ θ ζ − β ϕ = ϕ ζ θ ζ ζ∑ ∫
1

2
2

1 1

( ) exp Fo ,       ( ) ( )n n n n n n
n

B D h d( ) . (13) 

 Ö³ ôóíêö³¿ äëÿ âèïàäêó çîñåðåäæåíîãî íàãð³âó ( 0( ) ( )z c z zϕ = δ − ) ïîäà-

þòüñÿ ÿê 

 2
0 0exp ( )uB c u z z= − −

π
( ) , 
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 2 2
1 0 0exp ( ) exp ( )tB c u z z u z z

= − − + − + −
π 

( ) ( )  

 2
0

0

2 exp ( )H u z z H d
∞

− − + + η − η η
∫ ( ) , 

 2 0
2 0 0

1

( ) ( ) exp Fo ,       n n n n
n

z
B c D

n

∞

=

= θ ζ θ ζ − β ζ =∑ ( ) . 

 Ó ë³òåðàòóð³ íàéá³ëüø ´ðóíòîâíî äîñë³äæåíî òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ, 
çóìîâëåí³ çîñåðåäæåíèìè äæåðåëàìè òåïëà. Îäíàê ö³ ðîçâ’ÿçêè íå ìîæóòü 
áóòè çàñòîñîâàíèìè äî âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóð â îêîë³ äæåðåëà. Âîäíî÷àñ 
â³äîìî [5], ùî ó òåõí³÷í³é ë³òåðàòóð³ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ³íòåíñèâíîñò³ ð³çíèõ 
òèï³â äæåðåë íàãð³âó (ïðè çâàðö³, íàãð³â³ ãàçîâèìè ãîð³ëêàìè, ëàçåðîì 
òîùî) âèêîðèñòîâóþòü ðîçïîä³ë ¥àóññà. Äëÿ öüîãî âèïàäêó, êîëè 

( , )E k z cϕ = − , äå 2( , ) exp ( ),  kE k x kx k= −
π

 – ñòàëà, ÿêà õàðàêòåðèçóº 

çîñåðåäæåí³ñòü íàãð³âó, íàâåäåìî âèðàçè äëÿ ôóíêö³¿ B . Çàçíà÷èìî, ùî 
ïðè ãðàíè÷íîìó ïåðåõîä³ ìàºìî lim ( , ) ( )

k
E k x x

→∞
= δ , òîáòî íà ï³äñòàâ³ îòðè-

ìàíîãî ðîçâ’ÿçêó çìîæåìî ä³ñòàòè â³äïîâ³äíèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðíîãî 
ïîëÿ, ÿêèé â³äïîâ³äàòèìå çîñåðåäæåíîìó íàãð³âó.  

Òàêèì ÷èíîì, çà ôîðìóëîþ (11) îäåðæóºìî 

 2
0

1

1 exp ( ) kB = − ξ − α
θ π

( ) , (14) 

äå 2
1

1
1 ,  4 ,  ,  ,  kkt z cθ = + θ θ = ξ = χ α = χ χ =

θ
. 

 Âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê (12) çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³, 
îòðèìàºìî 

 = − ξ − α + + − ξ + α + − γΩ
θ π

2 2
1 1 2

1

1 exp ( ) (1 erf ) exp ( ) (1 erf ) 2
2

kB v v( ) ( )[ ] , 

äå  
∞

Ω = − ξ + α + λ − γλ + λ∫ 2
4

0

exp ( ) (1 erf )v d( ) , 

 1 2 2 2 4 2 2
2 2 2

,    ,   ,    ,    Hv v v v
ξ ξ λ= αθ + = αθ − = − θ = θ γ =

θ θ θ χ
. 

Äëÿ âèïàäêó, êîëè 2 1v  , âèðàç ö³º¿ ôóíêö³¿ çíà÷íî ñïðîùóºòüñÿ (âðàõî-

âóºìî, ùî òîä³ erf ( ) 1,  1,2, 4jv j≅ = ):  

 ≅ = − ξ − α + − ξ + α −
θ π

 2 2
1 1 3

1

1 exp ( ) exp ( ) 1 ( ) kB B R v( ) ( )( )[ ] , 

äå  = ξ + α + γ = π 2
3 /2,   ( ) exp ( ) erfc ( )v R z z z . 

 Óòî÷íèìî óìîâè, çà ÿêèõ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè öåé íàáëèæåíèé ðîç-

â’ÿçîê. Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî 1B  òî÷íî çàäî-

âîëüíÿº âèõ³äíå ð³âíÿííÿ ³ ãðàíè÷íó óìîâó. Ïðè 0τ =  ìàºìî 

 2 2
1 exp ( ) exp ( )B k x a k x a= − − + − + ε ( ) ( ) , 

äå ïðè 2ka >  âåëè÷èíà ε < 1 . Òîáòî, ÿêùî 2ka > , òî 1B  ç äîñòàòíüîþ 
äëÿ ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíê³â òî÷í³ñòþ çàäîâîëüíÿº ïî÷àòêîâó óìîâó. 
 Ðîçâ’ÿçîê îäíîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ â³äð³çêà íà îñíîâ³ 
(13) ï³ñëÿ ïåðåòâîðåíü íàáóäå âèãëÿäó 
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∞

=

 π  = θ ζ θ α + δ − β +     π
∑ 2

2
1

1( ) ( ) exp Fo
4n n n n n

n

kB D
qq

[ ] , 

äå  δ = − β ζ ε ε = − +Re ( ) exp ( ) ,          erfc ( ) erfc ( ) /2n n n n n n n nc is i u v( ) , 

 = = − α − β = + α + β2 ,      (1 ) 2 ,      (1 ) 2n n n nq kh u q i q v q i q/( ) /( ) . 

 Ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ >Fo,  2q  ³ 0a > , êîëè çá³æí³ñòü ðÿäó º 
ïîâ³ëüíîþ, äîö³ëüíî çàñòîñîâóâàòè ôîðìóëó 

 ( )2 1 1( , ) , ,B z B z h Hτ ≅ − τ . 

 Îòðèìàí³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ çàïèñàí³ ñòîñîâíî ãðàíèöü kz z= , áóäåìî ïî-

çíà÷àòè íàäàë³ òàêîæ ÿê ( , , )zB B z= τ ϕ . 

 Âèçíà÷åííÿ ôóíêö³é F  ³ Φ . Çíàõîäæåííÿ ôóíêö³é F  òà Φ  äëÿ îá-
ëàñòåé äîâ³ëüíî¿ ôîðìè ìîæå áóòè ðåàë³çîâàíî ëèøå ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè. 
Ó çàìêíåíîìó âèãëÿä³ ö³ ôóíêö³¿ ìîæóòü áóòè âèçíà÷åí³ ò³ëüêè äëÿ îáëàñ-
òåé êàíîí³÷íî¿ ôîðìè – ïðÿìîêóòíèêà, êðóãîâîãî ê³ëüöÿ ³ äåÿêèõ ³íøèõ 
÷àñòêîâèõ âèïàäê³â.  
 Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îáëàñòü 0D  º ïðÿìîêóòíèêîì 1 2x x x< < , 

1 2y y y< <  ³ êîåô³ö³ºíò òåïëîâ³ääà÷³ ìàº âèãëÿä  

 
 α =α = 

α =

( )
1,2 1,2
( )
1,2 1,2

, ,

, .

x

L y

x x

y y
 

Ïðèéìåìî, ùî  

 
=

=  =
1,2

1,2

, ,

, ,
x

L
y

M x x
M

M y y
 

äå ∂ = λ + α ∂ α
( )
1,2( )

1,2

1 x
x x

TM T T
n

, ÿêùî 1,2x x= ; ∂ = λ + α ∂ α
( )
1,2( )

1,2

1 y
y y

TM T T
n

, 

ÿêùî 1,2y y= . 

 Äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî âèïàäêó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêö³¿ 
F  çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 
τ=

∂ ∂ ∆ + − = = = ∈ ∂τ ∂

2

2 0
0,    ( , ),   0,    ( , )x LF F f x y M F x y L

y
, (15) 

äå 
2

2x
x
∂∆ =

∂
. Ïðèéìåìî, ùî ( ) ( )x yf f x f y= . Òîä³ çàäà÷à (15) º ÷àñòêîâèì 

âèïàäêîì ðîçãëÿíóòî¿ âèùå çàãàëüíî¿ çàäà÷³ (1), ó ÿê³é â³äì³ííîþ â³ä íóëÿ º 
ò³ëüêè ôóíêö³ÿ θ . Òîìó çà àíàëîã³ºþ ¿¿ ðîçâ’ÿçîê çàïèøåìî òàê: 

 ( , , ) ( , , )y y x xF B y f F x f= τ τ , 

äå ôóíêö³ÿ ( , , )x xF x fτ  âèçíà÷àºòüñÿ ³ç ð³âíÿííÿ (5), ÿêå ìàº âèãëÿä 

 
τ=

∂ ∆ − = = < < ∂τ  1 20
0,    ( ),    x x x xF F f x x x x , 

 = = 1,20,            x xM F x x .  

Òóò ( , , )y yB y fτ  âèçíà÷àºòüñÿ ³ç ð³âíÿííÿ (5) äëÿ çíàõîäæåííÿ B , ó ÿêîìó 

,   ,  zz Mϕ  çàì³íåíî â³äïîâ³äíî íà ,   ,  y yy f M . Ç ôîðìóë (5) âèïëèâàº, ùî 

( , , )x x xF B x f= τ .  
 Òàêèì ÷èíîì, îòðèìóºìî 

 ( , , ) ( , , )y y x xF B y f B x f= τ τ . 
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Ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ Φ  (5) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 +τ=
∂ ∂ ∆ + − Φ = Φ = Φ = δ τ ∈ ∂τ ∂

2

2 0
0,    0,    ( ),    ( , )x LM f x y L

y
. (16) 

Ïðèéìåìî, ùî 
 == 

=

( )
1,2 1,2
( )
1,2 1,2

( ), ,

( ), ,

x

y

b U y x x
f

b V x y y
, äå ( ) ( )

1,2 1,2,  x yb b  – äîâ³ëüí³ ñòàë³. Êðà-

éîâà çàäà÷à (16) º ÷àñòêîâèì âèïàäêîì çàäà÷³ (1), ó ÿê³é â³äì³ííèìè â³ä íó-
ëÿ º ò³ëüêè ôóíêö³¿ P  ³ N . Òîìó çà àíàëîã³ºþ ¿¿ ðîçâ’ÿçîê ìîæíà çàïèñàòè 
ó âèãëÿä³ 

 ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )y x x yF A y B x V A x B y U= τ τ + τ τ . 

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ 
âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (3), ó ÿê³é: 

 
τ

= − τ − η η ϕ η η η∫ 1 1 1 1
0

( ) ( , , ) ( , , ) ( , , )W z x x y yT q B z B x f B y f d , 

 
τ

= τ − η η η η η∫ 2 2 2
0

( ) ( , ) ( , , ) ( , , )Z z x x y yT q A z B x f B y f d , 

 
τ

= τ − η η ϕ η η + η η η∫ 3 3
0

( ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )N y x x yT q B z A y B x U A x B y V d[ ] , 

 0 4 4 4( , , ) ( , , ) ( , , )z x x y yT B z B x f B y f= τ ϕ τ τ . (17) 

Òóò ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè ( ) ( )j jx jyf f x f y=  äëÿ = 1,2, 4j  òà 

 == 
=

( )
1,2 1,2

3 ( )
1,2 1,2

( ), ,

( ), .

x

y

b U y x x
f

b V x y y
 

 Äëÿ ïðèêëàäó çàïèøåìî ðîçâ’ÿçîê äëÿ øàðó − < <h z h  ïðè éîãî íà-
ãð³â³ äæåðåëàìè òåïëà òà òåïëîîáì³íîì ÷åðåç ãðàíè÷í³ ïëîùèíè ó âèïàäêó, 
êîëè â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ º ôóíêö³¿ 

 ϕ = = τ = τ = τ1 1 2 1 2( ),        ( ) ( ),        ( ) ( ) ( )x yz f f f x f y g g g . 

Òîä³ íà ï³äñòàâ³ ñï³ââ³äíîøåíü (17) âèðàç äëÿ òåìïåðàòóðè ìàòèìå âèãëÿä 

 
τ

= τ − η η − η ϕ η η η∫ 1
0

( ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )z z x x y yT q A z B z B x f B y f d[ ] . (18) 

 Íàâåäåìî òàêîæ ðîçâ’ÿçîê äëÿ âèïàäêó íåñê³í÷åííî¿ ïëàñòèíêè ïðè ¿¿ 

íîðìàëüíî-êðóãîâîìó íàãð³â³, òîáòî = − +
π

2 2( , ) exp ( )kf x y k x y( ) . Òîä³ 

= =( ) ( , ),  ( ) ( , )x yf x E k x f y E k y . Íà îñíîâ³ íàâåäåíèõ âèðàç³â äëÿ ôóíêö³é A  ³ 

0B  îòðèìàºìî  

  = − 
 + τ + τ π

21 exp
1 4 1 4x

k kB x
k k

, 

  = − 
 + τ + τ π

21 exp
1 4 1 4y

k kB y
k k

, 

 
∞

=

 − = − ϕ + θ ζ − β 
 ∑ 2

1 2
1

( ) exp ( Fo)n
z z n n n n

n

d
A B D

h
. 

Ó öüîìó âèïàäêó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ òåìïåðàòóðè çàïèøåìî òàê: 

 
∞

=

 = − ϕ θ ζ τ π  ∑ 12
1

1 ( ) ( , )n
n n n n

n

d
T D Q r

h
, (19) 

äå  
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τ β η  ′= τ − η − η − = ′ ′η + η + ∫

2 2

2
0

1( ) exp ,     
4 4

n
n

drQ q k
kk kh

. 

Âèðàç (19) çá³ãàºòüñÿ ³ç íàâåäåíèì äëÿ öüîãî âèïàäêó ðîçâ’ÿçêîì ³ç [7], ÿêèé 
îòðèìàíî ³íøèì øëÿõîì. Çàçíà÷èìî, ùî ðÿä ó ôîðìóë³ (19) çá³ãàºòüñÿ ïî-
â³ëüíî. Òîìó â [7] ïðîâåäåíî ïîêðàùåííÿ éîãî çá³æíîñò³, ùî âèìàãàëî ïîäî-
ëàííÿ çíà÷íèõ òðóäíîù³â. Ó òîé æå ÷àñ äëÿ ðîçðàõóíê³â äîö³ëüí³øå âèêî-
ðèñòîâóâàòè áåçïîñåðåäíüî ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ (17), îñê³ëüêè íàâåäåí³ âèùå 
àñèìïòîòè÷í³ âèðàçè (10) äëÿ ðÿä³â ó ï³ä³íòåãðàëüíîìó âèðàç³ äîçâîëÿþòü 
óíèêíóòè ïîã³ðøåííÿ çá³æíîñò³ äëÿ äîâ³ëüíèõ âèïàäê³â, ó òîìó ÷èñë³ é äëÿ 
ðîçãëÿäóâàíîãî.  
 Çàãàëîì äëÿ äîâ³ëüíèõ îáëàñòåé ôóíêö³¿ F  ³ Φ  º ðîçâ’ÿçêàìè äåÿêèõ 
çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ òîíêèõ ïëàñòèí áåç òåïëîâ³ääà÷³. Çàäà÷³ òàêîãî 
êëàñó òàêîæ äîñòàòíüî äîñë³äæåí³, à ðåçóëüòàòè íàâåäåí³ ó ë³òåðàòóð³, 
çîêðåìà â [3, 5, 9].  

Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî àíàë³çó. Äëÿ ïðèêëàäó ïðîâåäåíî ðîçðàõóíêè 
òåìïåðàòóðè ó íàï³âíåñê³í÷åíí³é 0,  ,  y x h z h> − ∞ < < ∞ − < < , òà â 

íåñê³í÷åíí³é ïëàñòèíàõ çàâòîâøêè 2h , ùî íàãð³âàþòüñÿ øëÿõîì òåïëî-
îáì³íó ç ñåðåäîâèùåì ÷åðåç ãðàíèöþ z h= . Íåõàé òåìïåðàòóðà ñåðåäî-
âèùà îïèñóºòüñÿ íîðìàëüíî-êðóãîâèì çàêîíîì ¥àóññà, ïðè öüîìó cT =  

2 2exp ( ) ( ) ,  constyS k x v y a S= − − τ + − =( )[ ] . Öå â³äïîâ³äàº âèïàäêó ðóõó 

ñåðåäîâèùà ç³ øâèäê³ñòþ v  óçäîâæ îñ³ Ox  ç öåíòðîì îáëàñò³ íàãð³âó â 
òî÷ö³ ( ,  )yv aτ . Ïðè ðîçðàõóíêàõ ïðèéìàëè: 0 0T τ= = ; 1 2Bi Bi 0.1= = ; 

510a −= ì2/ñ; 0.005h = ì; 0.0001k = ì2; 0.01v = ì/ñ; 0.02ya = ì; 100t = ñ. 

Òåìïåðàòóðó âçäîâæ ïðÿìî¿ ðóõó öåíòðà äæåðåëà ïðè 0.02y = ì (êðèâà 1) 

òà íà ãðàíèö³ íàï³âíåñê³í÷åííî¿ ïëàñòèíè 0y =  (êðèâà 2) ïðè z h=  íàâå-
äåíî íà ðèñ. 1. Àíàëîã³÷í³ ðåçóëüòàòè äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ïëàñòèíè íàâåäåíî ó 
òàêîìó æ ïîðÿäêó íà ðèñ. 2. Òóò âèáðàíî ðóõîìó ñèñòåìó êîîðäèíàò ³ç ïî-
÷àòêîì ó öåíòð³ íàãð³âó. 

T

x

2

1

-0.1 -0.05 0 0.05
0

0.01

0.02

0.03

0.04
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T

x

2

1

-0.1 -0.05 0 0.05
0
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0.02
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0.04
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 Рис. 1 Рис. 2 

ßê áà÷èìî ç ãðàô³ê³â, âïëèâ ãðàíèö³ íà çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè â îáëàñò³ 
íàãð³âó º íåçíà÷íèì. Ó òîé æå ÷àñ òåìïåðàòóðà íà ãðàíèö³ ³ñòîòíî 
â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä òåìïåðàòóðè â íåñê³í÷åíí³é ïëàñòèí³. 

Ðîçãëÿíóòî òàêîæ âèïàäîê, êîëè 0v = , òîáòî 2expcT S k x= − +( [  
2( )yy a+ − )] . Òóò öåíòð îáëàñò³ íàãð³âó ðîçì³ùåíî â òî÷ö³ (0, )ya . Ïðè ðîç-

ðàõóíêàõ ïðèéìàëè: 0 0T τ= = , 0.02ya = ì. Òåìïåðàòóðà ïðè 0,  x z h= =  

çàëåæíî â³ä êîîðäèíàòè y  äëÿ ìîìåíòó ÷àñó 25t = ñ íàâåäåíà íà ðèñ 3. 
Êðèâà 1 â³äïîâ³äàº ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðè ó íàï³âíåñê³í÷åíí³é ïëàñòèí³, 
êðèâà 2 – ó íåñê³í÷åíí³é. Ðèñ. 4 â àíàëîã³÷íîìó ïîðÿäêó ³ëþñòðóº çàëåæ-
í³ñòü òåìïåðàòóðè â³ä êîîðäèíàòè y  äëÿ ìîìåíòó ÷àñó 50t = ñ çà òàêèõ æå 
óìîâ. 
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 Рис. 3 Рис. 4 

Àíàëîã³÷í³ ðåçóëüòàòè ïðè 0.01ya = , 100t = ñ íàâåäåíî íà ðèñ. 5. Êðè-

âà 1 õàðàêòåðèçóº ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè ó 
íàï³âíåñê³í÷åíí³é ïëàñòèí³ çàëåæíî â³ä 
êîîðäèíàòè y , êðèâà 2 – òàê³ æ ðåçóëü-
òàòè äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ïëàñòèíè. 

ßê âèäíî ç ãðàô³ê³â, òåìïåðàòóðà â 
íåñê³í÷åíí³é ³ íàï³âíåñê³í÷åíí³é ïëàñòèíàõ 
â³äð³çíÿºòüñÿ ò³ëüêè á³ëÿ ãðàíèö³ ïëàñòè-
íè. Ó âñ³õ ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ òåìïåðà-
òóðà ïðè 100t c=  â îáëàñò³ ìàêñèìàëüíèõ 
òåìïåðàòóð âèõîäèòü íà àñèìïòîòè÷íèé 
ðåæèì. 
 Îòæå, ó ðîáîò³ ïîêàçàíî, ùî ðîç-
â’ÿçóâàííÿ íèçêè òðèâèì³ðíèõ çàäà÷ íåñòàö³îíàðíî¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ 
ò³ë öèë³íäðè÷íî¿ ôîðìè çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ òðüîõ îäíîâèì³ðíèõ 
çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³. Ó âèïàäêó çàäà÷ äëÿ öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ç ïåðåð³çîì 
äîâ³ëüíî¿ ôîðìè îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ, ùî ìàº ïîä³áíèé âèãëÿä äî ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ òîíêî¿ ïëàñòèíêè áåç òåïëîâ³ääà÷³. Ï³äõ³ä ìîæå áóòè 
çàñòîñîâàíèì äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ò³ë, ùî íàãð³-
âàþòüñÿ âíóòð³øí³ìè äæåðåëàìè òåïëà òà øëÿõîì òåïëîîáì³íó çà çàêîíîì 
Íüþòîíà çà óìîâè, ùî ôóíêö³¿, ÿê³ îïèñóþòü íàãð³â, ìîæóòü áóòè çîáðàæå-
í³ ó âèãëÿä³ ôóíêö³é ç â³äîêðåìëåíèìè çì³ííèìè.  
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РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ТЕЛ 
НА ОСНОВЕ МОДИФИЦИРОВАННОГО МЕТОДА РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ 
 
Ïîñòðîåíî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òåë öè-
ëèíäðè÷åñêîé ôîðìû, èìåþùèõ òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé è íàãðåâàþùèõñÿ 
âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè òåïëà. Ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç îäíîìåðíûå èí-
òåãðàëû îò ïðîèçâåäåíèÿ ðåøåíèé äîïîëíèòåëüíûõ îäíî- è äâóìåðíûõ çàäà÷ 
òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû 
çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ òðåõ îäíîìåðíûõ çàäà÷. Äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðî-
âàíû òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ ïðè ñîñðåäîòî÷åííîì è íîðìàëüíî-êðóãîâîì íàãðåâå. 
 
SOLUTION OF BOUNDARY-VALUE HEAT CONDUCTION PROBLEMS FOR CYLINDRICAL 
BODIES ON THE BASIS OF MODIFIED METHOD OF SEPARATION OF VARIABLES 
 
A general solution to the non-stationary heat conduction problems for bodies of 
cylindrical shape is constructed. The bodies have heat exchange with the environment 
and are heated by internal heat sources. This solution is presented in terms of one-
dimensional integrals from the products of solutions to auxiliary one- and two-
dimensional heat conduction problems. The cases are noted, when the expressions for 
temperature are written in terms of solutions to three one-dimensional problems. The 
general solutions to auxiliary one-dimensional heat conduction problems are presented. 
The temperature fields under concentrated and normally-circular heating are analyzed 
in detail. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 23.12.03 


