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ÓÄÊ 531.8 
 
Т. В. Завражина 
 
ВПЛИВ ПРУЖНОЇ ПІДДАТЛИВОСТІ ЛАНОК МАНІПУЛЯТОРА 
НА ТОЧНІСТЬ ЙОГО ПОЗИЦІЮВАННЯ. 
II. МЕТОДИКА ТА РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЕЛЬНОГО МОДЕЛЮВАННЯ 
 

Ó äðóã³é ÷àñòèí³ ðîáîòè îáãîâîðþºòüñÿ åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàííÿ ðîçãëÿ-
íóòèõ ìîäåëåé äèíàì³êè ìàí³ïóëÿòîðà äëÿ àíàë³çó ïîêàçíèê³â òî÷íîñò³ ïî-
çèö³þâàííÿ éîãî ðîáî÷èõ îðãàí³â. Âèêëàäåíî ìåòîäèêó ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â 
åâîëþö³éíèõ çàäà÷ äëÿ îòðèìàíèõ ó öèõ ìîäåëÿõ ñèñòåì ð³âíÿíü. Ðîçãëÿíó-
òî ïðèêëàä. 

 
Øèðîêå êîëî òåõí³÷íèõ çàäà÷ âèâ÷åííÿ ðóõ³â ð³çíîìàí³òíèõ ìàøèí ³ 

ìåõàí³çì³â çâîäèòüñÿ äî ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äèíàì³êè çì³øàíèõ ñèñòåì 
çâ’ÿçàíèõ òâåðäèõ ³ ïðóæíèõ ò³ë, ÿê³ âêëþ÷àþòü ã³áðèäí³ ñèñòåìè äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç âçàºìîçâ’ÿçàíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³-
àëüíèõ ð³âíÿíü ³ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. Òðóäíîù³ ïîáóäîâè ðîç-
â’ÿçê³â ã³áðèäíèõ ñèñòåì ð³âíÿíü çíà÷íîþ ì³ðîþ çóìîâëåí³ îñîáëèâîñòÿìè 
¿õ ñòðóêòóðè òà ïîòðåáóþòü ðîçðîáêè ñïåö³àëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â 
³íòåãðóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì. Äåÿê³ ï³äõîäè äî ñêëàäàííÿ ã³áðèäíèõ ñèñòåì 
ð³âíÿíü ó çàäà÷àõ äèíàì³êè â³ëüíîãî ïðóæíîãî ò³ëà òà ãíó÷êî¿ ñèñòåìè áà-
ãàòüîõ ò³ë íàâåäåíî â [3, 11]. Çàïðîïîíîâàíà â [3] ìåòîäèêà äîñë³äæåííÿ ðó-
õ³â çì³øàíèõ ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì áàçóºòüñÿ íà ñóì³ñíîìó âèêîðèñòàíí³ ìåòî-
ä³â òåîð³¿ çáóðåíü ³ ìåòîäó Ôóð’º – Êðèëîâà ðîçâèíåííÿ ðîçâ’ÿçê³â çà âëàñ-
íèìè ôîðìàìè ïðóæíèõ êîëèâàíü äëÿ çâåäåííÿ ¿õ äèñêðåòíî-êîíòèíóàëü-
íèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äî ñèñòåì ç³ ñê³í÷åííîþ ê³ëüê³ñòþ ñòåïåí³â â³ëü-
íîñò³. ¯¿ âèêîðèñòàííÿ ñóòòºâî îáìåæåíå ïðèéíÿòèìè ïðè öüîìó ñïðîùó-
âàëüíèìè ïðèïóùåííÿìè ³ òîìó ³ëþñòðóºòüñÿ íàéïðîñò³øèì âèïàäêîì ðóõó 
ïðóæíîãî ò³ëà. Ñòîñîâíî çàäà÷ ðîáîòîòåõí³êè, òî ã³áðèäí³ ñèñòåìè äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ð³âíÿíü âèíèêàþòü ïðè ïîáóäîâ³ ìîäåëåé äèíàì³êè ìàí³ïóëÿö³é-
íèõ ìåõàí³çì³â ó ðàç³ âðàõóâàííÿ ðîçïîä³ëåíèõ âëàñòèâîñòåé ïðóæíîñò³ òà 
³íåðö³¿ ¿õ âèêîíàâ÷èõ ëàíîê [4–6, 9]. Ñêëàäí³ñòü ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ï³äâè-
ùóºòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì ê³ëüêîñò³ ïðóæíèõ ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà ³ äëÿ áàãà-
òîëàíêîâèõ ìàí³ïóëÿö³éíèõ ñèñòåì âèêîðèñòàííÿ âèêëàäåíîãî â [3] ï³äõîäó 
ç îãëÿäó íà ãðîì³çäê³ñòü ðîçðàõóíê³â ñòàº ïðàêòè÷íî íåìîæëèâèì. 

Ó ö³é ÷àñòèí³ ðîáîòè îáãîâîðþºòüñÿ ìåòîäèêà ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñôîðìó-
ëüîâàíèõ ó ÷àñò. ² [8] çàäà÷ äèíàì³÷íîãî òà ê³íåìàòè÷íîãî êåðóâàííÿ ïðî-
ñòîðîâèìè ðóõàìè áàãàòîëàíêîâîãî æîðñòêîãî ìàí³ïóëÿòîðà, ùî îïèñóþòüñÿ 
ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó 
ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â ñôîðìóëüîâàíèõ çàäà÷ êåðóâàííÿ ïðîñòîðîâèìè ðóõà-
ìè áàãàòîëàíêîâîãî ïðóæíîãî ìàí³ïóëÿòîðà, ùî áàçóºòüñÿ íà ñóì³ñíîìó çà-
ñòîñóâàíí³ ìåòîäó ïî÷àòêîâèõ ïàðàìåòð³â, íåÿâíî¿ ñõåìè Ãóáîëòà çîáðà-
æåííÿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ çà ÷àñîâîþ êîîðäèíàòîþ ¿õ ñê³í÷åííî-ð³çíèöåâè-
ìè àíàëîãàìè òà âèñîêîòî÷íèõ ìåòîä³â ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ æîðñòêèõ 
ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü [1, 2, 4–7, 9]. 

1. Ìåòîäèêà ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ äèíàì³êè ìàí³ïóëÿòîðà ç æîðñòêè-
ìè ëàíêàìè. ßê ïðèêëàä ðåàë³çàö³¿ âèêëàäåíîãî ó ï. 1 [8] ï³äõîäó ðîçãëÿ-
íåìî ð³âíÿííÿ äèíàì³êè æîðñòêîãî äâîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà, ùî òðàíñ-
ïîðòóº âàíòàæ êóëåïîä³áíî¿ ôîðìè ðàä³óñà r . Îñ³ ç’ºäíóâàëüíèõ øàðí³ð³â 

1 2,  O O  ìàí³ïóëÿòîðà ñï³âïàäàþòü â³äïîâ³äíî ç îñÿìè 1 1 2 2,  O y O z  ì³ñöåâèõ 
ñèñòåì êîîðäèíàò: 

 2 2 2 2
1 1 1 2 2 5 2 4 2 3 1 2 2 1 2 4cos sin 2 cosb l b l b b b l l bψ + + θ + θ + θ + ψ θ − ( ) ([ ] [  

 2
5 2 2 2 3 1 2 2 1 7 1 3 2 2 1sin 2 2 sin sin ( cos )b b l b l l g b l b l M− − θ − θ = − ψ + θ + e) ] , 
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 2 2 2
2 2 2 6 1 4 5 2 2 2 3 1 2 2

1 sin 2 2 sin
2

b l b b b b l b l lθ + − ψ − − θ + θ = ( ) ( )[ ]  

 3 2 1 2 2cos singb l M= − ψ θ + e , (18) 

äå 0
1

2

1 1 2 3 2 2 3 3 2 32
2 21

1 1 1 1,  1 ,  1
4 4 2y

r rb J m m m b m m b m m
l ll

   = + + + = + + = + +   
   

, 

 0 0 0 0 0 0
2 3 2 3 2 3

4 5 6 7 1 2 3
1,      ,     ,     
2x x y y z z

b J J b J J b J J b m m m= + = + = + = + + ;  

êðàïêàìè çâåðõó ïîçíà÷åíî äèôåðåíö³þâàííÿ çà ÷àñîì. 
Ïîáóäîâó ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ äèíàì³÷íîãî êåðóâàííÿ ìàí³ïóëÿòîðîì ³ç 

æîðñòêèìè ëàíêàìè ìîæíà çä³éñíèòè øëÿõîì ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü âèãëÿ-
äó (18) (àáî â çàãàëüíîìó âèïàäêó âèãëÿäó (1) ç [8]) ç â³äïîâ³äíèìè ïî÷àòêî-
âèìè óìîâàìè îäíèì ³ç ìåòîä³â ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü ïîòð³áíó òî÷í³ñòü îá÷èñëåíü. Ó 
ö³é ðîáîò³ çàñòîñîâàíî ÿâíèé ìåòîä Ðóíãå – Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêó [10]. Âèçíà-
÷åííÿ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ ê³íåìàòè÷íîãî êåðóâàííÿ ìàí³ïóëÿòîðîì ôàêòè÷íî 
çâîäèòüñÿ äî íåîáõ³äíîñò³ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ çîâí³øí³õ ìîìåíò³â ³ç 
ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü (18) (àáî (1) ç [8]).  

2. Ìåòîäèêà ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ äèíàì³êè ìàí³ïóëÿòîðà ç ïðóæíè-
ìè ëàíêàìè. Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçê³â ñôîðìóëüîâàíèõ çàäà÷ êåðóâàííÿ ïðîñòî-
ðîâèìè ðóõàìè ïðóæíîãî ìàí³ïóëÿòîðà ïîâ’ÿçàíà ç³ çíà÷íèìè òðóäíîùàìè 
îá÷èñëþâàëüíîãî õàðàêòåðó, ÿê³ âèêëèêàí³ íàÿâí³ñòþ âçàºìîçâ’ÿçêó ñóòòºâî 
íåë³í³éíèõ ã³áðèäíèõ ð³âíÿíü, ùî âõîäÿòü ó ñèñòåìó (15) ç [8], ³ íåðîçâ’ÿç-
í³ñòþ îñòàíí³õ â³äíîñíî ñòàðøèõ ïîõ³äíèõ çà ÷àñîì. Ç ìåòîþ ¿õ ïîäîëàííÿ 
ïðîïîíóºòüñÿ íàñòóïíèé ï³äõ³ä äî ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðîçãëÿíóòèõ â 
ï. 2 ç [8] åâîëþö³éíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç³ çâè÷àéíèìè òà 
÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè çà ÷àñîâîþ êîîðäèíàòîþ ³ ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè 
çà ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ. Ï³äõ³ä âêëþ÷àº òðè åòàïè:  

– ³íòåãðóâàííÿ çà ÷àñîì âèä³ëåíî¿ ç (15) ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ð³âíÿíü; 

– ÷àñîâó äèñêðåòèçàö³þ çàëèøåíî¿ â (15) ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè; 

– ïîáóäîâó ðîçâ’ÿçê³â áàãàòîòî÷êîâî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ñèñòåìè çâè-
÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ùî âèíèêàº ó êîæíîìó âóçë³ ÷àñîâî¿ 
äèñêðåòèçàö³¿, çà íåïåðåðâíîþ ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ. 

Íà ïåðøîìó åòàï³ ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü çà ÷à-
ñîì, ÿêà ì³ñòèòüñÿ ó (15), çâåäåìî äî ôîðìè Êîø³ é çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ( , , )
d

t
dt

=y
f y y , (19) 

äå 1 2( (0), (0), , (0))N=y      – âåêòîð-ôóíêö³ÿ øóêàíèõ çì³ííèõ (0)n =  

, , ,( (0), (0), (0))x n y n z n= ω ω ω  ðîçì³ðíîñò³ 3 ,  1,N n N= ; ( , , )tf y y  – ó çàãàëüíîìó 

âèïàäêó íåë³í³éíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ (ðîçì³ðíîñò³ 3N ) â³ä çàëåæíî¿ y  ³ íåçà-
ëåæíî¿ t  çì³ííèõ, à òàêîæ â³ä íåâ³äîìî¿ íà öüîìó åòàï³ âåêòîðà-ôóíêö³¿ 

1 2( (0), (0), , (0))N=y      çì³ííèõ , , ,(0) ( (0), (0), (0))n x n y n z n= ε ε ε  ðîçì³ðíîñò³ 

3N . Òàêèé âèãëÿä âåêòîð³â ,  ,  ( , , )ty y f y y   ìàº ì³ñöå ò³ëüêè äëÿ âèïàäêó çà-
äàííÿ àáî âèçíà÷åííÿ êóòîâèõ ïðèñêîðåíü â³äíîñíèõ ïîâîðîò³â ëàíîê. Ïðè 
ðîçãëÿä³ ïîñòàíîâîê çàäà÷ êåðóâàííÿ, ñôîðìóëüîâàíèõ ó òåðì³íàõ êóò³â 
â³äíîñíèõ ïîâîðîò³â ëàíîê, âêàçàí³ âåêòîðè ïîâèíí³ áóòè äîïîâíåí³ êîìïî-

íåíòàìè, ùî â³äïîâ³äàþòü çì³ííèì 1 2 1 2 1 2, , , ,  , , , ,  , , ,N N Nθ ϕ ψ θ ϕ ψ θ ϕ ψ       . 
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Ïðèïóùåíó íà äðóãîìó åòàï³ äèñêðåòèçàö³þ çà ÷àñîì ãðóïè äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ó ñèñòåì³ (15) âèêîíàºìî çà äîïî-

ìîãîþ çàì³íè äèôåðåíö³àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü âèãëÿäó 
2

2
,  ,  n n nv w v

t t t

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

, 

2

2
nw

t

∂

∂
 ¿õ ñê³í÷åííî-ð³çíèöåâèìè àíàëîãàìè â³äïîâ³äíî äî íåÿâíî¿ ñõåìè Ãó-

áîëòà [1], çà ÿêîþ ïîõ³äí³ 
2

2
,  X X

t t
∂ ∂
∂ ∂

 äåÿêî¿ ôóíêö³¿ X  ó äåÿêèé ïîòî÷íèé 

ìîìåíò ÷àñó 1it t +=  àïðîêñèìóºìî âèðàçàìè 

 
1 1

2 2

1 12 2 2
1 1

11 2,  
6

i i

f s
t t

t t t t

X X X XX X X X
t t t t t t+ +

+ +
+ +

∂ ∂ ∂ ∂= = + = = +
∂ ∂ ∆ ∂ ∂ ∆

,(20) 

³ ïåðåòâîðåííÿ íåë³í³éíèõ ÷ëåí³â òèïó äîáóòêó X Y⋅  äâîõ ôóíêö³é íà 
îñíîâ³ ð³çíèöåâîãî çîáðàæåííÿ 

 
1 1 1it t t tXY XY X Y

+ + += = ⋅ , (21) 

äå  t∆  – êðîê äèñêðåòèçàö³¿ çà ÷àñîì, 1i it t t+ = + ∆ ,  

1 2 1 2

2

18 9 2 5 4
,      

6 ( )

t t t t t tf s
X X X X X X

X X
t t

− − − −− + − − + −
= =

∆ ∆
. 

Ç óðàõóâàííÿì (20), (21) ó ìîìåíò ÷àñó 1it +  çàì³íèìî âêàçàíó ãðóïó 
ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè äëÿ n -¿ ïðóæíî¿ ëàíêè ñèñòåìîþ çâè÷àé-
íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç íåïåðåðâíîþ ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ: 

 
2

2 2
12 1

1

(0) ( (0) (0)) cos ( , )x y zt t
t

uEF F a F x g X x
x + +

+

∂ = ρ − ρ ω + ω +
∂

[ ] ,  

 
4 2 2

4 2 2 2
1 11 1

2
z

t t tt t t

d v d u dv du d vEJ EF F v
dx dxdx dx dx t+ ++ +

 − + + ρ =  ∆ 
 

 
11 1

(0) (0) (0) (0) cos ( , )s
y z x ytt t

Fa Fx F x v g X y++ +
= −ρ − ρ ε + ρ − ω ω − +[ ] , 

 
4 2 2

4 2 2 2
1 11 1

2
y

t t tt t t

d w d u dw du d wEJ EF F w
dx dxdx dx dx t+ ++ +

 − + + ρ =  ∆ 
 

 
1 1 1

(0) (0) (0) (0) cos ( , )s
z y x zt t t

F a Fx F x w g X z+ + +
= − ρ + ρ ε + ρ − ω ω − +[ ] , 

 
2

12
1

(0)x x x t
t

GJ J
x +

+

∂ γ = ρ ε
∂

, (22) 

äå 
1 2 1 2

2 2

5 4 5 4
,     

( ) ( )

t t t t t ts s
v v v w w w

v w
t t

− − − −− + − − + −
= =

∆ ∆
. 

Ï³ñëÿ âèêîíàííÿ àíàëîã³÷íèõ ïåðåòâîðåíü ó ðîçãëÿäóâàíèé ìîìåíò ÷à-
ñó äëÿ â³äïîâ³äíèõ ãðàíè÷íèõ ð³âíÿíü (17), ÿê³ ì³ñòÿòü ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ çà 
÷àñîâîþ êîîðäèíàòîþ, ïåðåõîäèìî äî ðåàë³çàö³¿ òðåòüîãî åòàïó ïîáóäîâè 
ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (15)–(17) (äèâ. [8]). Îòðèìàíó âèùå ë³í³éíó áàãàòîòî÷êîâó 
íàï³âäèñêðåòíó êðàéîâó çàäà÷ó áóäåìî ðîçâ’ÿçóâàòè çà äîïîìîãîþ ìîäèô³-
êîâàíîãî ìåòîäó ïî÷àòêîâèõ ïàðàìåòð³â, çàïðîïîíîâàíîãî ðàí³øå â [4–6, 9]. 
Äëÿ öüîãî, âèêîíóþ÷è çàì³íó çì³ííèõ 1 2 2 1 1,   / ,  ,   /N Nx x x l x l x l x l= = =  

³ îïóñêàþ÷è ³íäåêñ 1it +  ó øóêàíèõ çì³ííèõ, ïîäàìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (22) ó ôîðì³ Êîø³: 



123 

 1( ) ( ),        0d A x x x l
dx

= + ≤ ≤z z b ,  (23) 

äå ( )xz  – âåêòîð-ôóíêö³ÿ øóêàíèõ çì³ííèõ ðîçì³ðíîñò³ 19p N= , ÿêà äëÿ 
âèïàäê³â äèíàì³÷íîãî òà ê³íåìàòè÷íîãî êåðóâàíü â³äïîâ³äíî ìàº âèãëÿä  

 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , (0), (0), , (0), (0), (0), , (0), , , , )N N N N= θ ϕ ψz z z z             , 

 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , (0), (0), , (0), (0), (0), , (0), , , , )N N N NM M M= e e ez z z z           

ç êîìïîíåíòàìè 

 
2 3 2 3

2 3 2 3
, , , , , , , , , , ,n n n n n n n n

n n n n n

u v v v w w w
u v w

x x x xx x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂γ = γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
z , 

 , , , , , ,(0) ( (0), (0), (0)),     (0) ( (0), (0), (0)),   1,n x n y n z n n x n y n z na a a n N= = ε ε ε =  ; 

( )A x  – ìàòðèöÿ-ôóíêö³ÿ ðîçì³ðó p p× ; ( )xb  – âåêòîð-ôóíêö³ÿ ïðàâèõ 
÷àñòèí ðîçì³ðíîñò³ p , ÿêà îá÷èñëþºòüñÿ íà îñíîâ³ âèçíà÷åíèõ ó ïîïåðåäí³ 

ìîìåíòè ÷àñó 2 1,  ,  i i it t t− −  çíà÷åíü âåêòîðà z . Îñê³ëüêè òèï êåðóâàííÿ íå 

âïëèâàº íà ôîðìó ð³âíÿíü (23) ³ ôóíêö³¿ 1 2, , , Nθ ϕ ψ    àáî 1 2, , , NM M Me e e  íå 

çàëåæàòü â³ä ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè x , ñòðóêòóðà ìàòðèö³ ( )A x  ³ âåêòîðà 

( )xb  íå çì³íþºòüñÿ äëÿ ñôîðìóëüîâàíèõ çàäà÷ êåðóâàííÿ. 

Ãðàíè÷í³ ð³âíÿííÿ (16), (17) (äèâ. [8]) íà ê³íöÿõ ñòåðæí³â 10,  x x l= =  
çàïèøåìî ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿä³ 

 1(0, ) 0,              (0, ) ( , ) 0F t S t G l t= + =z z z . (24) 

Ìàòðèö³ ,  ,  F S G  ìàþòü ðîçì³ðè â³äïîâ³äíî 6 ,  13 ,  13N p N p N p× × ×  ³ âè-
çíà÷àþòüñÿ ñïîñîáîì çàêð³ïëåííÿ ê³íö³â ñòåðæí³â. 

Çâåäåìî îòðèìàíó ó âóçë³ 1it +  äèñêðåòèçàö³¿ çà ÷àñîì äâîòî÷êîâó êðà-
éîâó çàäà÷ó (23), (24) äî çàäà÷³ Êîø³ ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü (23) ç âåêòîðîì 

ïî÷àòêîâèõ óìîâ 1 2(0) ( (0), (0), , (0)) ,  6pz z z N=z    êîìïîíåíò ÿêîãî çã³äíî ç 

ïåðøèì ãðàíè÷íèì ð³âíÿííÿì ç ãðóïè (24) º â³äîìèìè. Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîì-
ïîíåíò âåêòîðà (0)z , ÿê³ º íåâ³äîìèìè, çàïèøåìî â³äïîâ³äíèé éîìó âåêòîð 
ðîçâ’ÿçê³â ( )xz  ð³âíÿííÿ (23) ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( )x x x∗ ∗∗= +z z z , (25) 

äå 1 1 2 2( ) ( ( ) , ( ) , , ( ) ) ,         h h h
p px z x z x z x h H∗ = δ δ δ ∈z   , 

1 1 2 2( ) ( ( ) , ( ) , , ( ) ) ,        h h h
p px z x z x z x h H∗∗ = δ δ δ ∉z   ; 

,  1,h pνδ ν = , – ñèìâîë Êðîíåêåðà; H  – 13N -âèì³ðíà ìíîæèíà ³íäåêñ³â ïî-

÷àòêîâèõ óìîâ, ÿêèõ íå âèñòà÷àº. 

Âåêòîð ( )x∗z  ïîäàìî ó ôîðì³ 

 0( ) ( ) ( )bx Z x x∗ = +z C z , (26) 

0 ( ) ( ) ,  hZ x x h H= ∈z , – çð³çàíà ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ðîçâ’ÿçê³â ðîç-

ì³ðó 13p N×  â³äïîâ³äíî¿ äî (23) îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè 

 
0

0( )d A x
dx

=z z  (27) 

ç ìàòðèöåþ ïî÷àòêîâèõ óìîâ 0 (0) (0) ,  hZ h H= ∈z , âåêòîð³â ñòàí³â 

1 2(0) ( , , ..., )h h h
h p= δ δ δz T  ðîçì³ðíîñò³ ;   ( )bp xz  – âåêòîð ÷àñòêîâîãî ðîçâ’ÿçêó 

ðîçì³ðíîñò³ p  íåîäíîð³äíî¿ ñèñòåìè (23) ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè 
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óìîâàìè; 1 2( , , , )N=C C C C   – âåêòîð ñòàëèõ ³íòåãðóâàííÿ ðîçì³ðíîñò³ 

13N , êîìïîíåíòè ñêëàäîâî¿ ,  1,n n N=C , ÿêîãî äëÿ ïðèéíÿòîãî â ï. 2 [8] 
ñïîñîáó ç’ºäíàííÿ ïðèëåãëèõ ñòåðæí³â ìàþòü âèãëÿä: 

 
1

2

2 , 3 2

(0) (0)
,         (0),        n n nn n

x n

du d v
C C a C

dx dx
= = = ,  

   

3

4 5 , 6 ,3

(0)
,       (0),         (0)n n nn

y n z n

d v
C C a C

dx
= = = ε , 

 
9

2 3

7 8 ,2 3

(0) (0)
,        ,      (0)n n nn n

z n

d w d w
C C C a

dx dx
= = = , 

  

10 11 12
  , , 13

(0)
(0),        ,        (0),        n n n nn

y n x n n

d
C C C C

dx
γ

= ε = = ε = θ . 

Ï³ñëÿ âèêîíàííÿ ïîáóäîâè ìàòðèö³ 0 ( )Z x  ³ âåêòîðà ( )b xz  øëÿõîì ÷è-
ñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü (27) ³ (23) ç â³äïîâ³äíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâà-

ìè âåêòîð (0)∗z  ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ÿêèõ íå âèñòà÷àº, îá÷èñëþºìî íà îñíîâ³ 
çîáðàæåííÿ (26) ç óìîâ âèêîíàííÿ äðóãîãî ç ãðàíè÷íèõ ð³âíÿíü (24). Òîä³, 
ÿêùî ââàæàòè â³äîìèì ñòàí ìàí³ïóëÿòîðà â ìîìåíòè ÷àñó 1 2,   ,   i i it t t− − , 

âåêòîð ( )xz  ìîæíà âèçíà÷èòè â ìîìåíò ÷àñó 1it +  ³íòåãðóâàííÿì ð³â-
íÿíü (23) ç îñòàòî÷íî ñôîðìîâàíèì â³äïîâ³äíî äî (25) âåêòîðîì ïî÷àòêîâèõ 
óìîâ (0)z . 

Îñê³ëüêè ( ) ( , )A x A x t= ∆  ³ ( ) ( , )x x t= ∆b b , òî åêâ³âàëåíòíà (22) ñèñòåìà 
çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (23) â³äíîñèòüñÿ äî æîðñòêîãî òèïó [2, 
7] ³, îòæå, ¿¿ ðîçâ’ÿçêè ì³ñòÿòü îäíî÷àñíî êîìïîíåíòè, ùî ïîâ³ëüíî çì³íþ-
þòüñÿ ³ øâèäêî çàòóõàþòü. Íàÿâí³ñòü îñòàíí³õ ³ñòîòíî óòðóäíþº ïîáóäîâó 
ðîçâ’ÿçê³â íà âåëèêèõ ³íòåðâàëàõ. ßê ïîêàçàëè äîñë³äæåííÿ [4–6, 9], âèìîãà 
îòðèìàííÿ çá³æíèõ ðîçâ’ÿçê³â ñôîðìóëüîâàíèõ çàäà÷ êåðóâàííÿ äëÿ ð³â-
íÿíü (22) ïðèçâîäèòü äî íåîáõ³äíîñò³ âèáèðàòè êðîê t∆  äèñêðåòèçàö³¿ çà 
÷àñîì äîñèòü ìàëèì. Ïðîòå ç³ çìåíøåííÿì t∆  æîðñòê³ñòü ñèñòåìè (23) 
çðîñòàº ³, îòæå, ï³äâèùóþòüñÿ âèìîãè äî ñò³éêîñò³ âèêîðèñòîâóâàíèõ ìåòî-
ä³â ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ ³ ç îãëÿäó íà öå çàñòîñóâàííÿ ÿâíèõ ìåòîä³â 
Ðóíãå – Êóòòà (äèâ. ï. 1) ñòàº ïðàêòè÷íî íåìîæëèâèì. Ç ìåòîþ ïîäîëàííÿ 
âêàçàíèõ òðóäíîù³â çàëó÷àëè ðîçâèíåíó ðàí³øå â [4–6, 9] ÷èñåëüíó ïðîöå-
äóðó, ùî  áàçóºòüñÿ íà ñóì³ñíîìó çàñòîñóâàíí³ ìåòîä³â Ðóíãå – Êóòòà 4-ãî 
ïîðÿäêó òà äèñêðåòíî¿ îðòîãîíàë³çàö³¿ Ãîäóíîâà [2]. 

Òàêèì ÷èíîì, íà îñíîâ³ ðîçðîáëåíîãî îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó äëÿ 
âèçíà÷åííÿ ñòàíó ìàí³ïóëÿòîðà â ðîçãëÿäóâàíèé ìîìåíò ÷àñó 1it +  íåîáõ³ä-
íî ñïî÷àòêó, çàñòîñîâóþ÷è áàãàòîêðîêîâèé ìåòîä ïðåäèêòîð-êîðåêòîð (íà-
ïðèêëàä, Àäàìñà – Áàøôîðòà) [1, 10], ïðî³íòåãðóâàòè ð³âíÿííÿ (19) ³ çíàéòè 
òèì ñàìèì ó öåé ìîìåíò ÷àñó çíà÷åííÿ âåêòîðà-ôóíêö³¿ ÷àñó y , âèêîðèñ-
òàâøè îá÷èñëåí³ äëÿ ÷îòèðüîõ ïîïåðåäí³õ ìîìåíò³â ÷àñó çíà÷åííÿ âåêòîð³â-
ôóíêö³é ÷àñó ,  y y . Ïîò³ì íà îñíîâ³ â³äïîâ³äíèõ êîìïîíåíò âåêòîðà y  íàëå-

æèòü îá÷èñëèòè ìàòðèö³ 1, 1,,  n n n nB B− −
 , ð³çí³ âèïàäêè ï³äðàõóíêó ÿêèõ çà-

ëåæíî â³ä îð³ºíòàö³¿ îñüîâî¿ ë³í³¿ öèë³íäðè÷íîãî øàðí³ðà ðîçãëÿíóòî â [4]. 
Ï³ñëÿ öüîãî çà îïèñàíîþ âèùå ñõåìîþ âèêîíóºòüñÿ ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó êðà-
éîâî¿ çàäà÷³ (23), (24) ç ïîäàëüøèì óòî÷íåííÿì âåêòîðà-ôóíêö³¿ y  íà 
îñíîâ³ ìåòîäó ïðåäèêòîð-êîðåêòîð ³ â³äáóâàºòüñÿ ïåðåõ³ä äî íàñòóïíîãî 
âóçëà 2it +  äèñêðåòèçàö³¿ çà ÷àñîì. 

3. Îáãîâîðåííÿ ðåçóëüòàò³â. Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ çàäà÷³ 
äèíàì³÷íîãî êåðóâàííÿ ïðîñòîðîâèìè ðóõàìè äâîëàíêîâîãî ðîáîòà-ìàí³ïó-
ëÿòîðà øàðí³ðíî-ñòåðæíåâî¿ ñòðóêòóðè, ðîçãëÿíóòîãî ó äâîõ âèêëàäåíèõ 
âèùå ïîñòàíîâêàõ. Ïåðøà ç íèõ â³äïîâ³äàº âèïàäêó àáñîëþòíî æîðñòêèõ 
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ëàíîê ³, ÿê ïîêàçàíî â ï. 1 [8], çâîäèòüñÿ ³ç çàëó÷åííÿì ôîðìàë³çìó 
Ëàãðàíæà äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (18). Äðóãà 
ïîñòàíîâêà ôîðìóëþºòüñÿ â òåðì³íàõ ïðóæíîï³ääàòëèâèõ ëàíîê, ùî ìàþòü 
åêâ³âàëåíòí³ ô³çè÷í³ òà ãåîìåòðè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè, ³ çâîäèòüñÿ íà îñíîâ³ 
çàïðîïîíîâàíîãî â ï. 2 [8] ï³äõîäó äî ã³áðèäíî¿ ìîäåë³ (15)–(17). Ï³äõ³ä, ùî 
áàçóºòüñÿ íà ïîð³âíÿëüíîìó àíàë³ç³ îäåðæàíèõ ó äâîõ ïîñòàíîâêàõ äèíà-
ì³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìàí³ïóëÿòîðà, ìîæå áóòè åôåêòèâíèì çàñîáîì îö³íêè 
òî÷íîñò³ ïîçèö³þâàííÿ éîãî ðîáî÷èõ îðãàí³â çà ðàõóíîê ìîæëèâîñò³ âèçíà-
÷åííÿ ïîõèáêè ïîçèö³þâàííÿ, ÿêà º îäí³ºþ ç îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðî-
ìèñëîâîãî ðîáîòà ³ çàëåæèòü â³ä ïðóæíî¿ ï³ääàòëèâîñò³ êîíñòðóêö³¿ ìàí³ïó-
ëÿòîðà. Ââàæàþ÷è, ùî ïðè âèêîíàíí³ òåõíîëîã³÷íèõ îïåðàö³é ðîáî÷³ îðãàíè 
ìàí³ïóëÿòîðà (çîêðåìà, ñõîï) ó êîæåí ìîìåíò ÷àñó ïîâèíí³ çàéìàòè ö³ëêîì 
âèçíà÷åíå ïîëîæåííÿ â ïðîñòîð³ (ïðîãðàìíå ïîëîæåííÿ), ÿêå çàäàºòüñÿ 
ïðîãðàìíèìè çíà÷åííÿìè óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò 1 1 2 2( ),  ( )q q t q q t= = , îá-
÷èñëåíèìè â æîðñòê³é ïîñòàíîâö³ äëÿ âèïàäêó äèíàì³÷íîãî êåðóâàííÿ, áó-
äåìî âèçíà÷àòè çóìîâëåí³ ïðóæíîþ ï³ääàòëèâ³ñòþ ïîõèáêè ïîçèö³þâàííÿ 

öåíòðà ìàñ 0
3O  ò³ëà, ÿêå ïåðåíîñèòü ìàí³ïóëÿòîð, ñòîñîâíî äî éîãî ïðîãðàì-

íîãî ïîëîæåííÿ íà îñíîâ³ íàñòóïíèõ ôîðìóë: 

 2 2 2 2
3 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2

2 2

( ) ( )
( ),  ( ) ( ) ,  ( ) ( )

v l w l
x u l y v l l r z w l l r

x x
∂ ∂

∆ = ∆ = + + ∆ = + +
∂ ∂

. 

Îá÷èñëåííÿ âèêîíàíî äëÿ íàâåäåíèõ íèæ÷å ïàðàìåòð³â êîíñòðóêö³¿ ìà-
í³ïóëÿòîðà. Ëàíêè ìîäåëþâàëè ñòàëüíèìè ñòåðæíÿìè ê³ëüöåâîãî ïîïåðå÷-
íîãî ïåðåð³çó ç âíóòð³øí³ìè 1 2 0.06d d= = ì ³ çîâí³øí³ìè 1 2 0.07D D= = ì 

ä³àìåòðàìè ³ äîâæèíàìè 1 1l = ì, 2 0.8l = ì â³äïîâ³äíî. Ù³ëüí³ñòü ìàòåð³àëó 

ñòåðæí³â 3
1 2 7.85 10ρ = ρ = ⋅ êã/ì3, ìîäóë³ ïðóæíîñò³ 11

1 2 2.1 10E E= = ⋅ Ïà, 
10

1 2 7.9 10G G= = ⋅ Ïà. Âàíòàæ, ÿêèé ïåðåíîñèòüñÿ ìàí³ïóëÿòîðîì, º êóëå-

ïîä³áíèì îäíîð³äíèì àáñîëþòíî òâåðäèì ò³ëîì ðàä³óñà 0.05r = ì ³ ìàñè 
0.5M = êã. Ïðèéíÿòî, ùî îñ³ ïåðøîãî òà äðóãîãî ç’ºäíóâàëüíèõ øàðí³ð³â 

ñï³âïàäàþòü â³äïîâ³äíî ç îñÿìè 1 1O y  ³ 2 2O z  ì³ñöåâèõ ñèñòåì êîîðäèíàò. 
Ó âèõ³äíîìó ïîëîæåíí³ ìàí³ïóëÿòîð ïåðåáóâàº ó ñòàí³ ñïîêîþ; éîãî 

ê³íåìàòè÷íèé ëàíöþã âèòÿãíóòèé â îäíó ïðÿìó ë³í³þ, âçäîâæ ÿêî¿ ñïðÿìî-
âàíî êîîðäèíàòí³ îñ³ 1 1 1,  O X O x  ³ 2 2O x . 

Äèíàì³÷íå êåðóâàííÿ ïðîñòîðîâèìè ðóõàìè ìàí³ïóëÿòîðà çä³éñíþâàëè 

øëÿõîì çì³íè çîâí³øí³õ ìîìåíò³â e e
1 2( ),  ( )M t M t  ó ç’ºäíóâàëüíèõ øàðí³ðàõ 

íà â³äð³çêó ÷àñó 0 6t≤ ≤ ñ âèâ÷åííÿ ðóõó ìàí³ïóëÿö³éíî¿ ñèñòåìè. Çàäàíèé 
çàêîí ïðîãðàìíîãî êåðóâàííÿ ìàí³ïóëÿòîðîì íàâåäåíî íà ðèñ. 1 ³ ìàº ãàð-
ìîí³÷íèé õàðàêòåð. 

   

Рис. 1 
Îá÷èñëåí³ â ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ äèíàì³÷íîãî êåðóâàííÿ êóòè 

ïîâîðîò³â 1 2( ),  ( )t tψ θ , çâ’ÿçàíèõ ç ëàíêàìè ì³ñöåâèõ ñèñòåì êîîðäèíàò 

1 1 1 1 2 2 2 2,  O x y z O x y z  â³äíîñíî ³íåðö³éíî¿ 1O XYZ  ³ ì³ñöåâî¿ 1 1 1 1O x y z  ñèñòåì 
êîîðäèíàò ó æîðñòêîìó âèïàäêó (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) ³ â³äíîñíî ³íåðö³éíî¿ 

1O XYZ  ³ äîäàòêîâî¿ 2 1 1 1O x y z∗ ∗ ∗  ñèñòåì êîîðäèíàò ó ïðóæíîìó âèïàäêó (ñó-

ö³ëüí³ ë³í³¿) íàâêîëî îñåé 1 1 2 2,  O y O z , â³äïîâ³äíî çîáðàæåíî íà ðèñ. 2. Âè-
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çíà÷åí³ äëÿ æîðñòêî¿ ³ ïðóæíî¿ ïîñòàíîâîê çíà÷åííÿ âêàçàíèõ êóò³â ñï³âïà-
äàþòü ç òî÷í³ñòþ äî òðåòüî¿ çíà÷óùî¿ öèôðè ò³ëüêè íà â³äð³çêó ÷àñó 
0 3.15t≤ ≤ ñ. Ó íàñòóïí³ ìîìåíòè ÷àñó â³äì³ííîñò³ çíà÷åíü öèõ êóò³â äëÿ 
ðîçãëÿíóòèõ ïîñòàíîâîê ñòàþòü â³çóàëüíî ëåãêî ïîì³òíèìè. 

    
Рис. 2 

Âêàçàí³ îñîáëèâîñò³ ïîâåä³íêè ðîçãëÿäóâàíî¿ ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè çíà÷-
íîþ ì³ðîþ çóìîâëåí³ ðîçâèòêîì ïðîöåñó ïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ ëàíîê, 
ÿêèé íà ïåðøîìó ïåð³îä³ êåðóþ÷î¿ ä³¿ ìàº êâàç³ñòàòè÷íèé õàðàêòåð ³ â íà-
ñòóïí³ ìîìåíòè ÷àñó âèÿâëÿº âëàñòèâîñò³ âèñîêî÷àñòîòíèõ êîëèâàíü àìïë³-
òóäè, ÿêà çðîñòàº. Âèíèêíåííÿ âêàçàíèõ êîëèâàëüíèõ ïðîöåñ³â, ïîâ’ÿçàíèõ 
³ç íàÿâí³ñòþ ïðóæíî¿ ï³ääàòëèâîñò³ ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà, ìîæíà ñïîñòåð³ãà-
òè ïðè 1.5 6t< < ñ íà ðèñ. 3, äå çîáðàæåíî ôóíêö³¿ ïåðåì³ùåíü 1 1( , )v l t , 

2 2( , )v l t  ³ 1 1( , )w l t , 2 2( , )w l t  ³ êóò³â çàêðó÷óâàííÿ 1 1( , )l tγ , 2 2( , )l tγ  ê³íö³â 

ñòåðæí³â. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè 0 1.5t≤ ≤ ñ ö³ ôóíêö³¿ º ãëàäêèìè ³ ïðîöåñ 
äåôîðìóâàííÿ ëàíîê â³äáóâàºòüñÿ êâàç³ñòàòè÷íî. Íàéá³ëüøèõ àìïóë³òóäíèõ 
çíà÷åíü âêàçàí³ ôóíêö³¿ äîñÿãàþòü íà â³äð³çêó ÷àñó 1.5 6t≤ ≤ ñ. Âîíè 

ñêëàäàþòü â³äïîâ³äíî äëÿ ïåðøî¿ ëàíêè 2
1 1 max
( , ) 1.607 10v l t −= ⋅ ì, 

4
1 1 max
( , ) 4.5772 10w l t −= ⋅ ì, 3

1 1 max
( , ) 5.4789 10l t −γ = ⋅  ðàä. ³ äëÿ äðóãî¿ 

ëàíêè 4
2 2 max
( , ) 1.9541 10v l t −= ⋅ ì, 4

2 2 max
( , ) 9.9512 10w l t −= ⋅ ì, 

5
2 2 max
( , ) 1.1211 10l t −γ = ⋅  ðàä. 

   

   

   

Рис. 3 
Ïîõèáêè ïîçèö³þâàííÿ 3 3 3( ),  ( ),  ( )x t y t z t∆ ∆ ∆  öåíòðà ìàñ âàíòàæó, ÿêèé 

òðàíñïîðòóºòüñÿ ìàí³ïóëÿòîðîì, ÿê ôóíêö³¿ ÷àñó çîáðàæåíî íà ðèñ. 4. Ìàê-
ñèìàëüí³ àáñîëþòí³ çíà÷åííÿ âêàçàíèõ ôóíêö³é ñÿãàþòü 3 max

( )x t∆ =  
53.3484 10−= ⋅ ì, 4

3 max
( ) 4.485 10y t −∆ = ⋅ ì, 3

3 max
( ) 2.5084 10z t −∆ = ⋅ ì. Î÷å-

âèäíî, ùî ìàêñèìàëüíà ïîõèáêà ïîçèö³þâàííÿ çà êîîðäèíàòîþ x  çíà÷íî 

íèæ÷à çà äîïóñòèìó ïîõèáêó ( 3 410 10− −≈ ÷ ì), ÿêó ïðèéìàþòü íàé÷àñò³øå 
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ïðè ðîçðàõóíêàõ ðåàëüíèõ ìàí³ïóëÿòîð³â, íà â³äì³íó â³ä ïîõèáîê ïîçèö³þ-
âàííÿ çà êîîðäèíàòàìè y  ³ z , çíà÷åííÿ ÿêèõ ñòàþòü áëèçüêèìè äî ãðàíè÷-
íèõ. 

 

 

 

Рис. 4 
Òàêèì ÷èíîì, óðàõóâàííÿ ðîçïîä³ëåíèõ âëàñòèâîñòåé ïðóæíîñò³ òà 

³íåðö³¿ ëàíîê äîçâîëÿº íå ò³ëüêè òî÷í³øå îïèñàòè äèíàì³êó ðåàëüíèõ ïðî-
ìèñëîâèõ ðîáîòîòåõí³÷íèõ ñèñòåì, àëå é äàòè ê³ëüê³ñí³ îö³íêè äèíàì³÷íèõ 
õàðàêòåðèñòèê ¿õ êåðóþ÷èõ îðãàí³â. ×èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ äèíàì³êè òàêèõ 
ñèñòåì, ùî áàçóºòüñÿ íà ïîð³âíÿëüíîìó àíàë³ç³ ¿õ ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ (æîðñ-
òêèõ) ³ ïðóæíîêîíòèíóàëüíèõ ìîäåëåé, íàäàº ìîæëèâ³ñòü ðîçðîáèòè ðåêî-
ìåíäàö³¿ ùîäî ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ ïîçèö³þâàííÿ ìàí³ïóëÿòîð³â, êîíñòðóê-
ö³ÿ ÿêèõ ìàº ïðóæíó ï³ääàòëèâ³ñòü. 
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ВЛИЯНИЕ УПРУГОЙ ПОДАТЛИВОСТИ ЗВЕНЬЕВ МАНИПУЛЯТОРА  
НА ТОЧНОСТЬ ЕГО ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ.  
II. МЕТОДИКА И РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  
 
Âî âòîðîé ÷àñòè îáñóæäàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðåííûõ ìîäå-
ëåé äèíàìèêè ìàíèïóëÿòîðà äëÿ àíàëèçà ïîêàçàòåëåé òî÷íîñòè ïîçèöèîíèðîâà-
íèÿ åãî ðàáî÷åãî îðãàíà. Èçëîæåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ 
çàäà÷ äëÿ ïîëó÷åííûõ â ýòèõ ìîäåëÿõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ðàññìîòðåí ïðèìåð. 
 
INFLUENCE OF ELASTIC PLIABILITY OF MANIPULATOR LINKS  
ON PRECISION OF ITS POSITIONING.  
II. TECHNIQUE AND RESULTS OF NUMERICAL SIMULATION 
 
In the second part the efficiency of considered models, used for the analysis of the ma-
nipulator positioning accuracy, is discussed. The technique to construct the solutions to 
the evolutional problems for the systems of equations obtained in these models is pre-
sented. An example is considered. 
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