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ÓÄÊ 539.3 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ЕХО-СИГНАЛІВ SH-ХВИЛЬ ВІД ТОНКОСТІННИХ 
ПРУЖНИХ ЖОРСТКО ПІДКРІПЛЕНИХ ВКЛЮЧЕНЬ 
 

Çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà ÷àñîì, ìåòîäó çðîùóâàí-
íÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàä³â òà ìåòîäó íóëüîâîãî ïîëÿ äîñë³äæåíî çàäà÷ó 
ðîçñ³ÿííÿ ³ìïóëüñ³â SH-õâèëü òîíêèì ïðóæíèì êðèâîë³í³éíèì âêëþ÷åííÿì, 
îäíà ñòîðîíà ÿêîãî æîðñòêî çàêð³ïëåíà. Ïðîàíàë³çîâàíî îñîáëèâîñò³ åõî-ñèã-
íàë³â â³ä òàêèõ âêëþ÷åíü çàëåæíîñ â³ä ¿õ ãåîìåòðè÷íèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ïàðà-
ìåòð³â. 

 
Ó ðîáîòàõ [1, 2] çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì äîñë³äæåííÿ åõî-ñèãíàë³â â³ä 

òîíêîñò³ííèõ ïðóæíèõ âêëþ÷åíü ìàëî¿ æîðñòêîñò³, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà ïî-
ºäíàíí³ ìåòîäó ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà ÷àñîì ³ ìåòîäó íóëüî-
âîãî ïîëÿ. Íèæ÷å çà äîïîìîãîþ òàêîãî àëãîðèòìó ïðîàíàë³çîâàíî îñîáëè-
âîñò³ ðîçñ³ÿííÿ ³ìïóëüñ³â ïðóæíèõ SH-õâèëü ð³çíî¿ ôîðìè íà òîíêîñò³ííèõ 
ïðóæíèõ êðèâîë³í³éíèõ æîðñòêî ï³äêð³ïëåíèõ âêëþ÷åííÿõ äîâ³ëüíî¿ 
æîðñòêîñò³. 

Íåõàé â íåîáìåæåíîìó ñåðåäîâèù³ ç ìîäóëåì çñóâó µ  ³ ç ãóñòèíîþ ρ  
â óìîâàõ ³äåàëüíîãî ìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó ðîçì³ùåíå òîíêîñò³ííå ïðóæíå 
âêëþ÷åííÿ ç ïàðàìåòðàìè   0 0,µ ρ . Ïðèïóñêàºìî, ùî ïðóæíà ñèñòåìà ïåðå-

áóâàº â óìîâàõ ïîçäîâæíüîãî çñóâó. Ó öüîìó âèïàäêó â³äì³ííà â³ä íóëÿ 
êîìïîíåíòà âåêòîðà çì³ùåíü çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
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1( ) ( ) 0,            u u W= = ∈ ∂x x x , (2) 

 1 1 0 2 1 0, ( )/2 ,      / ,     0  W W h∂ = α ∈ α = − α γ = µ µ ≤ γ < ∞{ } , 

äå i s( , ),  ( , )u t u tx x  – çì³ùåííÿ â ³ìïóëüñ³, ùî íàá³ãàº íà íåîäíîð³äí³ñòü, òà 

ó ðîçñ³ÿíîìó íåþ ³ìïóëüñ³ â³äïîâ³äíî; 0 ( , )u tx  – çì³ùåííÿ ó âêëþ÷åíí³; 

 1 2 1 0 2 1 1( , ) :  ,  2 ( ) ( )W W g hε = α α α ∈ α ≤ ε α = α{ }  – îáëàñòü, ÿêó çàéìàº 

âêëþ÷åííÿ; 1 2( , )α = α α  – îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà êîîðäèíàò, çâ’ÿçàíà ç 

ñåðåäèííîþ ë³í³ºþ âêëþ÷åííÿ 0W  çà äîïîìîãîþ ð³âíîñò³ 1 2( )= α + αx r n , 

1 2( , )x x=x  – äåêàðòîâ³ êîîðäèíàòè; 1( )h α  – òîâùèíà íåîäíîð³äíîñò³; 1( )αr  

– ðàä³óñ-âåêòîð êðèâî¿ 0 1;  ( )W αn  – íîðìàëü äî 0W ; 0n  – çîâí³øíÿ 

íîðìàëü äî Wε∂ ; ε  – ìàëèé áåçðîçì³ðíèé ïàðàìåòð, ùî õàðàêòåðèçóº 

â³äíîñíó òîâùèíó âêëþ÷åííÿ; t  – ÷àñ. 
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà áåçðîçì³ðíèì ÷àñîì /tc aτ =  

( a  – õàðàêòåðíèé ðîçì³ð 0W ; c  – øâèäê³ñòü ïîïåðå÷íèõ õâèëü ó ìàòðèö³), 
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äëÿ âèçíà÷åííÿ Ôóð’º-ãóñòèíè s ( , )u ωx  (ω – ïàðàìåòð ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º) 
ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1), (2) îòðèìóºìî â³äïîâ³äíó ñòàö³îíàðíó çàäà÷ó. Çà äîïî-
ìîãîþ ìåòîäó çðîùóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàä³â [6] óìîâè êîíòàêòó (2) 
çíîñÿòüñÿ íà ñåðåäèííó ë³í³þ âêëþ÷åííÿ ³ íàáóâàþòü âèãëÿäó [4, 5] 
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ï³äõ³ä, çàïðîïîíîâàíèé â [1], äëÿ çì³ùåíü s ( , )u ωx  ó 
çîí³ Ôðàóíãîôåðà îòðèìóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
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1 /γ = γ ε ; âèðàçè äëÿ ( )mCσ θ , mFσ  òà îçíà÷åííÿ êðèâèõ 1,  W W  íàâåäåíî â 

ðîáîò³ [1]. Ïðè âèâåäåíí³ öèõ ñï³ââ³äíîøåíü øóêàí³ ôóíêö³¿ íà 0W , âðà-

õîâóþ÷è óìîâè (3), ïîäàìî ñï³ââ³äíîøåííÿìè 
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 1 s 2 s
1 1 1 0( , 0),      ( , 0),      ,u u u u W= α + = α − θ α ∈ . 

Îá÷èñëåííÿ åõî-ñèãíàë³â ïðîâîäèìî ìåòîäîì Ðîìáåðãà [3] çà ôîðìóëîþ 

 
0

s
0 0 0

0

1( , ) ( , , ) Re ( , ) exp ( )ru u r f i d
a

ω

θ τ = θ τ = θ ω − ωτ ω
π ∫ , 

 0 ,         1r rτ = τ −  , 

çíà÷åííÿ 0ω  âèçíà÷àºìî ç óìîâè äîñÿãíåííÿ íåîáõ³äíî¿ òî÷íîñò³ îá÷èñëåí-

íÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º. 
Ïðè àíàë³ç³ äèôðàãîâàíèõ âêëþ÷åííÿì ñèãíàë³â ïðèéìàëè, ùî éîãî ñå-

ðåäèííà ë³í³ÿ çàäàºòüñÿ ó âèãëÿä³ 2 2
1 2 2 1( / ) ( / ) 1,   0,  x a x b x x a+ = ≥ ≤ , à 

³ìïóëüñ, ùî íàá³ãàº íà íåîäíîð³äí³ñòü, ìàº ôîðìó 

  

i
1 i 2 i( , ) ( sin cos )/u t a x x a= ϕ τ − θ − θx [ ] , 

 i
1 i 2 i( , ) ( ) exp ( sin cos )/u a i x x aω = ϕ ω ω θ − θx [ ], 

äå ( )ϕ τ  – ìîäóëÿö³ÿ ³ìïóëüñó â ÷àñ³, ( ) 0ϕ τ =  ïðè 0;τ < i ( , )u ωx  òà ( )ϕ ω  – 

Ôóð’º-ãóñòèíè âåëè÷èí i ( , )u τx  òà ( )ϕ τ  â³äïîâ³äíî; iθ  – êóò ïàä³ííÿ õâèë³. 

Ïðèéìàëîñÿ, ùî ( ) sin( ), , ( ) 0,∗ ∗ ∗ϕ τ = ω τ τ < τ ϕ τ = τ > τ  (êâàç³ìîíîõðîìàòè÷-

íèé ³ìïóëüñ) òà ( ) exp ( ), 0np ∗
∗ϕ τ = τ −α τ τ >  (³ìïóëüñ ó ôîðì³ ñëàáî¿ óäàð-

íî¿ õâèë³). 
 Íà ðèñ. 1–3 çîáðàæåíî ÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ àìïë³òóä ðîçñ³ÿííÿ 

0 0( , )u θ τ  ñèãíàë³â, â³äáèòèõ â³ä ë³í³éíîãî æîðñòêî ï³äêð³ïëåíîãî âêëþ÷åííÿ. 

Ïðèïóñêàëîñÿ, ùî ³ìïóëüñè íàá³ãàþòü íà ïðóæíå âêëþ÷åííÿ òà íà æîðñòêå 
ï³äêð³ïëåííÿ â³äïîâ³äíî ïðè i 0θ =  òà iθ = π . Êðèâ³ 1 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åí-

íþ 1 0γ =  (âèïàäîê òîíêîãî æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ, îäí³ºþ ñòîðîíîþ â³äøà-

ðîâàíîãî â³ä ìàòðèö³), êðèâ³ 2 – 1 4γ = , êðèâ³ 3 – çíà÷åííþ 1γ = ∞  (âèïàäîê 
òîíêîãî æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ ó ïðóæí³é ìàòðèö³).  

Ðèñ. 1 ³ëþñòðóº âèïàäîê, êîëè âêëþ÷åííÿ º ïëîñêèì ( 1 / 0b aε = = ), 

i 0θ = θ = , à íà âêëþ÷åííÿ íàá³ãàº ³ìïóëüñ ó ôîðì³ ñëàáî¿ óäàðíî¿ õâèë³ 

( 20p = , 2n∗ = , 10∗α = , ðèñ. 1à), àáî êâàç³ìîíîõðîìàòè÷íèé ³ìïóëüñ 

( 6∗ω = , 1.04∗τ = , ðèñ. 1á).  
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Рис. 1 

Âèäíî, ùî ó âèïàäêó æîðñòêî ï³äêð³ïëåíî¿ íåîäíîð³äíîñò³ (íà â³äì³íó 
â³ä âèïàäêó ³äåàëüíîãî êîíòàêòó ìàòðèö³ òà âêëþ÷åííÿ [2]) ôàçà åõî-ñèãíà-
ëó ì³íÿºòüñÿ ïðè íåçì³íí³é ìàêñèìàëüí³é àìïë³òóä³ äëÿ ð³çíèõ ìîäóëÿö³é 
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íàá³ãàþ÷îãî ³ìïóëüñó. Ïðè÷îìó îñíîâíèé âêëàä ó õâèëüîâèé ïàêåò â³äãóêó 
âíîñèòü äçåðêàëüíî â³äáèòèé ñèãíàë. Òàê³ æ âèñíîâêè ìîæíà çðîáèòè òîä³, 
êîëè 1 1ε = , i 0θ = θ = , à íà äåôåêò 
ïàäàº êâàç³ìîíîõðîìàòè÷íèé ³ìïóëüñ 
( 6∗ω = , 1.04∗τ = ) (ðèñ. 2). Ïîð³âíþ-
þ÷è ðåçóëüòàòè, ïîäàí³ íà ðèñ. 1á òà 
ðèñ. 2, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî 
çìåíøåííÿ àìïë³òóä åõî-ñèãíàë³â 
ïðè çá³ëüøåíí³ êðèâèíè ñåðåäèííî¿ 
ë³í³¿ íåîäíîð³äíîñò³. 
 ²íøó êàðòèíó ñïîñòåð³ãàºìî, êî-

ëè ³ìïóëüñ i ( , )u τx  íàá³ãàº ç³ ñòîðîíè 

æîðñòêîãî ï³äêð³ïëåííÿ ( iθ = θ = π ). 
Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî ñèãíàë, ðîçñ³ÿ-
íèé ë³í³éíèì âêëþ÷åííÿì ( 1 0ε = , ðèñ. 3à) òà âêëþ÷åííÿì ó âèãëÿä³ ï³âêîëà 

( 1 1ε = , ðèñ. 3á). Íà äåôåêò íàá³ãàº âèùåîïèñàíèé êâàç³ìîíîõðîìàòè÷íèé 

³ìïóëüñ. Âèäíî, ùî ïåðåâ³äáèò³ ñèãíàëè ïðè êðàéí³õ çíà÷åííÿõ 1 0γ =  òà 

1γ = ∞ , à, îòæå, ³ ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ 1γ , ñï³âïàäàþòü. Òàêèì ÷èíîì, ó 

âèïàäêó iθ = θ = π  ìåõàí³÷í³ âëàñòèâîñò³ íåîäíîð³äíîñò³ íå âïëèâàþòü íà 
ñòðóêòóðó õâèëüîâîãî ïàêåòó â³äãóêó. 
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Рис. 3 

 Ðîáîòà âèêîíàíà çà ÷àñòêîâî¿ ï³äòðèìêè Äåðæàâíîãî ôîíäó ôóíäàìåí-
òàëüíèõ äîñë³äæåíü Óêðà¿íè (Ïðîåêò ¹ 01.07.00133). 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЭХО-СИГНАЛОВ SH-ВОЛН ОТ ТОНКОСТЕННЫХ  
УПРУГИХ ЖЕСТКО ПОДКРЕПЛЕННЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 
 
Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âðåìåíè, ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ 
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé è ìåòîäà íóëåâîãî ïîëÿ èññëåäîâàíî çàäà÷ó ðàññåÿ-
íèÿ èìïóëüñîâ SH-âîëí òîíêèì óïðóãèì êðèâîëèíåéíûì âêëþ÷åíèåì, îäíà ñòîðî-
íà êîòîðîãî æåñòêî çàêðåïëåíà. Ïðîàíàëèçèðîâàíû îñîáåííîñòè ýõî-ñèãíàëîâ îò 
òàêèõ âêëþ÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò èõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ. 
 
INVESTIGATION OF ECHO-SIGNALS OF SH-WAVES FROM THIN-WALLED 
ELASTIC RIGIDLY SUPPORTED INCLUSIONS  
 
A procedure is proposed to study the diffraction of pulses of elastic SH-waves by thin-
walled elastic curvilinear inclusions with rigidly supported wall. The procedure is based 
on utilization of Fourier integral time transform, the method of matched asymptotic 
expansion and modified method of null-field. 
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