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ÓÄÊ 539.3 
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МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗМІШАНИХ ЗАДАЧ ПРО ФРИКЦІЙНИЙ 
КОНТАКТ ЗАПОВНЮВАЧА З ПРОРІЗНИМ ОБОЛОНКОВИМ ЕЛЕМЕНТОМ 
 

Çä³éñíåíî ïîñòàíîâêó çì³øàíî¿ çàäà÷³ ôðèêö³éíî¿ âçàºìîä³¿ ïðîð³çíî¿ öèë³íä-
ðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ïðóæíèì çàïîâíþâà÷åì, ùî õàðàêòåðèçóºòüñÿ íàÿâí³ñòþ 
çîí ïðîêîâçóâàííÿ òà â³äëèïàííÿ ì³æ êîíòàêòóþ÷èìè ò³ëàìè. Íà îñíîâ³ 
÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â äîñë³äæåíî âïëèâ ãåîìåòðè÷íèõ ðîçì³ð³â, ê³ëüêîñò³ 
ðîçð³ç³â îáîëîíêè òà òðèáîëîã³÷íèõ ³ ô³çè÷íèõ âëàñòèâîñòåé âçàºìîä³þ÷èõ 
ò³ë íà øèðèíó çîíè â³äëèïàííÿ, õàðàêòåð ðîçïîä³ëó êîíòàêòíîãî íàïðó-
æåííÿ, æîðñòê³ñòü ³ ì³öí³ñòü ñèñòåìè. Íàâåäåíî îö³íêó ä³àïàçîíó çàñòî-
ñîâíîñò³ ïðîñò³øî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ ìîäåë³, ÿêà íå âðàõîâóº íàÿâíîñò³ çîíè 
â³äëèïàííÿ. 

 
Äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó îáîëîíêîâèõ ïðîð³çíèõ 

ïðóæíèõ åëåìåíò³â [2, 3] çâîäèòüñÿ äî ïîñòàíîâêè òà ðîçâ’ÿçàííÿ êîíòàêò-
íèõ çàäà÷ ïðî ôðèêö³éíó âçàºìîä³þ ïðîð³çíèõ îáîëîíîê ç äåôîðì³âíèì 
çàïîâíþâà÷åì. Íà ï³äñòàâ³ ïðîâåäåíîãî àíàë³çó ÷èñëîâèõ ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ 
çàäà÷ âñòàíîâëåíî, ùî ïðè ïåâíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ³ ô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòè-
êàõ âçàºìîä³þ÷èõ ò³ë íà ïîâåðõí³ ¿õ ñïðÿæåííÿ âèíèêàº çîíà â³äëèïàííÿ 
îáîëîíêè â³ä çàïîâíþâà÷à. Ç ìåòîþ ðîçøèðåííÿ ä³àïàçîíó çàñòîñîâíîñò³ 
ðîçðîáëåíî¿ ìåòîäèêè ðîçðàõóíêó ïðîð³çíèõ îáîëîíêîâèõ ïðóæíèõ åëåìåí-
ò³â [3] ó ö³é ðîáîò³ ñôîðìóëüîâàíî òà ðîçâ’ÿçàíî çì³øàíó çàäà÷ó, ÿêà õà-
ðàêòåðèçóºòüñÿ íàÿâí³ñòþ íà ïîâåðõí³ êîíòàêòó çîí ïðîêîâçóâàííÿ ³ â³ä-
ëèïàííÿ.  

Ðîçãëÿíåìî ïðóæíèé öèë³íäð ðàä³óñà R  ³ äîâæèíè 2 , ÿêèé çàïîâíþº 
ïðîð³çíó öèë³íäðè÷íó îáî-
ëîíêó òîâùèíè h . Íà òîðö³ 
ïðóæíîãî çàïîâíþâà÷à ÷å-
ðåç àáñîëþòíî æîðñòê³ 
ãëàäê³ ïîðøí³ ïåðåäàºòüñÿ 
çîâí³øíº íàâàíòàæåííÿ F . 
Õàðàêòåð êîíòàêòíî¿ âçàº-
ìîä³¿ çàïîâíþâà÷à òà ïðî-
ð³çíî¿ îáîëîíêè âèçíà÷àºòü-
ñÿ çàêîíîì ñóõîãî òåðòÿ. 
Íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé 
ñòàí ïðîð³çíîãî ïðóæíîãî åëåìåíòà äîñë³äæóºìî â ãåîìåòðè÷íî ë³í³éí³é 
ïîñòàíîâö³, êîðèñòóþ÷èñü öèë³íäðè÷íîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò Or zθ  (ðèñ. 1). 

Ïðèéìàþ÷è ê³ëüê³ñòü ðîçð³ç³â îáîëîíêè äîñòàòíüî âåëèêîþ, ââàæàºìî, 
ùî çàïîâíþâà÷ ïåðåáóâàº â óìîâàõ îñåñèìåòðè÷íî¿ äåôîðìàö³¿. Âèõ³äí³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ çàïîâíþâà÷à ìàþòü âèãëÿä  
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äå ,  ,  ,  r rζ θ ζσ σ σ τ  – íîðìàëüí³ òà äîòè÷íå íàïðóæåííÿ; ,  σ τ  – íîðìàëüíå 

òà äîòè÷íå êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ; , ru uζ  – îñüîâå òà ðàä³àëüíå ïåðåì³ùåí-

íÿ; ,  u w  – îñüîâå òà ðàä³àëüíå ïåðåì³ùåííÿ íà ïîâåðõí³ êîíòàêòó r R= ; 
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,  ,  ,  r z rzθε ε ε ε  – äåôîðìàö³¿; /zζ =   – áåçðîçì³ðíà îñüîâà êîîðäèíàòà; 

,  E ν  – ìîäóëü Þíãà òà êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà ìàòåð³àëó çàïîâíþâà÷à.  
 Ïðèéìàºìî, ùî ïðîð³çíà îáîëîíêà ñêëàäàºòüñÿ ç ïàíåëåé, ÿê³ çàçíàþòü 
ïëîñêîãî çãèíó â ðàä³àëüíèõ ïëîùèíàõ. Çàïèøåìî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ ë³í³¿ 
ïàíåë³, ðîçãëÿäàþ÷è ¿¿ ÿê ñòåðæåíü ç äóãîïîä³áíîþ ôîðìîþ ïîïåðå÷íîãî 
ïåðåð³çó:  
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b
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[ ] , (2) 

äå 0w  – ïðîãèí ïàíåë³; 2 sin ( /2)b R= ϕ  – øèðèíà ïàíåë³; 2 / ,  N Nϕ = π  – 

ê³ëüê³ñòü ðîçð³ç³â; 3 2
0 0 sin 8 sin ( /2)/ 2xE I E hR= ϕ + ϕ − ϕ ϕ( )/  – æîðñòê³ñòü 

ïàíåë³ íà çãèí; 0E  – ìîäóëü Þíãà ìàòåð³àëó îáîëîíêè. 

Ôðèêö³éíó âçàºìîä³þ ïðîð³çíî¿ îáîëîíêè ³ çàïîâíþâà÷à ïðè ìîíîòîí-
íîìó çîâí³øíüîìó íàâàíòàæåíí³ ñèñòåìè ìîäåëþºìî ñï³ââ³äíîøåííÿìè îä-
íîñòîðîííüîãî íîðìàëüíîãî êîíòàêòó ç óðàõóâàííÿì çîíè â³äëèïàííÿ:  

 0 0,      0,          ,      1, , 1w w w T T a a′ ′= − = σ < ζ ∈ = −[ ] [ ] [ ] ,  (3)  

 0,                  0,           ,     ( , )w T T a a′′ ′′> σ = ζ ∈ = −[ ] , (4) 

äå w[ ]  – ñòðèáîê ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü íà êîíòàêòí³é ïîâåðõí³; ,  T T′ ′′  – 

îáëàñò³ ïðîêîâçóâàííÿ ³ â³äëèïàííÿ â³äïîâ³äíî; a – íåâ³äîìà áåçðîçì³ðíà 
êîîðäèíàòà òî÷îê ¿õ ïîä³ëó.  

Çàêîí òåðòÿ Êóëîíà îïèñóº êîíòàêòíó âçàºìîä³þ ïàíåëåé ³ ïðóæíîãî 
çàïîâíþâà÷à â çîí³ ïðîêîâçóâàííÿ  

 ( ) sgn ,           f T′τ ζ = σ ζ ζ ∈ , (5) 

äå f  – êîåô³ö³ºíò òåðòÿ. 
Íà òîðöÿõ ïðóæíîãî çàïîâíþâà÷à âèêîíóþòüñÿ óìîâè 
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Ââàæàºìî, ùî ïàíåë³ æîðñòêî çàùåìëåí³ íà êðàÿõ: 
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Ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) ç óðàõóâàííÿì óìîâè (6) çíàõîäèìî ³íòåãðàëüíèé 
âèðàç äëÿ ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü çàïîâíþâà÷à íà ïîâåðõí³ êîíòàêòó: 
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Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (2), (7) ìàº âèãëÿä 
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, 

( , )G ζ ξ  – ôóíêö³ÿ ¥ð³íà êðàéîâî¿ çàäà÷³. 
Ïðèð³âíþþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) ³ (9) çã³äíî ç óìîâîþ (3) òà âðàõîâóþ-

÷è ð³âí³ñòü (5), îäåðæèìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ â³äíîñíî íåâ³äîìîãî êîí-
òàêòíîãî íàïðóæåííÿ  
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 ( ) ( , ) ( ) ,      
1k k

T

d p T
′

ν ′σ ζ + ξ ζ σ ξ ξ = − ζ ∈
− ν∫ K , (10) 

äå 
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b Ef G
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K  . 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ êîîðäèíàò òî÷îê ïîä³ëó çîí ïðîêîâçóâàííÿ 
òà â³äëèïàííÿ âèêîðèñòàºìî óìîâó (4), ÿêó çàïèøåìî ó âèãëÿä³  

 ( ) 0aσ ± = . (11) 

Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (10), (11) îäåðæàíî ìåòîäîì êâàäðàòóð ç 
âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè òðàïåö³é ç ð³âíîì³ðíîþ ñ³òêîþ âóçë³â [1]. Ïðè 
÷èñëîâ³é ðåàë³çàö³¿ âèêîðèñòàíî ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì ïîñë³äîâíèõ íàáëè-
æåíü ìàñèâó âóçëîâèõ çíà÷åíü êîíòàêòíîãî íàïðóæåííÿ ³ íåâ³äîìèõ êîîð-
äèíàò a± . 

Ðîçðàõóíêè âèêîíàíî äëÿ ïðîð³çíîãî ïðóæíîãî åëåìåíòà ç òàêèìè ïà-
ðàìåòðàìè: 0/ 0.1,   / 0.0001,   0.499 ,   0.3h R E E f= = ν = = . Ê³ëüê³ñòü N  ðîç-

ð³ç³â îáîëîíêè òà äîâæèíà   ñèñòåìè âàð³þþòüñÿ.  
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 Рис. 2 Рис. 3 

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë êîíòàêòíîãî òèñêó /q p= − σ  ïî äîâæèí³ 

ñèñòåìè äëÿ ð³çíî¿ ê³ëüêîñò³ ðîçð³ç³â îáîëîíêè ( 4,  6, 8N = ) ïðè / 4.0R = . 
Çá³ëüøåííÿ êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ, ê³ëüêîñò³ ðîçð³ç³â â îáîëîíö³ òà ¿¿ äîâæèíè 
çóìîâëþþòü çìåíøåííÿ êîíòàêòíîãî òèñêó äî íóëÿ â öåíòðàëüí³é ÷àñòèí³ 
ïðóæíîãî åëåìåíòà òà ïîÿâó íà ïîâåðõí³ ñïðÿæåííÿ îáëàñò³ â³äëèïàííÿ. Íà 
ðîçøèðåííÿ ö³º¿ îáëàñò³ ³ñòîòíî âïëèâàº çá³ëüøåííÿ ïàðàìåòðà µ , âåëè÷è-
íà ÿêîãî çàëåæèòü â³ä ãåîìåòðè÷íèõ ³ ô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê êîíòàêòó-
þ÷èõ ò³ë. 

Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî ðîçïîä³ë áåçðîçì³ðíèõ ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü á³÷-
íî¿ ïîâåðõí³ çàïîâíþâà÷à ( )w wE pR=  (øòðèõîâèìè ë³í³ÿìè) òà ïàíåëåé 

ïðîð³çíî¿ îáîëîíêè 0 0 /( )w w E pR=  (ñóö³ëüíèìè ë³í³ÿìè). Íåâåëèêà æîðñò-

ê³ñòü ïàíåëåé íà çãèí ó ïîð³âíÿíí³ ç àíàëîã³÷íèìè çà ðîçì³ðàìè ñóö³ëüíèìè 
öèë³íäðè÷íèìè îáîëîíêàìè çóìîâëþº ïîÿâó åôåêòó â³äëèïàííÿ ó ïðîð³çíèõ 
ïðóæíèõ åëåìåíòàõ. Ïðè çá³ëüøåíí³ ê³ëüêîñò³ ðîçð³ç³â îáîëîíêè âíàñë³äîê 
çìåíøåííÿ çãèííî¿ æîðñòêîñò³ ïàíåëåé îáëàñòü â³äëèïàííÿ ðîçøèðþºòüñÿ.  
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Íà ðèñ. 4, 5 íàâåäåíî êðèâ³, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü çàëåæí³ñòü áåçðîçì³ð-
íî¿ îñàäêè ïîðøí³â /( )E pRδ , äå ( 1)uδ = − , ³ ìàêñèìàëüíîãî íàïðóæåííÿ 

max pζσ /  (ó çàòèñíåíí³ îáîëîíêè) â³ä áåçðîçì³ðíî¿ äîâæèíè îáîëîíêè R/ . 

Øòðèõîâèìè ë³í³ÿìè ïîçíà÷åíî «íåêîðåêòí³» ðåçóëüòàòè, îäåðæàí³ çã³äíî ç 
ïîñòàíîâêîþ çàäà÷³ ç ðîáîòè [3], ó ÿê³é íå âðàõîâàíî ïîÿâè îáëàñòåé â³äëè-
ïàííÿ. Íåõòóâàííÿ íàÿâí³ñòþ çîí â³äëèïàííÿ çóìîâëþº çàíèæåííÿ ð³âí³â 
ÿê ìàêñèìàëüíèõ íàïðóæåíü, òàê ³ ïåðåì³ùåííÿ ïîðøí³â. Îäíàê â³äõèëåííÿ 
ñêëàäàº 4–7%, òîìó â ðîçãëÿíóòîìó ä³àïàçîí³ äîâæèí äëÿ ³íæåíåðíîãî ðîç-
ðàõóíêó íåìà ïîòðåáè âðàõîâóâàòè ÿâèùå ïîðóøåííÿ êîíòàêòó ì³æ ïðî-
ð³çíîþ îáîëîíêîþ ³ çàïîâíþâà÷åì.  

Òàêèì ÷èíîì, íàâåäåí³ â ö³é ðîáîò³ ðåçóëüòàòè ³ñòîòíî ðîçøèðþþòü îá-
ëàñòü çàñòîñóâàííÿ ðàí³øå ðîçãëÿíóòî¿ ïðîñò³øî¿ ìîäåë³ [3]. 
 
 1. Âåðëàíü À. Ô., Ñèçèêîâ Â. Ñ. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ: ìåòîäû, àëãîðèòìû, ïðî-

ãðàììû. Ñïðàâî÷íîå ïîñîáèå. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1986. – 544 ñ. 
 2. Øîïà Â. Ì., Âåëè÷êîâè÷ Ñ. Â., Øàöêèé È. Ï., Ïîïàäþê È. È. Îáîëî÷å÷íûå óï-
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ÓÑÑÐ. Èí-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàíèêè è ìàòåìàòèêè; ¹ 21–88).  

 3. Øîïà Â. Ì., Øàöüêèé ². Ï., Áåäç³ð Î. Î. Ôðèêö³éíà âçàºìîä³ÿ ïðîð³çíî¿ öèë³íä-
ðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ïðóæíèì çàïîâíþâà÷åì // Äîï. ÀÍ Óêðà¿íè. – 1993. – ¹ 8. – 
Ñ. 70–73. 

 
МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ ФРИКЦИОННОГО КОНТАКТА  
ЗАПОЛНИТЕЛЯ С ПРОРЕЗНЫМ ОБОЛОЧЕЧНЫМ ЭЛЕМЕНТОМ 
 
Ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà ñìåøàííîé çàäà÷è ôðèêöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 
ïðîðåçíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ óïðóãèì çàïîëíèòåëåì, êîòîðîå õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ íàëè÷èåì çîí ïðîñêàëüçûâàíèÿ è îòëèïàíèÿ ìåæäó êîíòàêòèðóþùèìè 
òåëàìè. Íà îñíîâàíèè ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíî âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ 
ðàçìåðîâ, êîëè÷åñòâà ðàçðåçîâ îáîëî÷êè, òðèáîëîãè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ 
âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë íà øèðèíó çîíû îòëèïàíèÿ, õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ 
êîíòàêòíîãî íàïðÿæåíèÿ, æåñòêîñòü è ïðî÷íîñòü ñèñòåìû. Ïðèâåäåíà îöåíêà 
äèàïàçîíà ïðèìåíèìîñòè áîëåå ïðîñòîé ðàñ÷åòíîé ìîäåëè, êîòîðàÿ íå ó÷èòûâà-
åò íàëè÷èÿ çîíû îòëèïàíèÿ. 
 
METHOD FOR SOLUTION OF MIXED PROBLEMS OF FRICTIONAL CONTACT  
OF FILLER WITH SLOTTED SHELL ELEMENT 
 
The statement for mixed problem of frictional interaction between a slotted cylindrical 
shell and elastic filler, which is characterized by the presence of slippage zones and 
separation of contacting bodies, is made. On the basis of numerical solutions the effect 
of mechanical, geometric and tribologic parameters of contacting pairs on the width of 
separation zone, nature of distribution of contact pressure, rigidity and strength of the 
system is investigated. The estimation of the range of applicability of a simpler compu-
tational model, which is constructed without the separation zone, is presented. 
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