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ПОЛЗУЧЕСТЬ ПОВРЕЖДАЕМЫХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 
СЛОЖНОЙ ФОРМЫ В ПЛАНЕ 
 

Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è ïîëçó÷åñòè ïîâðåæäàåìûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñëîæíîé 
ôîðìû â ïëàíå. Ïðèâåäåíà âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íà îñíîâå âàðèà-
öèîííîãî ïðèíöèïà â ôîðìå Ëàãðàíæà. Äëÿ äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè èñïîëü-
çîâàíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ìà-
òåðèàëà ïðè ðàñòÿæåíèè, ñæàòèè è ñäâèãå. Ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çà-
äà÷è ïîëçó÷åñòè îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè òåîðèè R -ôóíêöèé, ìåòîäà Ðèòöà 
è ìåòîäà Ðóíãå – Êóòòà – Ìåðñîíà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ 
ïîëçó÷åñòè îáîëî÷êè ñëîæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû. 

 
Ïðè ïîëçó÷åñòè, âïëîòü äî ìîìåíòà ðàçðóøåíèÿ, â ìàòåðèàëå ïðîèñõî-

äèò ðîñò è íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé – ìèêðîòðåùèí, â ðåçóëüòàòå ÷åãî 
ïåðâîíà÷àëüíî èçîòðîïíûé ìàòåðèàë ïðèîáðåòàåò äåôîðìàöèîííóþ àíèçî-
òðîïèþ ñâîéñòâ. Ìèêðîòðåùèíû ÷àùå âñåãî âîçíèêàþò íà òåõ ãðàíÿõ êðèñ-
òàëëîâ, êîòîðûå áîëåå èëè ìåíåå ïåðïåíäèêóëÿðíû ê íàïðàâëåíèþ äåéñò-
âèÿ íàèáîëüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî ãëàâíîãî íàïðÿæåíèÿ [3, 5–7]. Â ñëó÷àå 
îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ íàáëþäàåòñÿ îáðàçîâàíèå è ðàçâèòèå ìèêðîòðåùèí, 
îðèåíòèðîâàííûõ ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàñòÿãèâàþùåìó óñèëèþ, à ïðè îäíîîñ-
íîì ñæàòèè ïðîèñõîäèò çàêðûòèå ìèêðîòðåùèí, íîðìàëüíûõ ê íàïðàâëå-
íèþ ñæàòèÿ, è ðàçâèòèå ìèêðîòðåùèí – â íàïðàâëåíèè ñæèìàþùåãî óñè-
ëèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîâðåæäåíèÿ â òåëàõ ìîãóò áûòü àêòèâíûìè (îòêðûòûå 
ìèêðîòðåùèíû) è ïàññèâíûìè (çàêðûòûå ìèêðîòðåùèíû) [6]. Çàêðûòûå 
ìèêðîòðåùèíû íå âëèÿþò íà äåôîðìàöèþ ïîëçó÷åñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ñîñòî-
ÿíèå ìèêðîòðåùèíû ìåíÿåòñÿ, åñëè ìåíÿåòñÿ çíàê íîðìàëüíûõ ê åå ïëîñ-
êîñòè íàïðÿæåíèé, ò. å. çàâèñèò îò âèäà íàãðóæåíèÿ.  

Ïðîöåññû ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñòè ïðîòåêàþò îäíîâðåìåííî è 
îêàçûâàþò âçàèìíîå âëèÿíèå äðóã íà äðóãà. Âûáîð ñèñòåìû äåôåêòîâ â âè-
äå ïëîñêèõ ìèêðîòðåùèí, îðèåíòèðîâàííûõ â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ 
ìàêñèìàëüíîãî ãëàâíîãî íàïðÿæåíèÿ, ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü õàðàêòåðíóþ 
îñîáåííîñòü ïîâðåæäàåìûõ ìàòåðèàëîâ – íåîäèíàêîâóþ ñîïðîòèâëÿåìîñòü 
ðàñòÿæåíèþ, ñæàòèþ è ñäâèãó â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè. Ðàçíîñîïðîòèâ-
ëÿåìîñòü ïðè ïîëçó÷åñòè ïðèñóùà áîëüøèíñòâó ëåãêèõ ñïëàâîâ, êîìïî-
çèöèîííûì ìàòåðèàëàì, ïîëèìåðàì è ò. ä. 
 Ïðåäëàãàåìàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàñ÷åòàì íà ïîëçó÷åñòü ïîëîãèõ ïî-
âðåæäàåìûõ îáîëî÷åê ñëîæíîé ôîðìû. Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ 
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ èíêðåìåíòàëüíîãî òèïà [4], ó÷èòûâàþùèå ðàç-
ëè÷íûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïðè ðàñòÿæåíèè, ñæàòèè è ñäâèãå, äåôîðìàöè-
îííóþ àíèçîòðîïèþ ñâîéñòâ, à òàêæå ðàçëè÷íîå ðàçâèòèå ïîâðåæäàåìîñòè 
ïðè ðàñòÿæåíèè, ñæàòèè è ñäâèãå. Â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé 
çàäà÷è ïîëçó÷åñòè ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàöèîííî-ñòðóêòóðíûé ìåòîä â êîìáè-
íàöèè ñ ìåòîäîì Ðóíãå – Êóòòà – Ìåðñîíà. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò 1 2Ox x z  òîíêóþ èçîòðîïíóþ ïîëîãóþ îáîëî÷êó òîëùèíîé h  

ïðîèçâîëüíîé ôîðìû Ω  â ïëàíå. Îñü Oz  ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëàíó îáîëî÷êè. 

Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííàÿ. Îáîëî÷êà íàãðóæåíà ïîïåðå÷íîé íàãðóçêîé =zq  

= 1 2( , )zq x x . 

 Òåíçîð ñêîðîñòåé ïîëíûõ äåôîðìàöèé ñêëàäûâàåòñÿ èç òåíçîðîâ 
ñêîðîñòåé óïðóãèõ äåôîðìàöèé è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè: 

ε = ε + =   ,  , 1,2e
ij ij ijp i j . Òî÷êà íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî 

âðåìåíè. 
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Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ïîëçó÷åñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåëà îáúåìîì 
V  â ìîìåíò âðåìåíè ≠ 0t  ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè 
ôóíêöèîíàëà îòíîñèòåëüíî êèíåìàòè÷åñêè âîçìîæíûõ ñêîðîñòåé ïåðåìå-
ùåíèé [3]: 

 = ε − ε − −∫ ∫     
2

1( ) ( )( )
2i ijkl ij ij kl kl i i

V S

I u C p p dV P u dS , (1) 

ãäå = ,  1, 2,3iu i , – ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé; ε = ,  , 1,2,3ij i j , – òåíçîð ñêîðîñ-

òåé ïîëíûõ äåôîðìàöèé; =,  , , , 1,2,3ijklC i j k l , – òåíçîð óïðóãèõ ïîñòîÿí-

íûõ; 
iP  – ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê, äåéñòâóþùèõ íà ïîâåðõíîñòè 

2S ; ñêîðîñòè äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè = ,  , 1,2,3ijp i j , çàäàíû è íå âàðüèðó-

þòñÿ.  
Ñ ó÷åòîì ãèïîòåç Êèðõãîôà – Ëÿâà ôóíêöèîíàë (1) äëÿ òîíêîé ïîëîãîé 

îáîëî÷êè èìååò âèä 

 
Ω

= + + + + + +∫∫        2 2 2 2 2
1 2 1 1,1 2,2 1 2 1 1,1 2 2,2

1( , , ) ( ) 2 ( )
2

I u u w A u u w k k w k u k u[ ]{  

 + + + + + + −       2
2 1,1 2,2 1 2,2 2 1,1 1 2 3 1,2 2,12 ( ) ( )A u u w k u k u k k w A u u[ ]  

 − + + + −      
1 1,1 ,11 2,2 ,22 1 ,11 2 ,222   (  )B u w u w w k w k w[ ]  

 − + + + − +        
2 1,1 ,22 2,2 ,11 1 ,22 2 ,11 3 ,12 1,22   (  ) 2 (B u w u w w k w k w B w u[ ]  

 + + + + + −     2 2 2
2,1 1 ,11 ,22 2 ,11 ,22 3 ,12 1 2) (  ) 2u D w w D w w D w dx dx}  

 
Ω

− + + + − − −∫∫          
11 1,1 22 2,2 12 1,2 2,1 11 ,11 22 ,22( )  c c c c cN u N u N u u M w M w[  

 
Ω

− − +∫∫    
12 ,12 1 2 1 22 ( )c c

zM w dx dx q q w dx dx] . (2) 

Çäåñü   1 1 2 2 1 2 1 2( , , ),  ( , , ),  ( , , )u x x t u x x t w x x t  – ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé òî÷åê 

êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè âäîëü îñåé 1 2,  ,Ox Ox Oz  ñîîòâåòñòâåí-

íî; 1 2,  k k  – ãëàâíûå êðèâèçíû êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè; íèæ-
íèå èíäåêñû ïîñëå çàïÿòîé îçíà÷àþò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé êîîðäèíàòå; 

 = = ν =
− ν∫ ∫1 2 1 32

( ) ( )

                 , ,
1h h

EA dz A A A G dz , 

 = = ν =
− ν∫ ∫1 2 1 32

( ) ( )

         , ,        2
1h h

EzB dz B B B Gz dz , 

 = = ν =
− ν∫ ∫

2
2

1 2 1 32
( ) ( )

,        ,       4
1h h

EzD dz D D D Gz dz , 

 = + ν = + ν
− ν − ν∫ ∫    

11 11 22 22 22 112 2
( ) ( )

( ) ,           ( )
1 1

c c

h h

E EN p p dz N p p dz , 

 = = + ν
−∫ ∫   

12 12 11 11 222
( ) ( )

2 ,                         ( )
1

c c

h h

EzN Gp dz M p p dz
ν

, 

 = + ν =
− ν∫ ∫   

22 22 11 12 122
( ) ( )

( ) ,         2
1

c c

h h

EzM p p dz M Gp z dz ,  

 = + ν + + ν
− ν∫    

1 11 22 2 22 112
( )

( ) ( )
1

c

h

Eq k p p k p p dz[ ] , (3) 
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ν,  ,  E G  – ìîäóëü óïðóãîñòè, ìîäóëü ñäâèãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìà-
òåðèàëà îáîëî÷êè.  

Äëÿ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé äîëæíû áûòü çàäàíû êèíåìàòè÷åñêèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè äëÿ ôóíêöèîíàëà (2). Ðàñ-
ñìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ: 

– æåñòêàÿ çàäåëêà 

 τ= = = =   
,0,        0,        0,        0n nw w u u ; (4) 

– øàðíèð, íåïîäâèæíûé â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè, 

 τ= = 0,        0w u ; (5) 

– íåïîäâèæíûé øàðíèð 

 τ= = =  0,        0,        0nw u u . (6) 

Çäåñü τ= + = − = +        
1 1 2 2 2 1 1 2 , ,1 1 ,2 2 1 2,   ,   ;   ,  n nu u n u n u u n u n w w n w n n n  – íà-

ïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âíåøíåé íîðìàëè n  ê êîíòóðó ∂Ω . 
 Äëÿ äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè âîçüìåì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ èí-
êðåìåíòàëüíîãî òèïà, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå [4]: 

 −β ∗

∗

σ + δψ   = σ ψ + =   ψ − ψ σ   
 1

e
2

,     , 1,2
q

m k k
k k

C AI
p Be e k 

   . (7) 

Çäåñü = 1 2( ,  )e ee  – åäèíè÷íûé âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé îðèåíòàöèþ ïà-

ðàëëåëüíûõ ìèêðîòðåùèí; δk  – ñèìâîë Êðîíåêåðà; ψ  – ñêàëÿðíûé ïàðà-

ìåòð ïîâðåæäàåìîñòè; β,  ,  ,  ,  ,  A B C m q  – ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà; eσ  – 
ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå: 

 σ = σ + σe 2 k kB e e  , (8) 

ãäå σ = + = σ δ = σ σ2 2
2 1 2 1 2,   ,   k k k kAI CI I I    . 

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè âûáåðåì óäåëüíóþ ýíåðãèþ 
äèññèïàöèè 

 ψ = σ∫ 
0

t

k kp dt  . (9) 

Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè ∗ψ  ñîîòâåòñòâóåò âðåìå-

íè ñêðûòîãî ðàçðóøåíèÿ ∗=t t  è íàõîäèòñÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. 
Ïîäñòàâèâ (7) â (9), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ψ : 

 + −β ∗

∗

ψ ψ = σ ψ  ψ − ψ 
 1

e

q
m . (10) 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëà íåîáõîäèìî èìåòü äàííûå áà-
çîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ, îäíîîñíîãî ñæàòèÿ è ÷èñ-
òîãî êðó÷åíèÿ îáðàçöîâ ìàòåðèàëà. Ïóñòü äëÿ ðàñòÿæåíèÿ, ñæàòèÿ è êðó-
÷åíèÿ óñòàíîâëåíû çàâèñèìîñòè 

 11 11 11 11,              
q

mp K p−β ∗
+

∗

ψ = σ ψ ψ = σ ψ − ψ 
 , 

 −β ∗
−

∗

ψ = − σ ψ ψ = σ ψ − ψ 

11 11 11 11,       

q
mp K p , 

 −β ∗

∗

ψ = σ ψ ψ = σ ψ − ψ 

12 0 12 12 122 ,              2

q
mp K p . (11) 

Çäåñü + − β0,  ,  ,  ,  ,  K K K m q  – êîíñòàíòû ìàòåðèàëà. 
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìèêðîòðåùèíû ïåðïåíäèêóëÿðíû ê íàïðàâëåíèþ 
äåéñòâèÿ íàèáîëüøåãî ãëàâíîãî íàïðÿæåíèÿ. Òîãäà èç óðàâíåíèé (7), (9) äëÿ 
ðàñòÿæåíèÿ, ñæàòèÿ è ñäâèãà áóäåì èìåòü 

 + −β ∗

∗

ψ = + + σ ψ ψ = σ ψ − ψ 
 1
11 11 11 11,         

q
m mp A C B p( ) , 

 + −β ∗

∗

ψ = − + σ ψ ψ = σ ψ − ψ 
 1
11 11 11 11,       

q
mmp A C p( ) , 

 + −β ∗

∗

ψ = + σ ψ ψ = σ ψ − ψ 
 1
12 12 12 122 2 ,            2

q
m mp C B p( ) .  (12) 

Ïîïàðíî ñðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (11) è (12), ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèÿ 

 + +
+ −+ + = + =1 1,           m mA C B K A C K( ) ( ) , 

 ++ =1
02 mC B K( ) , (13) 

îòêóäà íàéäåì ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà: 

 ++ +
+ −= − = −1/( 1)1/( 1) 1/( 1) 2

0
1,          
2

mm mB K K C K B( ) , 

 +
−= −2/( 1)mA K C . (14) 

 Óðàâíåíèÿ (7) â ñîâîêóïíîñòè ñ óðàâíåíèåì ïîâðåæäàåìîñòè (10) îïè-
ñûâàþò ïîëçó÷åñòü ìàòåðèàëà ñ íåçàâèñèìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè íà ðàñ-
òÿæåíèå, ñæàòèå è êðó÷åíèå, äåôîðìàöèîííóþ àíèçîòðîïèþ ñâîéñòâ, à 
òàêæå ðàçëè÷íîå ðàçâèòèå ïîâðåæäàåìîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè, ñæàòèè è 
êðó÷åíèè. 
 Åñëè â ðåçóëüòàòå áàçîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî 

 +
− + += = ( 1)/2

0,         3 mK K K K , (15) 

òî èç (14) áóäåì èìåòü 

 +
+= = = −2/( 1)3 1,         0,         

2 3
mC K B A C . 

Â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå áóäåò çàâèñåòü îò èíòåíñèâíîñòè 

íàïðÿæåíèé: σ = σe
2
3 iC , à îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðèìóò âèä 

 −β ∗

∗

ψ = σ ψ = ψ − ψ σ 


e
3 ,         , 1,2
2

q
m k

k
i

s
p C k

  , (16) 

ãäå σ = σ + σ − σ σ + σ = σ − δ σ =2 2 2
11 22 11 22 12

13 ;   ( ),   1,2
3i k k k nns n   . 

 Ñîîòíîøåíèÿ (16) ñîîòâåòñòâóþò òðàäèöèîííîìó èçîòðîïíîìó ìàòåðèà-
ëó, «íå÷óâñòâèòåëüíîìó» ê âèäó íàãðóæåíèÿ. 

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëçó÷åñòè âêëþ÷àåò äâà 
îñíîâíûõ ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøàåì çàäà÷ó ìãíîâåííîãî äåôîðìèðîâà-
íèÿ è îïðåäåëÿåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â ìîìåíò âðå-
ìåíè = 0t . Ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèñóò-
ñòâóþò òîëüêî óïðóãèå äåôîðìàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ óïðóãîé çàäà÷è ìîæíî 
èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàë â ôîðìå (2), çàìåíèâ ñêîðîñòè âõîäÿùèõ â íåãî 
ôóíêöèé ñàìèìè ôóíêöèÿìè è îòáðîñèâ äîáàâêè, ñâÿçàííûå ñ ïîëçó÷åñòüþ. 
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 Íà âòîðîì ýòàïå ðåøàåì çàäà÷ó ïîëçó÷åñòè. Çàïèøåì çàäà÷ó Êîøè ïî 
âðåìåíè äëÿ îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îáîëî÷êè: 

 
ε

= = = = + −    1 2 11
1 2 1,1 1 11,       ,       ,       ,

du du ddwu u w u k w zw
dt dt dt dt

, 

 
ε γ

= + − = + −     22 12
2,2 2 ,22 1,2 2,1 ,12,       2

d d
u k w zw u u zw

dt dt
, 

 = = =  11 22 12
   11 22 12 ,    ,    

dp dp dp
p p p

dt dt dt
, 

 
σ

= + ν + + ν − + ν − + ν
− ν

      11
1,1 2,2 1 2 ,11 ,22 11 222

( ) ( ) ( )
1

d E u u w k k z w w p p
dt

[ ] , 

 
σ

= + ν + + ν − + ν − + ν
− ν

      22
2,2 1,1 2 1 ,22 ,11 22 112

( ) ( ) ( )
1

d E u u w k k z w w p p
dt

[ ], 

 + −β ∗

∗

σ ψψ  = + − − = σ ψ  ψ − ψ 
    112
1,2 2,1 ,12 12 e( 2 2 ),     

q
md d

G u u zw p
dt dt

. (17) 

Ñèñòåìó (17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

 = = ( , ),        1,2, ,13k
k

dG
F t G k

dt
, 

ãäå = σ ε ψ =G ,  ,  ,  ,  ,  ,   , 1,2i ij ij iju w p i j{ } , – âåêòîð èñêîìûõ ôóíêöèé. 

 Èíòåãðèðîâàíèå çàäà÷è Êîøè áóäåì âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà 
Ðóíãå – Êóòòà – Ìåðñîíà ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà ïî âðåìåíè [1]. 
Ïðè ýòîì øàã ïî âðåìåíè ∆t  âûáèðàåì, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ íåïðåâûøåíèÿ 
ìàêñèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà íåêîòîðîé çàäàííîé âåëè÷èíû (δ ≤ δ0 ). 

Çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé â ìîìåíò âðåìåíè = + ∆0t t t  âû÷èñëÿåì ïî 

ôîðìóëå 

 + ∆ = + + +( ) ( ) ( )
0 0 1 4 5

1( ) ( ) 4
2

k k k
k kG t t G t r r r( ) , (18) 

ãäå 

 ∆ ∆ ∆ = = + + 
 

( ) ( ) ( )
1 0 0 2 0 0 1,  ( ) ,      ,  ( )

3 3 3
k k j

k j k j
t t tr F t G t r F t G t r( ) , 

 ∆ ∆ = + + + 
 

( ) ( ) ( )
3 0 0 1 2

1,  ( )
3 3 2

k j j
k j

t tr F t G t r r( ) , 

 ∆ ∆ = + + + 
 

( ) ( ) ( )
4 0 0 1 3

3,  ( ) 3
3 2 8

k j j
k j

t tr F t G t r r( ) , 

 ∆  = + ∆ + − + 
 

( ) ( ) ( ) ( )
5 0 0 1 3 4

3,  ( ) 3 4
3 2

k j j j
k j

tr F t t G t r r r( ) . (19) 

Ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà êàæäîì øàãå ðàññ÷èòûâàåì 

ïî ôîðìóëå δ = − + −( ) ( ) ( ) ( )
1 3 4 5

9 14
2 2

k k k k
k r r r r . Íà÷àëüíûé øàã ïî âðåìåíè ∆ ít  

óñòàíàâëèâàåì ïðåäâàðèòåëüíî, à çàòåì âûáîð øàãà ∆t  îñóùåñòâëÿåì ïî 
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè δ > δ0 , òî øàã óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà è 

âû÷èñëåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ; åñëè δ < δ0 32 , òî øàã óâåëè÷èâàåòñÿ â äâà ðàçà. 

Ýòîò ìåòîä äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (19) òðåáóåò ïÿòè-
êðàòíîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà êàæäîì øàãå. 
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Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ íà êàæäîì ýòàïå, áóäåì îñó-
ùåñòâëÿòü âàðèàöèîííî-ñòðóêòóðíûì ìåòîäîì (ìåòîäîì R -ôóíêöèé), êîòî-
ðûé ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è â âèäå 
ôîðìóëû – ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ, òî÷íî óäîâëåòâîðÿþùåé çàäàííûì ãðàíè÷-
íûì óñëîâèÿì [2]: 

 = Φ ωu ( , )iB . 

Çäåñü u  – âåêòîð íåèçâåñòíûõ (â íàøåì ñëó÷àå =   
1 2( , , )u u wu ); Φ i  – íå-

îïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû, êîòîðûå ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ â âèäå 

 
=

Φ ≈ Φ = ϕ =∑ ( )
1 2

1

( ) ( ) ( ),           ( , )
N

i
i iN k k

k

x x C x x x x , 

ãäå ( )i
kC  – íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû; ϕk{ }  – íåêîòîðàÿ ïîëíàÿ ñèñòå-

ìà ôóíêöèé [2]; ôóíêöèÿ ω( )x  ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè R -ôóíêöèé è 
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì [2] 

 ω = ω = ∈ ∂Ω,( ) 0,       1,      nx x , 

 ω > ∈ Ω( ) 0,        x x . (20) 

Âòîðîå èç óñëîâèé (20) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìàëèçîâàííîñòè ôóíêöèè 
ω( )x  äî ïåðâîãî ïîðÿäêà. 
 Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ äëÿ óñëîâèé (4)–(6) áóäóò 
ñëåäóþùèìè: 

– æåñòêàÿ çàäåëêà 

 = ω Φ = ωΦ = ωΦ  2
1 1 2 2 3,        ,        w u u ; (21) 

– øàðíèð, íåïîäâèæíûé â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè, 

 = ωΦ = ω Φ + ωΦ = ω Φ + ωΦ  
1 1 ,1 2 3 2 ,2 2 4,         ,        w u u ; (22) 

– íåïîäâèæíûé øàðíèð 

 = ωΦ = ωΦ = ωΦ  1 1 2 2 3,         ,         w u u . (23) 

 3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîëçó÷åñòü 
ïîëîãîé ñôåðè÷åñêîé ïàíåëè ñ ýëëèïòè÷åñ-
êèìè âûðåçàìè ïîñðåäèíå êàæäîé èç ñòîðîí 
(ðèñ. 1). Îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì 
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè zq =  

16= ÌÏà. Îñíîâíûå ðàçìåðû: = 0.04a ì, òîë-
ùèíà îáîëî÷êè м0.008h = . Ãëàâíûå êðèâèçíû 

м 1
1 2 10.0k k −= = . Ìàòåðèàë ïàíåëè – àëþ-

ìèíèåâûé ñïëàâ ÀÊ4-1Ò. Òåìïåðàòóðà 
K= 473T . Óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ – íåïîä-

âèæíûé â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè øàð-
íèð (ñì. óñëîâèÿ (5)). Óïðóãèå êîíñòàíòû: 

= 60E ÃÏà, ν = 0.35 . Ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà 

ïðè ïîëçó÷åñòè [4]: МПа23 15.5 10 ÷mK − − −
+ = ⋅ , МПа23 12.25 10 ÷mK − − −

− = ⋅ , 

МПа21 1
0 11.36 10 ÷mK − − −= ⋅ , 0,  8,  3m qβ = = = . Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè çàâèñèò îò âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ [4]: 

 ∗ ∗ ∗ψ = σ −2
1( )i a b I , (24) 

ãäå МПа МПа− − − −
∗ ∗= ⋅ = ⋅4 1 7 24 10 ,   4 10a b . 

 

x1 

x2 

a 

b 

c 

O 

 
Рис. 1 
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Íîðìàëèçîâàííîå äî ïåðâîãî ïîðÿäêà óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè Ω  
èìååò âèä  

 ′ ′ ′ ′ω = ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ =1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6( ) 0x F F F F F F( ) ( ) ( )[ ] . (25) 

Çäåñü 

 
−′ = + =
1/22 2(grad ) ,       3, 4,5,6F F F F    [ ] , (26) 

 
−

= − = − = + −
2 2

2 2 2 2 1 2
1 2 2 1 3 2 2

1 2

( )1 1( ),       ( ),       1
2 2

x x a
F a x F a x F

a a b b
, 

 
+ −

= + − = + −
2 2 2 2
1 2 2 1

4 52 2 2 2
1 2 1 2

( ) ( )
1,              1

x x a x x a
F F

b b b b
,  

 
+

= + −
2 2
2 1

6 2 2
1 2

( )
1

x x a
F

b b
, 

 = =1 0.02b b ì, = − =2 0.01b a c ì. 

Ñèìâîë ∧0  îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ R -êîíúþíêöèè [2]: 

 ∧ = + − +2 2
1 0 2 1 2 1 2f f f f f f .  

Ïî ôîðìóëå (26) îñóùåñòâëÿåòñÿ íîðìàëèçàöèÿ óðàâíåíèÿ ýëëèïñà. 
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëàñü ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ (22). Â êà-

÷åñòâå ϕk{ }  áûëè âûáðàíû ñòåïåííûå ïîëèíîìû. Èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñ-

òè Ω  è ïî òîëùèíå îáîëî÷êè ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóð Ãàóññà. 
Ïðè ðåøåíèè ó÷èòûâàëàñü ñèììåòðèÿ çàäà÷è. Â õîäå ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-
ìåíòà óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàáèëèçàöèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äîñòèãàåòñÿ 
ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ñòåïåíåé ïîëèíîìîâ: = 12N  – äëÿ Φ Φ1 2, ; 

= 7N  – äëÿ Φ Φ3 4,  è îáùåì ÷èñëå óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷åòâåðòè 
îáëàñòè, ðàâíîì 288. Êîëè÷åñòâî óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òîëùèíå ðàâíÿ-
ëîñü 10. Çàäàííàÿ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ðóíãå – Êóòòà – Ìåðñîíà δ =0 0.01 . 

Íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ ( )i
kC  íàõîäèëè ìåòî-

äîì Ðèòöà. 
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 Рис. 2 Рис. 3 

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ ó÷åòîì è 
áåç ó÷åòà ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè. Íà 
ðèñ. 2–4 ïîêàçàíî èçìåíåíèå âî âðå-
ìåíè ïðîãèáîâ, íîðìàëüíûõ íàïðÿæå-
íèé è ïàðàìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè íà 
âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè â öåíòðå 
îáîëî÷êè. Êðèâûå 1, 2 ñîîòâåòñòâóþò 
äàííûì, ïîëó÷åííûì íà îñíîâå îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (16) ñ õàðàê-
òåðèñòèêàìè íà ðàñòÿæåíèå äëÿ ïîïå-
ðå÷íûõ íàãðóçîê = − 16zq ÌÏà è 
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Рис. 4 



110 

= 16zq ÌÏà; êðèâûå 3, 4 ïîëó÷åíû íà îñíîâå ó÷èòûâàþùèõ ðàçíîñîïðîòèâ-

ëÿåìîñòü ñîîòíîøåíèé (7) äëÿ = − 16zq ÌÏà è = 16zq ÌÏà ñîîòâåòñòâåííî. 

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè îïðåäå-
ëÿëè ïî ôîðìóëå (24). 

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñ÷åò ïî òðàäèöèîííûì ñîîòíî-
øåíèÿì ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó çàâûøåíèþ çíà÷åíèé ïðîãèáîâ è ïàðà-
ìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè. Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðè 
ó÷åòå ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðåçóëüòàò, â îñî-
áåííîñòè äëÿ ïàðàìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè, îêàçûâàåò íàïðàâëåíèå âíåøíåé 
ïðèëîæåííîé íàãðóçêè. 

Êîìïëåêñ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèé ïðåäëîæåííûé ìå-
òîä ðàñ÷åòà, âûïîëíåí íà ÿçûêå Ñ++ è îáëàäàåò âîçìîæíîñòÿìè äëÿ àâòî-
ìàòèçàöèè ðàñ÷åòîâ è ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðè ðàñ÷åòàõ 
ïîëçó÷åñòè òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñëîæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé 
ôîðìû. 
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ПОВЗУЧІСТЬ ПОШКОДЖУВАНИХ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК 
СКЛАДНОЇ ФОРМИ В ПЛАНІ 
 
Äîñë³äæóºòüñÿ ïîâçó÷³ñòü ïîøêîäæóâàíèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê ñêëàäíî¿ ôîðìè â 
ïëàí³. Íàâåäåíî âàð³àö³éíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ íà îñíîâ³ âàð³àö³éíîãî ïðèíöèïó â 
ôîðì³ Ëàãðàíæà. Äëÿ äåôîðìàö³é ïîâçó÷îñò³ âèêîðèñòàíî âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíî-
øåííÿ, ÿê³ îïèñóþòü ð³çí³ âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó ïðè ðîçòÿç³, ñòèñêó òà çñóâ³. 
Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ ïîâçó÷îñò³ áàçóºòüñÿ íà çàñòîñóâàíí³ òåî-
ð³¿ R -ôóíêö³é, ìåòîäó Ð³òöà òà ìåòîäó Ðóíãå – Êóòòà – Ìåðñîíà. Íàâåäåíî 
ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó ïîâçó÷îñò³ îáîëîíêè ñêëàäíî¿ ãåîìåòðè÷íî¿ ôîðìè. 
 
CREEP OF DAMAGED SHALLOW SHELLS WITH COMPLEX 
FORM OF PLAN  
 
A creep problem for damaged shallow shells with complex form of plan is investigated. 
The statement of creep problem, based on the Lagrange variational principle, is given. 
The constitutive equations, which describe different material properties in tension, com-
pression and torsion, are used for creep strain. The R -function theory, Ritz method 
and the Runge – Kutta – Merson method have been used for procedure of solution. The 
numerical results for creep behavior of a shell with complex form are presented. 
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