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СМУГИ ПЕРЕДРУЙНУВАННЯ В ОКОЛАХ ВЕРШИН ДВОХ 
ВЗАЄМОДІЮЧИХ ПРУЖНИХ СТРІЧКОВИХ ВКЛЮЧЕНЬ 
 

Ìåòîäîì ôóíêö³é ñòðèáêà äîñë³äæåíî ðîçâèòîê ëîêàë³çîâàíèõ ó òîíêèõ 
ñìóãàõ çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ â êîìïîçèö³¿ ç äâîìà ïðóæíèìè ñòð³÷êîâèìè 
âêëþ÷åííÿìè â ³çîòðîïí³é ìàòðèö³ çà ïîçäîâæíüîãî ðîçòÿãó íà íåñê³í÷åí-
íîñò³. Çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ ïðîñóâàþòüñÿ óçäîâæ ìåæ³ ìàòðèöÿ – âêëþ-
÷åííÿ â³ä òîðöÿ êîæíîãî ç âêëþ÷åíü äî éîãî öåíòðàëüíî¿ îáëàñò³ òà ìîäåëþ-
þòüñÿ ë³í³ÿìè ðîçðèâó ïîçäîâæí³õ ñêëàäîâèõ âåêòîðà ïåðåì³ùåíü. Ç óðàõó-
âàííÿì óìîâ âçàºìîä³¿ âêëþ÷åíü ç ìàòðèöåþ çàäà÷ó çâåäåíî äî ñèñòåìè ñèí-
ãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ñòîñîâíî ôóíêö³é ñòðèáêà, ÿê³ ðîçâ’ÿçóþòü-
ñÿ ìåòîäîì êîëîêàö³é. Ðîçâ’ÿçîê òàêî¿ çàäà÷³ ìîæå òàêîæ ñëóæèòè äëÿ àíà-
ë³çó ðîçâèòêó ñìóã ïåðåäðóéíóâàííÿ ïðè ðîçðèâ³ ñóö³ëüíîãî âêëþ÷åííÿ. Ó 
÷èñëîâèõ ïðèêëàäàõ äîñë³äæåíî ðîçì³ðè ñìóã ïåðåäðóéíóâàííÿ ³ ðîçïîä³ë ðîç-
ðèâíèõ çóñèëü ó âêëþ÷åííÿõ.  

 
Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ êîíñòðóêö³éí³ ìàòåð³àëè ç ìåòîþ ïîë³ïøåííÿ ¿õ 

ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê àðìóþòüñÿ ñòð³÷êîâèìè âêëþ÷åííÿìè. 
Îäíàê, ïðèéìàþ÷è íà ñåáå ä³þ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ, àðìóâàëüí³ åëå-
ìåíòè îäíî÷àñíî º é ïîòóæíèìè êîíöåíòðàòîðàìè íàïðóæåíü. Ç ö³º¿ ïðè÷è-
íè çíà÷íèé òåîðåòè÷íèé ³ ïðàêòè÷íèé ³íòåðåñ ñòàíîâèòü âèâ÷åííÿ ðîçïîä³-
ëó íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é á³ëÿ òàêèõ ÷óæîð³äíèõ âêëþ÷åíü, à òàêîæ ïðà-
öåçäàòí³ñòü ñàìèõ åëåìåíò³â àðìóâàííÿ. Âçàºìîâïëèâ äâîõ àáñîëþòíî 
æîðñòêèõ âêëþ÷åíü íà ðîçâèòîê çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ â óìîâàõ ïëîñêî¿ çà-
äà÷³ âèâ÷àâñÿ ó ïðàöÿõ [1, 4]. Ó ñòàòò³ [1] íà âñ³é äîâæèí³ ñìóã ïåðåäðóéíó-
âàííÿ äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ ââàæàëèñÿ ñòàëèìè, ùî íå äàâàëî ìîæëèâîñò³ 
îòðèìàòè îáìåæåíèõ íàïðóæåíü â îêîëàõ òîðö³â âêëþ÷åíü. Çàëèøàëàñÿ ëî-
ãàðèôì³÷íà îñîáëèâ³ñòü, ÿêî¿ âäàëîñÿ ïîçáóòèñÿ [4] ââåäåííÿì ó çîíó ïå-
ðåäðóéíóâàííÿ äîäàòêîâî¿ ä³ëÿíêè ðîçïóøåííÿ (âëàñòèâîãî ðîçâèíóò³é 
ïëàñòè÷íîñò³), ÷èì çðîáëåíî íàñòóïíèé êðîê ó ðîçâèòêó êðàéîâèõ óìîâ ïðè 
ðîçâ’ÿçàíí³ ìîäåëüíèõ çàäà÷ äëÿ ò³ë ³ç âêëþ÷åííÿìè. Òàêà ìîäåëü âèäàºòü-
ñÿ ðåàë³ñòè÷í³øîþ â³ä âèêîðèñòîâóâàíèõ ðàí³øå, õî÷à äîñêîíàëîþ ¿¿ ââà-
æàòè íå ìîæíà, îñê³ëüêè ðåàëüíà çîíà ïëàñòè÷íîñò³ çàâæäè îõîïëþº â³ñòðÿ 
êîíöåíòðàòîðà íàïðóæåíü. Íèæ÷å ç âèêîðèñòàííÿì ï³äõîä³â ïðàöü [4, 6, 7] 
äîñë³äæóºòüñÿ ðîçâèòîê ëîêàë³çîâàíèõ çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ ó êîìïîçèö³¿ ç 
äâîìà ïðóæíèìè ñòð³÷êîâèìè âêëþ÷åííÿìè. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ìåòîä ôóíêö³é ñòðèáêà. Ðîçãëÿíåìî â óìîâàõ 
ïëîñêî¿ çàäà÷³ ³çîòðîïíå ò³ëî (ïëàñòèíó), ùî ì³ñòèòü äâà ñï³ââ³ñí³ ïðóæí³ 
ñòð³÷êîâ³ âêëþ÷åííÿ îäíàêîâî¿ äîâæèíè 2 12 a a= −  ³ ìàëî¿ (ïîð³âíÿíî ç 

äîâæèíîþ) òîâùèíè 2h , 
ðîçì³ùåíèõ ñèìåòðè÷íî 
â³äíîñíî ïî÷àòêó äåêàð-
òîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò 
x O y  (ðèñ. 1). Ìîäóëü 

ïðóæíîñò³ âêëþ÷åíü inclE  

á³ëüøèé â³ä ìîäóëÿ ïðóæ-
íîñò³ ìàòðèö³ E ; êîåô³ö³-
ºíòè Ïóàññîíà â³äïîâ³äíî – 

inclν  òà ν . Êîìïîçèö³ÿ ðîç-
òÿãóºòüñÿ íà íåñê³í÷åííîñ-

ò³ çóñèëëÿìè xx q∞σ =  ïà-
ðàëåëüíî äî ë³í³¿ âêëþ÷åíü. Ââàæàºìî, ùî âíàñë³äîê êîíöåíòðàö³¿ íàïðó-
æåíü á³ëÿ òîðö³â âêëþ÷åíü âèíèêàþòü ³ ç³ çá³ëüøåííÿì íàâàíòàæåííÿ ïðî-
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ñóâàþòüñÿ äî ¿õ öåíòðàëüíî¿ ÷àñòèíè çîíè ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ. Áåç-
ïîñåðåäíüî äî òîðö³â ïðèëÿãàþòü îáëàñò³ ðîçïóøåííÿ ìàòåð³àëó. Ðîçâèòîê 
äåôîðìàö³é çà ìåæåþ ïðóæíîñò³ ëîêàë³çóºòüñÿ ó âóçüêèõ îáëàñòÿõ – ñìó-
ãàõ âçäîâæ ìåæ³ ìàòðèöÿ – âêëþ÷åííÿ. Ìîäåëþâàííÿ çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ 
òîíêèìè ïðîøàðêàìè ìàòåð³àëó äàº ìîæëèâ³ñòü ôîðìóëþâàòè çì³øàíó çà-
äà÷ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ò³ëà ç ïðóæíèìè âêëþ÷åííÿìè òà ë³í³ÿìè êîâ-
çàííÿ íà ìåæ³ ïîä³ëó, ùî çá³ãàþòüñÿ ó òîðö³ âêëþ÷åíü.  

Îñê³ëüêè òîâùèíà âêëþ÷åíü º ìàëîþ, òî ¿õ âïëèâ çã³äíî ç ïðàöÿìè [2, 
6, 7] çìîäåëþºìî ôóíêö³ÿìè ñòðèáê³â âåêòîðà íàïðóæåíü ³ ïîõ³äíî¿ â³ä âåê-
òîðà ïåðåì³ùåíü ï³ä ÷àñ ïåðåõîäó ÷åðåç ¿õ ñåðåäèííó ë³í³þ, çíîñÿ÷è óìîâè 
êîíòàêòó íà â³ñü àáñöèñ: 

 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )yy xyx i x f x if x f x∗σ − σ = − =[ ] , 

 3 4 3
( ) ( )

( ) ( ) ( )
u x v x

i f x if x f x
x x

∗∂ ∂+ = + =
∂ ∂

[ ] , (1) 

äå ,  ,  xx yy xyσ σ σ  – êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü; ,  u v  – êîìïîíåíòè 

âåêòîðà ïåðåì³ùåíü â³äïîâ³äíî óçäîâæ îñåé ,Ox Oy ; ( ) ( ) ( )x x x− +ϕ = ϕ − ϕ[ ] ; 

( )x±ϕ  – ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ϕ  íà âåðõíüîìó ( 0)y >  é íèæíüîìó 

( 0)y <  áîêàõ ë³í³¿ 0;  ( ),  1, , 4jy f x j= =  , – íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ñòðèáêà, ïðè-

÷îìó çà ìåæàìè âêëþ÷åíü (  1 2 x a x a< > ) óñ³ ôóíêö³¿ ( ) 0jf x = . Âíà-

ñë³äîê ñèìåòð³¿ íàâàíòàæåííÿ íà îñ³  ( 0)Ox y =  âèêîíóþòüñÿ òàê³ êðàéîâ³ 
óìîâè: 

 +( ) ( ),               ( ) ( )yy yy xy xyx x x x+ − −σ = σ σ = − σ , 

 
( ) ( ) ( ) ( )

,      
u x u x v x v x

x x x x

+ − + −∂ ∂ ∂ ∂       = = −       ∂ ∂ ∂ ∂       
.  (2) 

Çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ ðîçâèâàþòüñÿ â îêîëàõ òîðö³â âêëþ÷åíü óçäîâæ 
ìåæ³ ìàòðèöÿ – âêëþ÷åííÿ, ïðîñóâàþ÷èñü â³ä êîæíîãî êðàþ äî öåíòðàëü-
íî¿ ÷àñòèíè: 1 1 1 ( )x L a x c∈ < <  – â îêîëàõ áëèæ÷èõ òîðö³â ³ 2x L∈  

2 2( )c x a< <  – â îêîëàõ â³ääàëåíèõ òîðö³â. Êîæíà ³ç çîí ñêëàäàºòüñÿ ç 

äâîõ ÷àñòèí: ä³ëÿíêè ðîçïóøåííÿ 1 1 2 2,   a x b b x a< < < <  òà ä³ëÿíêè 

ïëàñòè÷íîñò³ 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2,    ( )b x c c x b a b c c b a< < < < < < < < < . Äîâæèíè 

çîí ðîçïóøåííÿ 1 1b a−  òà 2 2b a−  º íåçíà÷íèìè ïîð³âíÿíî ç ï³âäîâæèíîþ 
âêëþ÷åííÿ äëÿ òîãî, ùîá ë³í³¿ êîâçàííÿ ùîéíî ïî÷èíàëè âïëèâàòè íà íà-
ïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó ò³ë³. Ïðè öüîìó íà ä³ëÿíêàõ ðîçïóøåííÿ 

äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ ë³í³éíî çðîñòàþòü â³ä íóëÿ äî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ s
∗τ , 

âëàñòèâîãî çîí³ ïîâíî¿ ïëàñòè÷íîñò³:  

 1
1 1

1 1
sgn ( ),       xy xy s

x a
x a x b

b a
+ − ∗ −

σ = − σ = − τ < <
−

, 

 2
2 2

2 2
sgn ( ),          xy xy s

a x
x b x a

a b
+ − ∗ −

σ = − σ = τ < <
−

,  (3) 

à íà ä³ëÿíêàõ ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ º ñòàëèìè: 

 1 1sgn ( ),   xy xy s x b x c+ − ∗σ = − σ = − τ < < , 

 2 2sgn ( ),     xy xy s x c x b+ − ∗σ = − σ = τ < < , 
1, 0,

sgn ( ) 0, 0,
1, 0.

x
x x

x

>= =
 − <

  (4) 
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äå s
∗τ  – çñóâíà ì³öí³ñòü àäãåç³¿ ïîâåðõí³ ìàòðèöÿ – âêëþ÷åííÿ, à ïðè ïëàñ-

òè÷íîìó äåôîðìóâàíí³ – ¿¿ çñóâíèé ïîð³ã ïëàñòè÷íîñò³. 
Íà ä³ëÿíêàõ 1 2ñ x c< <  çâ’ÿçîê ì³æ âêëþ÷åííÿìè òà ìàòðèöåþ º 

³äåàëüíèì, à íà íåñê³í÷åííîñò³ ìàºìî óìîâè 

 ,         ,         0xx yy xyq q∞ ∞ ∞σ = σ = σ = .   (5) 

Çã³äíî ç [5] ó ïëîñê³é çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ çà â³äñóòíîñò³ ìàñîâèõ 
ñèë êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ³ âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ïîäàþòü ÷åðåç 
äâ³ àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿ êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ z x iy= + :  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yy xyz i z z z z z z′σ − σ = Φ + Ω + − Φ , 

 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G u z iv z z z z z z′ ′ ′+ = Φ − Ω − − Φ( ) æ , (6) 

äå 
2(1 )

EG =
+ ν

 – ìîäóëü çñóâó ìàòåð³àëó ìàòðèö³; 3
1

− ν=
+ ν

æ  – ñòàëà Ìóñ-

õåë³øâ³ë³. Çà â³äîìîþ ñõåìîþ [2, 6, 7] ï³ñëÿ ï³äñòàâëÿííÿ âèðàç³â (6) ó êðà-
éîâ³ óìîâè (1) îòðèìóºìî çàäà÷ó ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ ñòîñîâíî êîìïëåêñ-
íèõ ïîòåíö³àë³â:  

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x f x
+− ∗Φ − Ω − Φ − Ω =[ ] [ ] , 

 3( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )x x x x Gf x
+− ∗Φ + Ω − Φ + Ω =[ ] [ ]æ æ . 

¯õ ðîçâ’ÿçêîì ç óðàõóâàííÿì íàâàíòàæåííÿ íà íåñê³í÷åííîñò³ áóäóòü çíà-
÷åííÿ: 

 1 3 0( ) ( ) 2 ( ) ( )
2 ( 1)

iz t z Gt z z
i

∗ ∗Φ = + + Φ
+

[ ]
æ

, 

 1 3 0( ) ( ) 2 ( ) ( )
2( 1)

iz t z Gt z z∗ ∗Ω = − + + Ω
+

[ ]æ
æ

,  (7) 

äå  

 
1 2

2 1

0 0

( ) ( )1( ) ,       ( ) ,       ( )
4 2

a a
j j

j
a a

f t dt f t dt q q
t z z z

t z t z

∗ ∗−
∗

−

 
= + Φ = Ω = −  π − − 

∫ ∫ . 

Çà ô³çè÷íèì çì³ñòîì âåëè÷èíè 0 0( ),  ( )z zΦ Ω  º ðîçâ’ÿçêîì îäíîð³äíî¿ çàäà÷³ 

äëÿ ñóö³ëüíîãî ò³ëà áåç âêëþ÷åíü, à ³íòåãðàëè òèïó Êîø³ ( )jt z∗  ñòîñóþòüñÿ 

çáóðåíîãî âêëþ÷åííÿì íàïðóæåíîãî ñòàíó. 
Çàëåæíîñò³ (6), (7) âèçíà÷àþòü êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ³ ïîõ³äí³ 

â³ä ïåðåì³ùåíü ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ïëàñòèíè ÷åðåç ôóíêö³¿ ñòðèáê³â: 

 1 1 3 3( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
4 2( 1)yy xy
q iz i z t z t z G t z t z∗ ∗ ∗ ∗σ − σ = − + − + + −

+
æ

æ
( )[  

 1 3( ) ( ) 2 ( )z z t z Gt z∗ ∗′ ′− − +( )] , 

 1 1
( 2)

( ) ( ) ( ) ( )
8 4 ( 1)

q iu z iv z t z t z
G G

∗ ∗+′ ′+ = + + +
+

æ æ
æ

( )[  

 3 3 1 32 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )G t z t z z z t z Gt z∗ ∗ ∗ ∗′ ′+ − + − +æ( ) ( )] .  (8) 
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Ñèñòåìà ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³é 
ñòðèáêà. Ç îãëÿäó íà ñèìåòð³þ çàäà÷³ òà äëÿ ñïðîùåííÿ ïåðåòâîðåíü äàë³ 
ðîçãëÿíåìî ëèøå ïðàâå âêëþ÷åííÿ, ðîçì³ùåíå íà äîäàòí³é ÷àñòèí³ îñ³ Ox . 
Óìîâîþ ³äåàëüíîãî ìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó âêëþ÷åííÿ ç ìàòðèöåþ º ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ 

 incl incl( , ) ( ),           ( , ) ( )yy yy xy xyx h x x h x± ±σ ± = σ σ ± = σ , 

 
( )inclincl ,( , ) ( ) ( )

,     
v x hu x h u x v x

x x x x

± ±
∂ ±   ∂ ± ∂ ∂= =   ∂ ∂ ∂ ∂   

. (9) 

Âðàõîâóþ÷è ìàëó òîâùèíó âêëþ÷åííÿ òà ôîðìóëè (9), óìîâè âçàºìîä³¿ 
òîíêîãî ³çîòðîïíîãî âêëþ÷åííÿ ç ìàòðèöåþ ÿê óìîâè âçàºìíîãî íå³äåàëüíî-
ãî êîíòàêòó áåðåã³â ìàòðèö³ ó ì³ñö³ ¿¿ ñïðÿæåííÿ ç âêëþ÷åííÿì ìîæíà 
ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 incl

incl incl

1
xx yy

u
x E E

ν∂ = σ − σ
∂

, 

 incl

incl incl

1
yy xx

v
h E E

ν
= σ − σ[ ]

, 

 incl

incl

2(1 )
xy

v v
h x E

+ ν∂+ = σ
∂

[ ]
,  (10) 

äå ( ) ( ) ( )x x x+ −ϕ = ϕ + ϕ . Ç óìîâè ð³âíîâàãè åëåìåíòà âêëþ÷åííÿ ìàºìî 

 incl incl ( )1( ) ( ) xx
xx xy

x

N
x t dt

h h

ξ ξ
σ = σ +∫ [ ] ,  

 incl incl
( )1( ) ( ) xy

xy yy
x

N
x t dt

h h

ξ ξ
σ = σ +∫ [ ] , (11) 

äå òî÷êà ξ  â³äïîâ³äàº îäíîìó ç òîðö³â âêëþ÷åííÿ ÷è êðàþ çîíè ïåðåäðóé-

íóâàííÿ 1 2 2, , ;  ( ),  ( )xx xyc c a N Nξ = ξ ξ( { })  – íîðìàëüí³ òà äîòè÷í³ çóñèëëÿ íà 

òîðöÿõ x = ξ . Òîä³ ç ôîðìóë (10), (11) âèïëèâàþòü çàëåæíîñò³ 

 2 incl incl
1 1( ) ( ) 0yy xx

x

uf t dt E N
h x h

ξ
∂+ ν σ + + ξ =
∂∫ , 

 incl 2 incl 4 incl( ) ( ) ( ) 0yy xx
x x

f t dt E f t dt h N
ξ ξ

ν − + σ + ν ξ =∫ ∫ . (12) 

Ïðè öüîìó ç îãëÿäó íà óìîâè ñèìåòð³¿ (2) âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

 2 2 4 4 1 3( ) ( ),    ( ) ( ),     ( ) ( ) 0f x f x f x f x f x f x= − − = − − = = . 

Çíà÷åííÿ ôóíêö³é ñòðèáê³â íà êîæí³é ³ç ä³ëÿíîê ,  0,1,2iL i = , âêëþ-

÷åííÿ ïîçíà÷èìî çâåðõó ³íäåêñîì ( ):  ( ) ( )
i

i
j jL

i f x f x= . Ôîðìóëè (12) ç 

óðàõóâàííÿì (8) ³ êðàéîâèõ óìîâ (3), (4) ïîðîäæóþòü íà òðüîõ ä³ëÿíêàõ 0L , 

1 2 1 2,    ( )L L a x a< <  ñèñòåìó ÷îòèðüîõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ñòîñîâíî øó-

êàíèõ ôóíêö³é ñòðèáêà (0) (0) (1) (2)
2 4 4 4( ),  ( ),  ( ),  ( )f x f x f x f x  
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– äëÿ 0x L∈ : 

 
2

0 (0)
1 2 2 2 4 1 01 0

2( ) ( ) ( ) 2 ( ) 4 0
c

s
x

t x f t dt t x g x q
h

∗λ + − λ − λ τ + λ =∫ , 

 
2 2

0 (0) (0)incl incl
2 2 4 4 02

2 2
(1 ) ( ) ( ) ( ) 2(1 ) ( ) 0

c c

s
x x

E
t x f dt Et x f t dt g x

h h
∗ν

− ν − + + − − ν τ =∫ ∫ ; 

– äëÿ 1x L∈ : 

 

1

(1)1 incl incl 1
3 4 4 1 0

(1 )
( ) ( ) ( ) 2(1 ) 0

x
s

a

E
t x f t dt g x q

h h

∗λ τ − ν + ν λ
λ + + − − ν λ =∫ ; 

– äëÿ 2x L∈ : 

 
2

(2)1 incl incl 1
3 4 4 2 0

(1 )
( ) ( ) ( ) 2(1 ) 0

a
s

x

E
t x f t dt g x q

h h

∗λ τ − ν + ν λ
λ + + − − ν λ =∫ , (13) 

äå 0 incl/E Eλ =  – â³äíîñíà æîðñòê³ñòü âêëþ÷åííÿ;  

 1 0 incl(3 )(1 ) (1 )λ = − ν + ν λ − ν − ν , 

 2 incl incl 3 incl incl(1 ) ,        2 (1 )E E E Eλ = ν + − ν λ = + ν − ν , 

 
21

1 1

(1) (0)
4 4 4

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )
ñ ñ

a ñ

t x f t dt f t dt
t x t x t x t x

   = + + + +   π − + π − +   ∫ ∫  

 
2

2

(2)
4

1 1 1 ( )
a

ñ

f t dt
t x t x

 + + π − + ∫ , 

 
2

1

0 (0)
2 2

1 1 1( ) ( )
ñ

ñ

t x f t dt
t x t x

 = + π − + ∫ , 

 01 2 2 2 0
1

1 1( ) ( 2 ) ( )g x a b c g x
h

= + − −
λ π

,  

 02 2 2 2 0
1 1( ) ( 2 ) ( )

(1 )
g x a b c g x

h
= − + − −

− ν π
,  

 
2 2 2 2

1 2 2 2
0 2 22 2 2 2

2 2 2 21 2

( )( ) 1( ) ln ( ) ln ( ) ln
( )( )

x c c x x b a x
g x x a x a

a b x a b xx b b x

− − + − = + + + − +  − + −− −
 

 1 1
1 1

1 1 1 1

1 ( ) ln ( ) ln 4
x b x a

x a x a
b a x a x b

− + + − + + + − − + 
, 

 1 1 1 2 2 2( ) 2 ,        ( ) 2g x x a b g x a b x= − − = + − . 

Ç ô³çè÷íèõ ì³ðêóâàíü ïîâèíí³ òàêîæ âèêîíóâàòèñÿ äîäàòêîâ³ óìîâè çà-
ãàëüíî¿ ð³âíîâàãè âêëþ÷åííÿ òà îäíîçíà÷íîñò³ ïåðåì³ùåíü ïðè îáõîä³ íàâ-
êîëî âêëþ÷åíü: 

 
2 2

1 1

2 4( ) 0,           ( ) 0
a a

a a

f t dt f t dt= =∫ ∫ .  (14) 

Ñèñòåìó ð³âíÿíü äîïîâíþºìî òàêîæ óìîâàìè îáìåæåíîñò³ ôóíêö³é 
ñòðèáêà íà êðàÿõ ñìóã ïëàñòè÷íîñò³ 1 2,  x c c= { } .  
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Ââàæàþ÷è â ð³âíÿííÿõ 1 1c a=  òà 2 2c a=  (ñìóãè ïåðåäðóéíóâàííÿ â³ä-
ñóòí³), îòðèìóºìî ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ ñóòî ïðóæíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ äëÿ 
äâîõ ñòð³÷êîâèõ âêëþ÷åíü.  

Äåÿê³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè òà âèñíîâêè. Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (13) 
ç óìîâàìè (14) ïîäàºìî ó âèãëÿä³ ðÿä³â çà ìíîãî÷ëåíàìè ×åáèøåâà ïåðøîãî 
ðîäó ( )nT x  ç âèä³ëåíîþ êîðåíåâîþ îñîáëèâ³ñòþ ³ íåâ³äîìèìè êîåô³ö³ºíòàìè 

(0) ( ),  ,  0,1,2i
n nb d i = :  

 (0) (0)2 1
2

02 1

( )
( ) ( )

2 ( )( ) n n
n

q ñ ñ
f x b T x

ñ x x ñ

∞

=

−
= −

− −
∑ , 

 (0) (0)2 1
4

0incl 2 1

( )
( ) ( )

2 ( )( )
n n

n

q ñ ñ
f x d T x

E ñ x x ñ

∞

=

−
= −

− −
∑ , 

 (1) (1)1 1
4

0incl 1 1

( )
( ) ( )

2 ( )( )
n n

n

q c a
f x d T x

E c x x a

∞

=

−
= −

− −
∑ , 

 (2) (2)2 2
4

0incl 2 2

( )
( ) ( )

2 ( )( ) n n
n

q a c
f x d T x

E a x x c

∞

=

−
= −

− −
∑ . (15) 

Ï³äñòàâèâøè (15) ó ð³âíÿííÿ (13) òà óìîâè (14), ï³ñëÿ âèêîíàííÿ ³íòåã-
ðóâàííÿ ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ìíîãî÷ëåí³â ×åáèøåâà îòðèìóºìî 
ôóíêö³îíàëüí³ ð³âíÿííÿ, ÿê³ ìåòîäîì êîëîêàö³é [2, 3] çâîäèìî äî íåñê³í÷åí-

íî¿ ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü ñòîñîâíî íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â (0) ( ), i
n nb d , 

ÿêó ðîçâ’ÿçóºìî ìåòîäîì ðåäóêö³¿.  
Ðîçãëÿíåìî êîìïîçèö³þ ç êîåô³ö³ºíòàìè Ïóàññîíà 0.3ν = , incl 0.2ν =  

äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü â³äíîñíî¿ æîðñòêîñò³ âêëþ÷åíü 0 incl/E Eλ ≡  òà â³äíîñíî¿ 

â³äñòàí³ ì³æ íèìè 1/aα ≡   çà 
â³äíîñíî¿ òîâùèíè âêëþ÷åíü 

/h h∗ =  . 
Íà ðèñ. 2 ïîäàíî çàëåæíîñò³ 

â³äíåñåíèõ äî ï³âäîâæèíè âêëþ-
÷åííÿ â³äíîñíèõ ðîçì³ð³â çîí ïå-
ðåäðóéíóâàííÿ á³ëÿ áëèçüêèõ 
(ë³í³¿ 1, 4, 7), 1 1 1( )/c aε = −  , ³ 

â³ääàëåíèõ (ë³í³¿ 2, 5, 8), 2ε =  

2 2( )/a c= −  , òîðö³â â³ä ïàðàìåò-

ðà íàâàíòàæåííÿ /(2 )sq ∗τ  ïðè 
â³äíîñí³é â³äñòàí³ ì³æ âêëþ÷åí-
íÿìè 0.01α =  òà òîâùèí³ 1/20h∗ = .  

Ë³í³¿ 3, 6, 9 â³äïîâ³äàþòü äîâæèí³ öèõ çîí ïðè 10α = ; çíà÷åííÿ 1ε  òà 

2ε  ïðè òàê³é â³äíîñí³é â³äñòàí³ â³äð³çíÿþòüñÿ ì³æ ñîáîþ ëèøå íà ÷åòâåðòî-
ìó-ï’ÿòîìó çíàêàõ ï³ñëÿ êîìè, òîìó íà ãðàô³êàõ âîíè ïðàêòè÷íî çá³ãàþòü-
ñÿ: âêëþ÷åííÿ ïðè òàêèõ â³äñòàíÿõ ìîæíà ââàæàòè íåâçàºìîä³þ÷èìè. Äëÿ 

ë³í³é 1, 2, 3 â³äíîñíà æîðñòê³ñòü âêëþ÷åíü 10
0 10λ =  (ïðàêòè÷íî àáñîëþòíî 

æîðñòê³ âêëþ÷åííÿ), äëÿ ë³í³é 4, 5, 6 – 0 20λ = , äëÿ ë³í³é 7, 8, 9 – 

0 10/3λ = . Â îêîëàõ áëèçüêèõ òîðö³â ïîð³âíÿíî ç â³ääàëåíèìè ðîçì³ðè çîí º 

á³ëüøèìè ³ ç³ çìåíøåííÿì â³äñòàí³ ì³æ âêëþ÷åííÿìè öÿ ð³çíèöÿ çðîñòàº. 
Êð³ì òîãî, çáëèæåííÿ âêëþ÷åíü (ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó çáëèæåííÿ òàêà 

 

   0 0.2 0.4 0.6 0.8 ∗τ(2 )sq  

1 
2 

εi 

0.6 
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Рис. 2 
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ñèòóàö³ÿ ïðè â³ëüíèõ òîðöÿõ â³äïîâ³äàº ìåõàí³÷íîìó ðîçðèâó âêëþ÷åííÿ 
çàâäîâæêè 4  ïîñåðåäèí³) â êîìïîçèö³¿, êð³ì çì³íè ¿¿ âëàñòèâîñòåé ì³öíîñ-
ò³, ñóïðîâîäæóºòüñÿ çá³ëüøåííÿì çàãàëüíî¿ ê³ëüêîñò³ ïëàñòè÷íî çäåôîðìî-
âàíîãî ìàòåð³àëó. Ðåçóëüòàòè äëÿ ë³í³é 1– 3 óçãîäæóþòüñÿ ç â³äîìèìè [1, 4] 
äëÿ àáñîëþòíî æîðñòêèõ âêëþ÷åíü. 

Íà ðèñ. 3 ïîäàíî çì³íó óñåðåäíåíèõ ïî òîâùèí³ îñüîâèõ ðîçðèâíèõ 

íàïðóæåíü incl/(2 )xx s
∗

∗σ = σ τ  óçäîâæ äîâæèíè 1 2 2 1(2 )/( )x x a a a a∗ = − − −  

ïðàâîãî âêëþ÷åííÿ (êîîðäèíàòà 1x∗ = −  â³äïîâ³äàº òî÷ö³ 1a , à 1x∗ = +  – 

òî÷ö³ 2a ) ïðè òîâùèí³ 1/20h∗ =  òà ñòàëîìó íàâàíòàæåíí³ /(2 ) 0.25sq ∗τ = . 

Äëÿ ë³í³é 1 â³äíîñíà æîðñòê³ñòü âêëþ÷åíü  10
0 10λ = ; äëÿ ë³í³é 2 – 0 20λ = ; 

äëÿ ë³í³é  – 0 10/3λ = . Çá³ëüøåííÿ æîðñòêîñò³ âêëþ÷åíü ñïðè÷èíÿº çðîñ-

òàííÿ ìàêñèìàëüíèõ îñüîâèõ çó-
ñèëü. Äëÿ êîæíî¿ ç ïàðè ë³í³é 
âåðõíÿ â³äïîâ³äàº â³äñòàí³ ì³æ 
âêëþ÷åííÿìè 0.01α = , íèæíÿ – 
â³äïîâ³äàº 10α =  (ïðàêòè÷íî íå-
âçàºìîä³þ÷³). 

Çáëèæåííÿ âêëþ÷åíü ñóïðî-
âîäæóºòüñÿ çá³ëüøåííÿì ìàêñè-
ìàëüíèõ îñüîâèõ çóñèëü ó íèõ òà 
çì³ùåííÿì òî÷êè ìàêñèìóìó â 
á³ê áëèçüêèõ òîðö³â. Ç³ çìåíøåí-
íÿì æîðñòêîñò³ âêëþ÷åííÿ òî÷êà 
ìàêñèìóìó òàêîæ çì³ùóºòüñÿ ó 
á³ê çáëèæåíèõ òîðö³â, à â³äíîñíà 
ð³çíèöÿ ì³æ ìàêñèìàëüíèìè çóñèëëÿìè çìåíøóºòüñÿ. Çîêðåìà, äëÿ ë³í³é 1 

( 10
0 10λ = ) ïðè 0.01α =  òî÷êà ìàêñèìóìó çì³ùåíà â á³ê çáëèæåíèõ òîðö³â 

íà 0.134x∗ =  â³ä äîâæèíè âêëþ÷åííÿ, à ìàêñèìàëüí³ çóñèëëÿ çðîñòàþòü íà 

18.6% ïîð³âíÿíî ç³ çíà÷åííÿì, îòðèìàíèì äëÿ 10α =  (ïðàêòè÷íî íåâçàº-
ìîä³þ÷³); äëÿ ë³í³é 2 ( 0 20λ = ) â³äïîâ³äíî 0.156x∗ = , à çóñèëëÿ çá³ëüøó-

þòüñÿ íà 14.5%; äëÿ ë³í³é 3 ( 0 10/3λ = ) 0.186x∗ = , à çóñèëëÿ – íà 6.3%.  

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ñâ³ä÷àòü, ùî ïðóæí³ âëàñòèâîñò³ âêëþ÷åííÿ, à òà-
êîæ âçàºìîä³ÿ äîñòàòíüî áëèçüêî ðîçì³ùåíèõ âêëþ÷åíü ³ñòîòíî âïëèâàþòü 
íà ¿õ êîíòàêòíó âçàºìîä³þ ç ìàòðèöåþ, à òàêîæ íà íàïðóæåíèé ñòàí ñàìîãî 
ï³äêð³ïëþâàëüíîãî åëåìåíòó. ²ñíóâàííÿ íàâ³òü äóæå êîðîòêî¿ çîíè ðîçïó-
øåííÿ äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè ìåõàí³÷íî êîðåêòí³ ðåçóëüòàòè.  
 
 1. Áåðåæíèöêèé Ë. Ò., Êóíäðàò Í. Ì. Èññëåäîâàíèå óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ýôôåê-

òîâ ïðè ðàçðóøåíèè âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòîâ // Ìåõàíèêà êîìïîçèòíûõ ìàòå-
ðèàëîâ. – 1984. – ¹ 5. – Ñ. 926–930. 

 2. Áîæèäàðíèê Â. Â., Ñóëèì Ã. Ò. Åëåìåíòè òåîð³¿ ïëàñòè÷íîñò³ òà ì³öíîñò³. – 
Ëüâ³â: Ñâ³ò, 1999. – 945 ñ. 

 3. Áîæèäàðíèê Â. Â., Ñóëèì Ã. Ò. Ìåòîä êîëîêàö³é ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ñèíãó-
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Ñ. 8–13. 

 4. Êóíäðàò Ì. Ì. Äîñë³äæåííÿ âïëèâó íà íàïðóæåíèé ñòàí ñìóã ïëàñòè÷íîñò³ â 
îêîëàõ äâîõ âçàºìîä³þ÷èõ âêëþ÷åíü // Ìàò. ìåòîäè òà ôiç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2000. – 
43, ¹ 4. – Ñ. 85–89. 

 5. Ìóñõåëèøâèëè Í. È. Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðó-
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ПОЛОСЫ ПРЕДРАЗРУШЕНИЯ В ОКРЕСТНОСТЯХ ВЕРШИН ДВУХ 
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ УПРУГИХ ЛЕНТОЧНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 
 
Ìåòîäîì ôóíêöèé ñêà÷êà èññëåäîâàíî ðàçâèòèå ëîêàëèçîâàííûõ â òîíêèõ ïîëîñàõ 
çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ â êîìïîçèöèè ñ äâóìÿ òîíêèìè óïðóãèìè ëåíòî÷íûìè âêëþ-
÷åíèÿìè â èçîòðîïíîé ìàòðèöå ïðè ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè. 
Çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü ãðàíèöû ìàòðèöû – âêëþ÷åíèÿ 
îò òîðöîâ ê öåíòðó è ìîäåëèðóþòñÿ ëèíèÿìè ðàçðûâà ïåðåìåùåíèé. Ñ ó÷åòîì 
óñëîâèé óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âêëþ÷åíèé ñ ìàòðèöåé çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå 
ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ñêà÷-
êà, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèé. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ìîæåò áûòü 
èñïîëüçîâàíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçâèòèÿ ïîëîñ ïðåäðàçðóøåíèÿ ïðè ðàçðûâå 
ñïëîøíîãî âêëþ÷åíèÿ. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû ðàñ÷åòà äëèíû çîí ïðåäðàç-
ðóøåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçðûâíûõ óñèëèé âî âêëþ÷åíèÿõ.  
 
PREFRACTURE BANDS IN THE VICINITY OF TOPS OF TWO INTERACTING 
ELASTIC RIBBON-LIKE INCLUSIONS   
 
The development of localized in thin bands, prefracture zones in a composition with two 
elastic ribbon-like inclusions in isotropic matrix is investigated by the method of jump 
functions. Zones of prefracture develope along the matrix-inclusions line from the tips 
to centers and are modeled by rupture of displacement. Using the complex potentials we 
obtain the dependence of the stress and displacement components on the load and un-
known jump functions. Taking into account the interaction conditions of thin inclu-
sions and matrix, the problem is reduced to a system of singular integral equations for 
the jump functions. Solution of such problem can be also used for study the develop-
ment of prefracture bands at rupture of continuous inclusion. Numerical examples of 
zone sizes and distribution of longitudinal efforts in inclusions illustrate the method.  
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