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ÓÄÊ 539.3 
 
В. І. Лавренюк, М. В. Лавренюк 
 
ПОБУДОВА ФУНДАМЕНТАЛЬНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ РІВНЯНЬ 
МЕХАНІКИ СУЦІЛЬНОГО СЕРЕДОВИЩА НА ОСНОВІ ПОТЕНЦІАЛУ 
ЛЕННАРДА – ДЖОНСА 
 

Ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ îòðèìàíî¿ Ë. Ï. Õîðîøóíîì ñèñ-
òåìè ð³âíÿíü ó ïåðåì³ùåííÿõ äëÿ ñåðåäîâèù, ÷àñòèíêè ÿêèõ âçàºìîä³þòü çà 
çàêîíîì Ëåííàðäà – Äæîíñà. Ðîçâ’ÿçêè îòðèìàíî ç âèêîðèñòàííÿì ïðÿìîãî 
òà îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåíü Ôóð’º óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é. Ïðè÷îìó îäåðæàí³ 
äëÿ òðèâèì³ðíîãî òà äâîâèì³ðíîãî âèïàäê³â ðîçâ’ÿçêè ì³ñòÿòü ÿê äîäàíêè 
òèïó ðîçâ’ÿçê³â Êåëüâ³íà, òàê ³ äîäàíêè, ÿê³ áåçïîñåðåäíüî âðàõîâóþòü âçàº-
ìîä³þ ÷àñòèíîê çà çàêîíîì Ëåííàðäà – Äæîíñà. 

 
Ó ðîáîò³ [3] Ë. Ï. Õîðîøóíîì çàïðîïîíîâàíî íîâèé ï³äõ³ä äî ïîáóäîâè 

êîíòèíóàëüíî¿ ìîäåë³ ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà, â îñíîâó ÿêîãî ïîêëàäåíî 
ïðèíöèï «çãëàäæóâàííÿ» ð³âíÿíü ðóõó îêðåìî¿ ÷àñòèíêè, ÿêà âçàºìîä³º ç 
îòî÷óþ÷èìè ÷àñòèíêàìè çà çàêîíîì Ëåííàðäà – Äæîíñà. 

Ó ö³é ðîáîò³ äëÿ ïðîñòîðîâîãî òà ïëîñêîãî âèïàäê³â ïîáóäîâàíî ôóíäà-
ìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ð³âíÿíü ó ïåðåì³ùåííÿõ äëÿ òàêèõ ñåðåäîâèù. 
Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàíî ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ó ðàìêàõ òåîð³¿ 
óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é. 

Ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà, ïîáóäîâàí³ Ë. Ï. Õîðîøó-
íîì [3] íà îñíîâ³ ïîòåíö³àëó Ëåííàðäà – Äæîíñà, ìàþòü âèãëÿä 

 , , , ,( ) 0i rr i ri i rrpp i rppi iu u u u Xµ + λ + µ − γ − + =æ . (1) 

Ôóíäàìåíòàëüíèìè ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè ð³âíÿíü (1), ÿê³ ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç ( , )iG x ξ , º ïåðåì³ùåííÿ â òî÷ö³ ix , çóìîâëåí³ îäèíè÷íîþ ñèëîþ 

( )i xδ δ − ξ  ó íàïðÿìêó îñ³ ix , ïðèêëàäåíîþ ó òî÷ö³ ξ  â íàïðÿìêó îñ³ x  ó 

íåñê³í÷åííîìó êîíòèíóóì³ ç õàðàêòåðèñòèêàìè ,  ,  ,  µ λ γ æ . 
Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð ïðàâî¿ ÷àñòèíè (1) 

º ñàìîñïðÿæåíèì. Òîìó ñèñòåìà ð³âíÿíü äëÿ îòðèìàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ìàòèìå òàêèé âèãëÿä: 

 , , ,( , ) ( ) ( , ) ( , )i rr r ri i rrppG x G x G xµ ξ + λ + µ ξ − γ ξ −    

 , ( , ) ( )r rppi i iG x x− ξ + δ δ − ξ = δæ 
  . (2) 

Òóò ³ íàäàë³ ³íäåêñè ,  ,  ,  i r p   íàáóâàþòü çíà÷åíü 1, 2, 3 äëÿ òðèâèì³ð-
íîãî âèïàäêó òà 1, 2 – äëÿ äâîâèì³ðíîãî âèïàäêó. 

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îäèíè÷íà ñèëà 
ïðèêëàäåíà ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ³ ïîòð³áí³ ðîçâ’ÿçêè îäåðæèìî ïàðàëåëü-
íèì ïåðåíåñåííÿì íà âåêòîð ξ . 

Äëÿ âèïàäêó 0ξ =  âèêîíàºìî ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà ôîð-
ìóëàìè 

 1 2 3( ) ( ) p pi x
i iF G x G x e dx dx dx

∞
α

−∞

= ∫ ∫ ∫ ( ) . 

Âðàõîâóþ÷è, ùî 

 , ( ) ( )i p p iF G x i F G x= − α ( ) ( ) , (3) 

 1 2 3( ) 1p pi x
x e dx dx dx

∞ ∞ ∞
α

−∞ −∞ −∞

δ =∫ ∫ ∫ , (4) 
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îäåðæèìî â ïðîñòîð³ çîáðàæåíü òàêó ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü: 

 ( )i r r r i r i r r p pF G F G F G− µ α α − λ + µ α α − γ α α α α −  ( ) ( ) ( )  

 0r r p p i iF G− α α α − α + δ =æ 
( ) . (5) 

Ïîìíîæèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè (4) íà iα  ³ çãîðíóâøè çà ³íäåêñîì i , îäåð-
æèìî 

 ( )r r i i i i r rF G F Gµ α α α + λ + µ α α α + ( ) ( )  

 2 2( ) ( )p p i i p p i iF G F G+ γ α α α + α α α = αæ 
( ) ( ) . (6) 

Çâ³äñè çíàõîäèìî 

 
2( ) ( )( )

r r
p p p p

F G
α

α =
λ + µ α α + γ + α αæ

 ( ) . 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (6) ó (4), îñòàòî÷íî çàïèøåìî 

 iF G =( )  

 
2

( )
( ) ( ) ( ) 2 ( )

i i

p p p p p p p p p p

δ α α λ + µ
= − −

α α µ + γα α α α µ + γα α λ + µ + γ + α αæ
 

( )
 

 
( ) 2 ( )

i

p p p p p p

α α
−

α α µ + γα α λ + µ + γ + α α
æ

æ


( )
. (7) 

Ïåðåïèøåìî iF G( ) ó âèãëÿä³ 

 
2

2 ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( )

i p p p p i i p p
i

p p p p p p

F G
δ α α λ + µ + γ + α α − α α λ + µ − α α α α

=
α α µ + γα α λ + µ + γ + α α

æ æ

æ
   ( )

( )
( )

. (8) 

Ðîçêëàäàþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó (8) íà íàéïðîñò³ø³ äðîáè çà ìåòîäîì íåâè-

çíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â, âèðàç äëÿ iF G( ) ïîäàìî ÿê 

 iF G =( )  

 
2

2 2 2

( 4 ) ( 3 )
( 2 ) ( ) ( 2 )

i i i

p p p pp p

δ α α α αλ + µ λγ λ + µ − µ − γ= − + −
µα α µ λ + µ α αα α µ λ + µ

æ    

 
2 2

2 2

( )1
2 ( )( 2 )

i i
i

p p p p p p

α α α αγ γ γ +
− δ − +

µ µ + γα α µ + γα α λ + µ + γ + α αµ λ + µ
æ

æ
 

 . 

Ïðè ïîáóäîâ³ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º âèêîðèñòàºìî íàñòóïí³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ [2]: 

 
3 2

1 4 1,                  8
( )

i i
i

p p p p

x x
F F F

R R R

α απ     = δ − = π     α α      α α
 

 , 

 
2 41 1,       Ri

i p p p p
F F e

x x R R
− βα α πβ∂   = − =   ∂ ∂ α α α α + β   




, 

 
2 41 R i

i p p
F e

x x R
− β πβα α∂  = − ∂ ∂ α α + β 




, 

äå 2( )i iR x x= . 
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Ï³ñëÿ âèêîíàííÿ îáåðíåíèõ ïåðåòâîðåíü Ôóð’º âèçíà÷àºìî âèðàç äëÿ 

( , )iG x ξ  ³, çàäàþ÷è ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ íà ξ , îñòàòî÷íî îòðèìóºìî 

 
2

( )( )1 1( , ) (3 4 )
16 ( , ) ( , )

i i
i i

x x
G x

R x R x

− ξ − ξ ξ = − ν δ − − πµ ξ  ξ
  

  

 
2 2

2 2

( 4 ) ( 3 )1 1
4 ( , )( 2 ) ix x R x

λγ λ + µ − µ − γ ∂− −
π ∂ ∂ ξµ λ + µ

æ


 

 
2( , ) ( , )

2
1 1 1 1

4 ( , ) 4 ( , )

R x R x

i
i

e e
R x x x R x

µ µ− ξ − ξ
γ γ γ ∂− δ + − πµ ξ π ∂ ∂ ξµ  




 

 
22 ( , )

2
1 1
4 ( , )( 2 )

R x

i
e

x x R x

λ + µ− ξ
γ + γ + ∂−  π ∂ ∂ ξλ + µ  

ææ


, (9) 

äå ( , ) ( )( )i i i iR x x xξ = − ξ − ξ . 

Âèêîíóþ÷è äèôåðåíö³þâàííÿ çà ïðàâèëîì äèôåðåíö³þâàííÿ îäíîð³ä-
íèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é [1], âèä³ëèìî ñèíãóëÿðí³ ñêëàäîâ³: 

 
2 21 1 4 ( )

3i
i i

x
x x R x x R

∂ ∂ π   = − δ δ − ξ   ∂ ∂ ∂ ∂   




 
. (10) 

Òóò ³ íàäàë³ õâèëüêîþ ïîçíà÷àºìî ðåãóëÿðíó ïîõ³äíó. Ëåãêî ïåðåêîíà-
òèñÿ, ùî 

 
2 21 1 4 ( )

3
R R

i
i i

e e x
x x R x x R

− β − β∂ ∂ π   = − δ δ − ξ   ∂ ∂ ∂ ∂   




 
. (11) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (10), (11) ó (9) ³ ïîçíà÷àþ÷è ñèíãóëÿðíó ñêëàäîâó 

( , )iG x ξ  ÷åðåç ( , )iG x ξ , ïåðåêîíàºìîñÿ, ùî ( , ) 0iG x ξ = . Îòæå, â (9) âñ³ 
÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ïîòð³áíî ðîçóì³òè â êëàñè÷íîìó ñåíñ³. 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïëîñêèé âèïàäîê, êîëè ó ð³âíÿííÿõ (1), (2) , , ,i p r =  

1,2= . ßê ³ äëÿ ïðîñòîðîâîãî âèïàäêó, ïîêëàäåìî 0ξ =  ³ âèêîíàºìî ³íòåã-
ðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º 

 1 2( ) p pi
i iF G G x e dx dx

∞ ∞
α α

−∞ −∞

= ∫ ∫ ( ) . 

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî  

 1 2( ) 1p pi
x e dx dx

∞ ∞
α α

−∞ −∞

δ =∫ ∫ , (12)  

ó ïðîñòîð³ çîáðàæåíü îäåðæèìî ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü. Âðàõîâóþ÷è, 
ùî ïðè , , , 1, 2i p r =  ñï³ââ³äíîøåííÿ (12) ñï³âïàäàº ç (4), îòðèìàºìî, ùî 

âèðàç äëÿ ( )iF G x( )  äëÿ ïëîñêîãî âèïàäêó ñï³âïàäàº ç (8). Äëÿ âèêîíàííÿ 
îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º âðàõóºìî, ùî 

 1 2ln ,       ,      1,2i i
p p

F r x x i
r

π  = = =  α α 
, 

 
2 2 2

1 2 1 1 2
04 2

( ) 2
,       

( ) p pp p

x x
F i F K r

r

α α − α  µ πγ   = π =    γ µ + γα α  α α   
, 

 0
2 2 ( )

( ) p p

F K r
 λ + µ π γ +  =  γ + λ + µ + γ + α α  

æ
æ æ

. (13) 
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Òîä³ äëÿ âèïàäêó ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿, âðàõîâóþ÷è ïàðàëåëüíå ïåðåíå-
ñåííÿ íà âåêòîð ξ , îäåðæèìî 

 
2

(3 4 ) ln ( )( )1( )
8 (1 ) 8 (1 ) ( , )

i i i
i

r x x
G

r x

− ν δ − ξ − ξ
ξ = − −

π − ν µ π − ν µ ξ
     

 
2 2

0 2 2

( 4 ) ( 3 )1 1ln
2 ( , )2 ( 2 )

i
i

K r
x x r x

µ λγ λ + µ − µ − γ  ∂  − δ − +  πµ γ ∂ ∂ ξ πµ λ + µ 

æ



 

 
2 2

0 02

2
( ) ( , )

2 2 ( 2 )i i
K r K r x

x x x x
γ γ + λ + µ ∂ ∂+ − ξ πµ ∂ ∂ ∂ ∂ γ +π λ + µ  

æ
æ 

. (14) 

Òóò 0 ( )K rα  – ôóíêö³ÿ Ìàêäîíàëüäà. 

Âèêîíóþ÷è äèôåðåíö³þâàííÿ çà ïðàâèëàìè äèôåðåíö³þâàííÿ îäíîð³ä-
íèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é ³ âðàõîâóþ÷è, ùî â îêîë³ íóëÿ 0 ( )K rα  ïðÿìóº äî 

ln ( , )r x ξ , îäåðæèìî 

 
2 21 1 ( , )

( , ) ( , ) i
i i

x
x x r x x x r x

∂ ∂   = − πδ δ ξ   ∂ ∂ ξ ∂ ∂ ξ   




 
. (15) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (14), (15) ó (13), çíàõîäèìî ñèíãóëÿðíó ñêëàäîâó ôóíäà-

ìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ( ) 0iG ξ = . Îòæå, ÿê ³ ó ïðîñòîðîâîìó âèïàäêó, äèôå-
ðåíö³þâàííÿ ó (14) ïîòð³áíî ðîçóì³òè â êëàñè÷íîìó ñåíñ³. 
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ПОСТРОЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ МЕХАНИКИ 
СПЛОШНОЙ СРЕДЫ НА ОСНОВЕ ПОТЕНЦИАЛА ЛЕННАРДА – ДЖОНСА 
 
Ïîñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëó÷åííîé Ë. Ï. Õîðîøóíîì ñèñòåìû 
óðàâíåíèé â ïåðåìåùåíèÿõ äëÿ ñðåä, ÷àñòèöû êîòîðûõ âçàèìîäåéñòâóþò ïî çà-
êîíó Ëåííàðäà – Äæîíñà. Ðåøåíèÿ ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîãî è îáðàòíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïðè÷åì ïîëó÷åííûå äëÿ òðåõìåð-
íîãî è äâóõìåðíîãî ñëó÷àåâ ðåøåíèÿ ñîäåðæàò êàê ñëàãàåìûå òèïà ðåøåíèé Êåëü-
âèíà, òàê è ñëàãàåìûå, íåïîñðåäñòâåííî ó÷èòûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ïî 
çàêîíó Ëåííàðäà – Äæîíñà. 
 
CONSTRUCTION OF FUNDAMENTAL SOLUTIONS OF CONTINUUM MECHANICS 
EQUATIONS ON THE BASE OF LENNARD – JOHNS POTENTIAL 
 
The fundamental solutions of the derived by L. P. Khoroshun system of equations in 
displacements for media, which particles interact with each other according to the Len-
nard – Johns law, were constructed. The solutions were obtained using the direct and 
inverse Fourier transformations of the generalized functions, where solutions, obtained 
for 3D and 2D cases, include both components of Kelvin-type solutions and components 
that directly describe interactions of particles according to the Lennard –Johns law. 
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