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ПРО ДЕЯКИЙ КЛАС ГРАДІЄНТНИХ ДИНАМІЧНИХ 
СИСТЕМ, АСОЦІЙОВАНИХ З ПОЛІНОМІАЛЬНИМ 
ДИСКРЕТНИМ РОЗПОДІЛОМ ІМОВІРНОСТЕЙ 
 

Äîâåäåíî åêâ³âàëåíòí³ñòü äåÿêî¿ ãðàä³ºíòíî¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè, ÿêà îïèñóº 
ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ ó ïðîñòîð³ éìîâ³ðíîñòåé ç ïîë³íîì³àëüíèì äèñêðåò-
íèì ðîçïîä³ëîì, ³ ïóàññîíîâîãî ïîòîêó òèïó Ëàêñà íà ìíîãîâèä³ ¥ðàññìàíà. 

 
 1. Âñòóï. Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ ïîë³íîì³àëüíîãî äèñêðåòíîãî ðîçïîä³ëó 
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 äëÿ âñ³õ N
+ϑ ∈  , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2). 

 Çàäàìî òåïåð íà ïðîñòîð³ N
+  ³ìîâ³ðíîñòåé åëåìåíòàðíèõ ïîä³é äåÿêèé 

ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ : ( ) Nt t +ϑ ∈ → ϑ ∈  , ÿêèé ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìî-

ãîþ ãðàä³ºíòíî¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè íà ìåòðè÷íîìó ïðîñòîð³ 1N−
+  ç ìåòðè-

êîþ 2 2ds d= Ψ : 

 grad ( )d
dt Ψ
ϑ = − Ψ ϑ , (3) 

ïîðîäæåíîþ äåÿêîþ ôóíêö³ºþ 1;NC∞ −
+Ψ ∈ ( )  . Î÷åâèäíî, ùî 

 
( )

grad ( ), grad ( ) 0
d

dt Ψ Ψ Ψ

Ψ ϑ = − Ψ ϑ Ψ ϑ ≤  

äëÿ âñ³õ t ∈  , ³, ÿê íàñë³äîê, ³ñíóþòü ãðàíèö³ 
t
lim ( ( )) ( )t ±→ ± ∞

Ψ ϑ = Ψ ϑ  ó äå-

ÿêèõ ñòàö³îíàðíèõ òî÷êàõ lim ( ) N

t
t± +→ ± ∞

ϑ = ϑ ∈  . Ö³ òî÷êè ðåàë³çóþòü äëÿ 

ôóíêö³é äèñêðåòíîãî ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé (1) äåÿê³ ãðàíè÷í³ ðîçïîä³ëè 

( ) ( ),  ( ) N
np n± +ϑ ∈  , ç ô³êñîâàíèìè ìàòåìàòè÷íèìè ñïîä³âàííÿìè 

 ,           ,        1,i i iE n c c i N± ±
± += ∈ =[ ]  . 

 2. Ìåòîä ñèìïëåêòè÷íî¿ ðåäóêö³¿. Íåõàé çàäàíî åðì³òîâó ìàòðèöþ 

 2: :  ,  , 1,i j i i i iP x x x x x i j N∗ ∗= = = ϑ ={ } , (4) 

ÿêà º ïðîåêòîðîì ó ïðîñòîð³ N , òîáòî P P+ =  (ñèìâîë « + » ïîçíà÷àº 

çâè÷àéíå ñïðÿæåííÿ ó ïðîñòîð³ êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü) ³ 2P P= . Ïîçíà÷èìî 
÷åðåç Mϑ  ïðîñò³ð óñ³õ òàêèõ ìàòðèöü ³ ðîçãëÿíåìî éîãî ÿê ï³äìíîãîâèä 

êîìïàêòíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîâèäó ¥ðàññìàíà [1, 8] 
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äå ,  1,N
mG m N=( ) , – ìíîæèíà åðì³òîâèõ ìàòðèöü ðàíãó m , òîáòî 

 2Hom : ,  ,  SpN N
mG P P P P P P m+= ∈ = = =( ) ( ){ }  . 

Îñê³ëüêè íà ïðîñòîð³ NG( )  çâè÷àéíèì ñïîñîáîì ä³º óí³òàðíà ãðóïà 

Ë³ ( )U N : 

 :   N Ng
P G gPg G+∈ → ∈


( ) ( )  , (5) 

äå ( ),  1g U N gg+∈ = , òî ìîæíà ðîçãëÿíóòè â³äïîâ³äíå äóàëüíå â³äîáðàæåí-
íÿ âêëàäåííÿ 

 : ( )NG u N∗→ ( )  (6) 

ó ñïðÿæåíèé ïðîñò³ð ( )u N∗  äî àëãåáðè Ë³ ( )u N  ãðóïè Ë³ ( )U N , ïîêëàâøè 

 2( ) : ,           1P iP i= = − , 

äëÿ áóäü-ÿêîãî NP G∈ ( ) . Î÷åâèäíî, ùî äëÿ âñ³õ òî÷îê NP G∈ ( )  ìàº 
ì³ñöå ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ) ( ) 0P P+ + =  , 

à òîìó ( ) ( )P u N∗∈ . 
 Íà ñïðÿæåíîìó ïðîñòîð³ àëãåáðè Ë³ ( )u N  ³ñíóº êàíîí³÷íà äóæêà Ë³ –

Ïóàññîíà [2, 3, 7], ÿêà äëÿ áóäü-ÿêèõ ãëàäêèõ ôóíêö³îíàë³â ,  ( )D u N∗γ µ ∈ ( )  
ìàº âèãëÿä 

 Lie, : ,  ,γ µ = ∇γ ∇µ [ ]{ } ( ) , (7) 

äå ,⋅ ⋅[ ] – çâè÷àéíèé êîìóòàòîð ìàòðèöü; ( , )⋅ ⋅  – Sp-çãîðòêà ïðîñòîð³â ( )u N  

òà ( );  u N∗ ∇  – îïåðàòîð ãðàä³ºíòà. Ä³ÿ : N Ng G G→ ( ) ( )  , âèáðàíà ó âè-
ãëÿä³ (5), çàáåçïå÷óº êîìóòàòèâí³ñòü ä³àãðàìè 
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äå 1
1ad : ( ) ( ),  1,  ( )

g
u N u N g g g u N−

∗ ∗ ∗ −→ = ∈ , – êîïðèºäíàíà ä³ÿ àëãåáðè Ë³ 

( )u N  íà ¿¿ ñïðÿæåíîìó ïðîñòîð³, à òîìó íà ìíîãîâèä³ ¥ðàññìàíà NG( )  
ìîæíà ââåñòè äóæêó Ïóàññîíà ÿê ðåäóêö³þ Ä³ðàêà [2, 7] êàíîí³÷íî¿ äóæêè 
Ë³ – Ïóàññîíà (7) ïðè â³äîáðàæåíí³ (6) ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðî-
åêòîðíîñò³ 

 2( ) ( ) 0P i P+ =   (9) 

äëÿ âñ³õ òî÷îê NP G∈ ( ) .  
Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâäæóºòüñÿ 

 Ëåìà 1. Ðåäóêîâàíà ñèìïëåêòè÷íà ñòðóêòóðà (2) NGΩ ∈ Λ ( ( ))  íà 

ìíîãîâèä³ ¥ðàññìàíà NG( )  çã³äíî ç âêëàäåííÿì (6) ç óìîâîþ (9) çàäàºòüñÿ 
âèðàçîì 

 ( ) Sp ( )P PdP dPPΩ = ∧ , (10) 
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äå ∧  – îïåðàòîð çîâí³øíüîãî äèôåðåíö³þâàííÿ â àëãåáð³ ¥ðàññìàíà äèôå-

ðåíö³àëüíèõ ôîðì íà NG( ) , äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà NP G∈ ( ) . 

 Äåòàëüíå ä î â å ä å í í ÿ  ëåìè ì³ñòèòüñÿ ó ðîáîò³ [1]. 

 Ç êîìóòàòèâíîñò³ ä³àãðàìè (8) îòðèìóºìî, ùî ä³ÿ ãðóïè Ë³ ( )U N  íà 

ñèìïëåêòè÷íîìó ìíîãîâèä³ NG( )  º ãàì³ëüòîíîâîþ, òîáòî â³äîáðàæåííÿ 
âêëàäåííÿ (6) º â³äïîâ³äíèì â³äîáðàæåííÿì ìîìåíòó [3] äëÿ åêâ³âàð³àíòíî¿ 
ãðóïîâî¿ ä³¿ (5). 

Çàëåæí³ñòü êîæíî¿ ìàòðèö³ (4) â³ä ä³éñíîãî N -âèì³ðíîãî âåêòîðà 
N
+ϑ ∈   çàäàº äåÿêå â³äîáðàæåííÿ 

 ( )N NP G+
Θϑ ∈ → ϑ ∈ ( )   (11) 

çà óìîâè (2). ßâíèé âèãëÿä â³äîáðàæåííÿ (11) äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè 

ñèìïëåêòè÷íó ñòðóêòóðó (2) N
+Ω ∈ Λ ( )  ³ç ñèìïëåêòè÷íî¿ ñòðóêòóðè (10) çà 

ïðàâèëîì 

 ∗Ω = Θ Ω , (12) 

äå : N NT G T∗ ∗ ∗
+Θ →( ) ( )( )   – â³äïîâ³äíå äî (11) êîäîòè÷íå â³äîáðàæåííÿ. 

 3. Ãàì³ëüòîíîâ³ ïîòîêè òà àñîö³éîâàí³ ãðàä³ºíòí³ âåêòîðí³ ïîëÿ. Ïî-

áóäóºìî çà äîïîìîãîþ äåÿêî¿ ãëàäêî¿ ôóíêö³¿ NC∞
+γ ∈ ( )  ãàì³ëüòîíîâèé 

ïîò³ê Xγ  íà N
+ : 

 Xi d
γ

Ω = − γ , 

äå Xi γ
 – îïåðàòîð âíóòð³øíüîãî äèôåðåíö³þâàííÿ çà âåêòîðíèì ïîëåì Xγ  

â àëãåáð³ ¥ðàññìàíà äèôåðåíö³àëüíèõ ôîðì íà N
+ . 

 Áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêö³ÿ NC∞
+γ ∈ ( )  º ðåäóêö³ºþ äåÿêîãî ãëàäêîãî 

ôóíêö³îíàëà ND Gγ ∈ ( ( ))  íà ìíîãîâèä³ ¥ðàññìàíà ïðè â³äîáðàæåíí³ (11). 

Òîä³ âåêòîðíîìó ïîëþ Xγ  íà N
+  â³äïîâ³äàº âåêòîðíå ïîëå Xγ  íà NG( ) : 

 Xi d
γ
Ω = − γ . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä (13) ñèìïëåêòè÷íî¿ ñòðóêòóðè Ω  ç óðàõó-

âàííÿì óìîâè äîòè÷íîñò³ äî ìíîãîâèäó ¥ðàññìàíà NG( ) : 

 ( ) ( ) ( )X P PX P X P Pγ γ γ= + , 

çíàõîäèìî, ùî ãàì³ëüòîíîâå âåêòîðíå ïîëå Xγ  íà NG( ) , ïîðîäæåíå ôóíê-

ö³ºþ ND Gγ ∈ ( ( )) , íàáóâàº âèãëÿäó [4] 

 ( ) : , ( ), ,X P P X P P Pγ γ= ∇γ =[ ] [[ ] ]  (13) 

äëÿ êîæíîãî NP G∈ ( ) . 

Ðîçãëÿíåìî íà ìíîãîâèä³ ¥ðàññìàíà NG( )  äåÿêå ãðàä³ºíòíå âåêòîðíå 

ïîëå âèãëÿäó (13), çàäàíå ãëàäêèì ôóíêö³îíàëîì ND GΦ ∈ ( ( ))  [5, 6]: 

 ( )X Pγ = ∇Φ , 

âàð³àö³þ ÿêîãî ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, ó âèãëÿä³ 

 ( ) Sp ( ) ( )P PδΦ = ϕ ϑ δ ϑ( ) , 
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äå 1( ) ln :  , 1,
2 ij i i j Nϕ ϑ = − δ ϑ =  – ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Äëÿ â³äïîâ³äíî¿ 

ôóíêö³¿ N
NC

+

∞
+Φ = Φ ∈ ( )   îòðèìóºìî 

 

0
1 11
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i
i i

d
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ϑ

= =ϑ =

ϑ Φ ϑ = − ϑ ϑ = − ϑ  
 ∑ ∑∫ . 

Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ-ïðîåêòîð ( ) NP P G= ϑ ∈ ( )  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
òèïó Ëàêñà 

 ( ), ,dP P P
dt

= ϕ ϑ[ ][ ] , (14) 

ó ÿêîìó åâîëþö³ÿ ä³àãîíàëüíèõ åëåìåíò³â 

 
1

ln ln ,           1,
N

i
i i j j

j

d
i N

dt =

ϑ  = − ϑ ϑ − ϑ ϑ = 
 ∑ , 

ïîâí³ñòþ âèçíà÷àº åâîëþö³þ ðåøòè åëåìåíò³â. Êð³ì òîãî, çã³äíî ç ð³âíÿííÿì 

(14) âåëè÷èíó 
1

Sp ( ) ( ) const
N

i
i

P t t
=

= ϑ =∑  íåîáõ³äíî íîðìóâàòè íà îäèíèöþ 

äëÿ âñ³õ t ∈  . 

 Çà äîïîìîãîþ ôóíêö³¿ Ψ = − Φ  ââåäåìî íà ïðîñòîð³ 1N−
+   

1 2 1( , , , )N−ϑ ϑ ϑ  ð³ìàíîâó ìåòðèêó 

 

1

1
2 2

1 2 1
1 , 1

( , , , ) gN

i
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N ij i j
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ds d d d

=

−

−
ϑ = =

ϑ ϑ ϑ = Ψ = ϑ ϑ
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äå 
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1 2 1

1

g g ( , , , ) ,       , 1, 1
N

i
i

ij ij N
i j

i j N

=

−

ϑ =

∂ Ψ= ϑ ϑ ϑ = = −
∂ϑ ∂ϑ

∑

 ,  

³ ïîáóäóºìî ãðàä³ºíòíå âåêòîðíå ïîëå (3) íà 1N−
+ : 

 1gd
dt

−ϑ = − ∇Ψ , (16) 

äå 1 gij− =g  – ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè 

 
(1 ) , ,

g
â ³íøèõ âèïàäêàõ,

i iij

i j

i j− ϑ ϑ == 
− ϑ ϑ

 

º îáåðíåíîþ äî ñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³ g ,  , 1, 1ij i j N= = −g . Öå âåêòîðíå 

ïîëå ñï³âïàäàº ç ïóàññîíîâèì âåêòîðíèì ïîëåì (14) íà ìíîãîâèä³ ¥ðàññìàíà 

( )NG  . Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî 

 Òâåðäæåííÿ 2. Ãðàä³ºíòíå âåêòîðíå ïîëå (16) íà ìåòðè÷íîìó ïðî-

ñòîð³ 1,N−
+ g( )  ç ð³ìàíîâîþ ìåòðèêîþ (15) åêâ³âàëåíòíå ïóàññîíîâ³é äè-

íàì³÷í³é ñèñòåì³ òèïó Ëàêñà (14). 

 Îñê³ëüêè âåêòîðíå ïîëå (16) ìàº çîáðàæåííÿ Ëàêñà (14), òî âèíèêàº 
ïèòàííÿ ïðî éîãî ³íòåãðîâí³ñòü, òîáòî ïðî ³ñíóâàííÿ äîäàòêîâèõ ³íâàð³àíò³â 

íà 1N−
+ , ³íâîëþòèâíèõ [7] â³äíîñíî ïóàññîíîâî¿ ñòðóêòóðè, àñîö³éîâàíî¿ ç 

(7). Áåçïîñåðåäí³ îá÷èñëåííÿ äîâîäÿòü 
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 Òâåðäæåííÿ 3. Ôóíêö³¿ 2

2 1

ln ln
,   1, /2

ln ln
j N

j
j N

j N
−

ϑ − ϑ
γ = =

ϑ − ϑ
[ ] , º ôóíêö³î-

íàëüíî íåçàëåæíèìè òà ³íâîëþòèâíèìè â³äíîñíî ïóàññîíîâî¿ ñòðóêòóðè, 
àñîö³éîâàíî¿ ç (7), ³íâàð³àíòàìè ãðàä³ºíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (16). 
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О НЕКОТОРОМ КЛАССЕ ГРАДИЕНТНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ,  
АССОЦИИРОВАННЫХ С ПОЛИНОМИАЛЬНЫМ ДИСКРЕТНЫМ  
РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
 
Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü íåêîòîðîé ãðàäèåíòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïè-
ñûâàþùåé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ â ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòåé ñ ïîëèíîìè-
àëüíûì äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, è ïóàññîíîâîãî ïîòîêà òèïà Ëàêñà íà ìíî-
ãîîáðàçèè Ãðàññìàíà. 
 
ON SOME CLASS OF GRADIENT DYNAMIC SYSTEMS ASSOCIATED 
WITH POLYNOMIAL DISCRETE PROBABILITY DISTRIBUTION 
 
Some gradient dynamic system, describing a stochastic process in the probability space 
of polynomial discrete distribution, is proved to be equivalent to the Lax-type Poisson 
flow on Grassmann manifold. 
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