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ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ З ПРИМЕЖОВИМ ШАРОМ 
 

Ïîêàçàíî åôåêòèâí³ñòü ðîçâ’ÿçóâàííÿ îäíîâèì³ðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç ïðèìå-
æîâèì øàðîì çàïðîïîíîâàíèì ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì ìåòîäîì. Äëÿ êîíêðåò-
íèõ çàäà÷ íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè òà ¿õ àíàë³ç. 

 
 Äåÿê³ âàæëèâ³ äëÿ ïðàêòèêè çàäà÷³ ïîâ’ÿçàí³ ç ïîáóäîâîþ ðîçâ’ÿçê³â 
êðàéîâèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ âëàñòèâà íàÿâí³ñòü òàê çâàíîãî ïðèìåæîâîãî øà-
ðó [4, 6]. Äî òàêèõ çàäà÷ íàëåæàòü, íàïðèêëàä, çàäà÷³ àäâåêö³¿-äèôóç³¿, òåï-
ëîìàñîïåðåíåñåííÿ ó ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ òîùî. Ðîçâ’ÿçóþ÷è ö³ çàäà÷³ çà 
äîïîìîãîþ â³äîìèõ ÷èñëîâèõ ìåòîä³â (ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü, ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíò³â), ÿê³ äëÿ ³íøèõ çàäà÷ ïðàöþþòü äîáðå, îäåðæóþòü ÷èñåëüíèé ðîç-
â’ÿçîê ³ç ñèëüíèìè îñöèëÿö³ÿìè, ùî íå â³äîáðàæàº ðåàëüíó ô³çè÷íó ïîâå-
ä³íêó. Ç îãëÿäó íà öå ðîçðîáêà åôåêòèâíèõ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ çà-
çíà÷åíîãî êëàñó çàäà÷ º âàæëèâîþ. 
 Ó ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ òèïó àäâåêö³¿-äèôóç³¿ ç âåëèêèì ÷èñëîì 
Ïåêëå â [1–3] ðîçãëÿäàëè ð³çí³ ñòðàòåã³¿ ïîáóäîâè îá÷èñëþâàëüíèõ ñõåì, 
ùîá îäåðæàòè ô³çè÷íî êîðåêòíèé ÷èñåëüíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé äîáðå àïðîê-
ñèìóº òî÷íèé. Çîêðåìà, äëÿ ñòàá³ë³çàö³¿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ââîäÿòü 
øòó÷íèé äèñèïàòèâíèé êîåô³ö³ºíò, ïîïåðåäíüî áóäóþòü ñòàá³ë³çàö³éí³ ð³â-
íÿííÿ [2] (ïðè öüîìó âàæëèâèì º ïèòàííÿ ùîäî âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãó-
ëÿðèçàö³¿ ðîçâ’ÿçêó). 
 Ó ðîáîò³ [3] ïðîàíàë³çîâàíî äåÿê³ íàáëèæåí³ ðîçâ’ÿçêè îäíîâèì³ðíî¿ 
ñòàö³îíàðíî¿ çàäà÷³ ì³ãðàö³¿ äîì³øêè. ¯¿ ðîçâ’ÿçîê ìàº ÿñêðàâî âèðàæåíèé 
ïðèìåæîâèé øàð â îêîë³ çíà÷íèõ ãðàä³ºíò³â. Çàñòîñóâàííÿ ñòàíäàðòíèõ 
ñõåì ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ó öüîìó âèïàäêó íå äàëî çìîãè îäåðæà-
òè çàäîâ³ëüíèé ðåçóëüòàò (÷èñåëüíîìó ðîçâ’ÿçêó âëàñòèâ³ ñèëüí³ îñöèëÿö³¿, 
íåïðèéíÿòíà òî÷í³ñòü). Äëÿ ñòàá³ë³çàö³¿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçêó âèêîðèñòîâó-
âàëè ñòàá³ë³çàö³éí³ ñõåìè Äóãëàñà – Âîíãà òà ìåòîä ëîêàë³çîâàíèõ íàéìåí-
øèõ êâàäðàò³â [3].  
 Ïðîäåìîíñòðóºìî åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî â ðîáîò³ 
[5] ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äî 
çàäà÷ ç ïðèìåæîâèì øàðîì. Àïðîáàö³þ öüîãî ìåòîäó çä³éñíþâàëè ó ïðîöåñ³ 
äîñë³äæåííÿ ìîäåëüíèõ çàäà÷ óñòàëåíî¿ îäíîâèì³ðíî¿ äèôóç³¿-êîíâåêö³¿, 
ñôîðìóëüîâàíèõ ó [4]. Âèêîíàíî ïîð³âíÿííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò³â ³ç ðîç-
â’ÿçêàìè, çíàéäåíèìè ìåòîäàìè Ãàëüîðê³íà (ñïîñòåð³ãàºòüñÿ îñöèëþþ÷èé 
õàðàêòåð ðîçâ’ÿçêó), Ïåòðîâà – Ãàëüîðê³íà (äîáðå àïðîêñèìóº òî÷íèé), à 
òàêîæ ç â³äîìèìè äëÿ äåÿêèõ çàäà÷ òî÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè. Íà ï³äñòàâ³ òà-
êîãî àíàë³çó êîíñòàòóºìî, ùî ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè ³íø³ ìåòîäè ïðàöþâàëè 
ïîãàíî, çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íîãî ìåòîäó, çàïðîïîíîâàíîãî â [5], 
îäåðæóâàëè çàäîâ³ëüíèé ðåçóëüòàò. 

 1. Ðîçãëÿíåìî ñôîðìóëüîâàíó â [3] îäíîâèì³ðíó çàäà÷ó ì³ãðàö³¿ äîì³ø-
êè. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ö³º¿ çàäà÷³ º òàêîþ: 
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 Çã³äíî ç³ ñõåìîþ ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íîãî ìåòîäó [5] ïåðåôîðìóëþºìî êðà-
éîâó çàäà÷ó (1), (2) ó çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç â³äïîâ³äíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè: 

 ( )dz A x z
dx

= , (4) 

 1 3 1(0) 0,       (0) 1,         (1) 0z z z= = = . (5) 

Òóò 1 2 3( ,  ,  )z z z z=  – øóêàíèé âåêòîð; 1 2 3,  / ;  z z d dx z= ϕ = ϕ  – äîïîì³æíà 
ôóíêö³ÿ (ïðè çâåäåíí³ íåîäíîð³äíî¿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äî 
îäíîð³äíî¿). Ìàòðèöÿ ( )A x  ðîçì³ðó 3 3×  ìàº òàê³ â³äì³íí³ â³ä íóëÿ åëå-
ìåíòè: 

 2
12 22 231,         ,          3a a a x= = ω = − ω . 

 Çàñòîñîâóþ÷è ïðîïîíîâàíèé ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèé ìåòîä, íàáëèæåíèé 
ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4), (5) çàïèñóºìî â àíàë³òè÷í³é ôîðì³ 
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1

( ) ( ),       1,2,3i j ij
j

z x d g x i
=

= =∑ , (6) 

äå ( )ijg x  – åëåìåíòè ìàòðèöàíòó. Éîãî îá÷èñëåííÿ âèêîíóºìî íàáëèæåíî ç 

ïîòð³áíîþ òî÷í³ñòþ çà îá÷èñëþâàëüíîþ ïðîöåäóðîþ, íàâåäåíîþ ó [5]. 
 Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâ³ñòü íîðìîâàíîñò³ ìàòðèöàíòó, ç óìîâ (5) âèçíà÷àº-
ìî íåâ³äîì³ ñòàë³ jd  â ð³âíîñò³ (6):  
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d d d
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= = = − . (7) 

 Íà ï³äñòàâ³ (6), (7) øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ 
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(1)
( ) ( ) ( ) ( )

(1)
g

x z x g x g x
g

ϕ = = − + . (8) 

 Ó òàáë. 1 íàâåäåíî îäåðæàí³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè äëÿ àíàë³òè÷íîãî (3) ³ 
÷èñëîâî-àíàë³òè÷íîãî (8) 
ðîçâ’ÿçê³â ïðè 10ω =  ³ 

20ω = . ßê áà÷èìî ç äà-
íèõ òàáë. 1, çíàéäåíèé 
ðîçâ’ÿçîê (8) º ñòàá³ëü-
íèì ³ ïðàêòè÷íî ñï³âïà-
äàº ç òî÷íèì ðîçâ’ÿç-
êîì (3). 
 Ïðè ÷èñåëüí³é ðåà-
ë³çàö³¿ ðîçâ’ÿçêó âàæ-
ëèâèì º ïèòàííÿ ùîäî 
ñò³éêîñò³ îá÷èñëåíü. Ç 
îãëÿäó íà öå äîñë³äæåíî 
àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó 
ïîáóäîâàíîãî ðîçâ’ÿçêó 
(8) ç³ çá³ëüøåííÿì ïàðà-
ìåòðà ω . Äëÿ ÷èñëîâî-
àíàë³òè÷íîãî ìåòîäó âèð³øåííÿ ïðîáëåìè ñò³éêîñò³ ïîâ’ÿçàíå ç ðàö³îíàëü-
íèì íàáëèæåíèì îá÷èñëåííÿì ìàòðèöàíòó. Äëÿ ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷ âèêî-
ðèñòîâóâàëè îá÷èñëþâàëüíó ñõåìó, îïèñàíó â [5], äå ìàòðèöàíò çîáðàæàëè 
ó âèãëÿä³ ìóëüòèïë³êàòèâíîãî ³íòåãðàëà. Öÿ ñõåìà çàáåçïå÷óâàëà íàä³éí³ñòü 
ðîçâ’ÿçêó. Ðîçâ’ÿçóþ÷è çàäà÷ó (1), (2) ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì ìåòîäîì, îòðè-
ìóºìî ñòàá³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê, ïîçáàâëåíèé òèõ íåäîë³ê³â, ÿê³ áóëè âëàñòèâ³ 
÷èñåëüíèì ðîçâ’ÿçêàì, çíàéäåíèì çà ðîçãëÿíóòèìè â [3] îá÷èñëþâàëüíèìè 
ñõåìàìè. 

 Таблиця 1 

Ôîðìóëà (3) Ôîðìóëà (8) ϕ  

x  10ω =  20ω =  10ω =  20ω =  
0.0 0 0 0 0 
0.1 0.00989 0.00399 0.00989 0.00400 
0.2 0.03160 0.01699 0.03160 0.01700 
0.3 0.07082 0.04499 0.07082 0.04499 
0.4 0.13269 0.09399 0.13269 0.09399 
0.5 0.22089 0.16994 0.22089 0.16994 
0.6 0.33515 0.27860 0.33514 0.27860 
0.7 0.46434 0.42411 0.46434 0.42411 
0.8 0.56799 0.59866 0.56798 0.59865 
0.9 0.52572 0.70633 0.52569 0.70630 
1.0 0 0 0 0 

 



65 

 2. ßê ïðèêëàä åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íîãî ìåòîäó 
äî êðàéîâèõ çàäà÷ ç ïðèìåæîâèì øàðîì ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó òåïëîìàñîïåðå-
íåñåííÿ â ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ ó ðàìêàõ çðîáëåíî¿ â [1] ïîñòàíîâêè. 
 Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü çàäà÷³ ïðî ì³ãðàö³þ âîëîãè, äîì³øêè òà òåïëà â 
ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³, îáìåæåíîìó äâîìà êîàêñ³àëüíèìè öèë³íäðàìè, çà 
óìîâè, ùî íà ãðàíèöÿõ ñåðåäîâèùà 1r r=  òà 2r r=  çàäàíî çíà÷åííÿ ï’ºçî-

ìåòðè÷íîãî íàïîðó 1h  ³ 2h , êîíöåíòðàö³¿ äîì³øêè 1c  ³ 2c , à òàêîæ òåìïåðà-

òóðè 1T  ³ 2T , ó öüîìó ðàç³ îïèñóºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè 

 
2

2
k

1 0,         0 1d c dc x
x r dxdx

ε + = < <
+

, (9) 

 
2

1 2
k

1 0,        0 1d T dT x
x r dxdx

ε + = < <
+

, (10) 

çà óìîâ 

 1 2(0) ,          (1)c c c c= = , (11) 

 1 2(0) ,         (1)T T T T= = . (12) 

Òóò c  – ìàñîâà êîíöåíòðàö³ÿ äîì³øêè; T  – òåìïåðàòóðà; s1/(1 )ε = + Pe , 

1 0 p 01/(1 );  / ,  /s kh D k c hε = + = = ρ λPe Pe Pe  – äèôóç³éíå òà òåìïåðàòóðíå 

÷èñëà Ïåêëå; 1 2 1( )/( )x r r r r= − −  – áåçðîçì³ðíà êîîðäèíàòà; k 1 2 1/( )r r r r= − ; 

0 2 1 2 1( )/ln consth h h r r= − =/( ) ; k  – êîåô³ö³ºíò ô³ëüòðàö³¿; D  – êîåô³ö³ºíò 

ìîëåêóëÿðíî¿ äèôóç³¿; λ  – êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³ íàñè÷åíîãî ð³äèíîþ 
ñåðåäîâèùà; pc  – ïèòîìà òåïëîºìí³ñòü ðîç÷èíó; ρ – ãóñòèíà ðîç÷èíó. 

 Ó ðîáîò³ [1] öÿ çàäà÷à ðîçâ’ÿçàíà çà äîïîìîãîþ ìåòîäó åêñïîíåíö³àëü-
íî¿ ï³äãîíêè, ÿêèé íàëåæèòü äî ìåòîä³â ð³çíèöåâîãî òèïó. Éîãî åôåêòèâ-
í³ñòü ³ñòîòíî çàëåæèòü â³ä ìåòîäèêè îá÷èñëåííÿ ìàòðè÷íèõ åêñïîíåíò ó 
ð³çíèöåâ³é ñõåì³. 
 ßê àëüòåðíàòèâíó âèêîðèñòàºìî ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíèõ êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç³ çì³ííèìè 
êîåô³ö³ºíòàìè [5] ³ ïîáóäóºìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷ (9), (11) òà (10), (12). Ðîçãëÿ-
íåìî ñïî÷àòêó çàäà÷ó (9), (11). Ïîïåðåäíüî ð³âíÿííÿ (9) çâîäèìî äî ñèñòåìè 
ð³âíÿíü 

 ( )dz A x z
dx

= , (13) 

äå 1 2( , ) , dcz z z c
dx

 = =  
 

 – øóêàíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ. Ìàòðèöÿ ( )A x  ðîçì³ðó 

2× 2 ìàº òàê³ íåíóëüîâ³ åëåìåíòè: 12 22 k1,  1/ ( )a a x r= = − ε + . 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è ââåäåí³ â (13) ïîçíà÷åííÿ, êðàéîâ³ óìîâè (11) çàïèñóº-
ìî ó âèãëÿä³ 

 1 1 1 2(0) ,         (1)z c z c= = . (14) 

 Ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (13), (14) çà ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì ìåòîäîì 
ïîäàºìî ó ôîðì³  

 1 1 2 2( ) ( ) ( ),        1,2i i iz x d g x d g x i= + = . (15) 

 Çàäîâîëüíÿþ÷è óìîâè (14), âèçíà÷àºìî íåâ³äîì³ ñòàë³ 1d  ³ 2d , ÿê³ ì³ñ-
òèòü ôîðìóëà (15): 

 1 1 2 2 1 11 12,            (1) (1)d c d c c g g= = −( )/ . (16) 

 Íà ï³äñòàâ³ ð³âíîñòåé (15) ç óðàõóâàííÿì (16) äëÿ ôóíêö³¿ c  îäåðæó-
ºìî òàêó ðîçðàõóíêîâó ôîðìóëó: 
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 2 1 11
1 1 11 12

12

(1)
( ) ( ) ( ) ( )

(1)
c c g

c x z x c g x g x
g

−
= = + . (17) 

 Ç îãëÿäó íà îäíîòèïîâ³ñòü çàäà÷ (9), (11) ³ (10), (12) ðîçâ’ÿçîê îñòàííüî¿ 
çàïèñóºìî àíàëîã³÷íî äî (17) ó âèãëÿä³ 

 2 1 11
1 11 12

12

(1)
( ) ( ) ( )

(1)
T T g

T x T g x g x
g

−
= + . (18) 

 Åëåìåíòè ìàòðèöàíòó ( )ijg x  ó (18) îá÷èñëþºìî ÷åðåç åëåìåíòè ìàòðèö³ 

( )A x . Âîíà ìàº òàê³ íåíóëüîâ³ åëåìåíòè: 12 22
1 k

11,  
( )

a a
x r

= = −
ε +

. 

 Ç ìåòîþ ïîð³âíÿííÿ òî÷íîñò³ îäåðæóâàíèõ ðåçóëüòàò³â çà âñòàíîâëåíè-
ìè ðîçðàõóíêîâèìè ôîðìóëàìè (17) ³ (18) îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí c  ³ T  âèêî-
íóâàëè çà òàêèõ âõ³äíèõ äàíèõ [1]: 1 2 1 2 10.5,  20,  1,  0,  80r r c c T= = = = = , 

2 120,  0.08,  0.1T = ε = ε = . 
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 Рис. 1 Рис. 2 

 Õàðàêòåðí³ ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü âåëè÷èí c  ³ T   ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì 

ìåòîäîì çà ôîðìóëàìè (17), (18) ³ëþñòðóþòü ðèñ. 1, 2, ïðè öüîìó ( )T x =  
( )/40T x= . Ïîð³âíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó åêñïîíåíö³ëü-

íî¿ ï³äãîíêè òà ìåòîäó ñ³òîê äðóãîãî ïîðÿäêó àïðîêñèìàö³¿, íàâåäåíèìè â 
ðîáîò³ [1], äàº ï³äñòàâó çðîáèòè âèñíîâîê ïðî êîíêóðåíòîçäàòí³ñòü ïðîïîíî-
âàíîãî ìåòîäó (ðîçâ’ÿçîê êðàùå â³äîáðàæàº ô³çè÷íó ïîâåä³íêó). Àëãîðèòìó 
âëàñòèâ³ ïðîñòîòà òà óí³âåðñàëüí³ñòü, â³í ïîçáàâëåíèé òðóäíîù³â, ïðèòà-
ìàííèõ òðàäèö³éíèì ÷èñëîâèì ìåòîäàì ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ðîçãëÿíóòîãî 
òèïó êðàéîâèõ çàäà÷. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОГО МЕТОДА 
К РЕШЕНИЮ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ С ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ 
 
Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïîãðàíè÷íûì 
ñëîåì ïðåäëîæåííûì ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì. Ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå 
ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ è èõ àíàëèç. 
 
APPLICATION OF NUMERICAL-ANALYTICAL METHOD TO SOLVE  
BOUNDARY-VALUE PROBLEMS WITH BOUNDARY LAYER 
 
Effectiveness of solving the one-dimensional boundary-value problems with the bounda-
ry layer by using the numerical-analytical method is demonstrated. The numerical 
results of concrete problems are presented and analyzed. 
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