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Ю. В. Немировский, А. П. Янковский  
 
ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫХ  
ЗАДАЧ С БОЛЬШИМИ ГРАДИЕНТАМИ РЕШЕНИЯ ОБОБЩЕННЫМИ 
МЕТОДАМИ РУНГЕ – КУТТА  
 

Ïðåäëîæåíà è àïðîáèðîâàíà èäåÿ îáîáùåíèÿ ìåòîäîâ Ðóíãå – Êóòòà íà äâó-
ìåðíûé ñëó÷àé äëÿ ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, 
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. 
Ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû èíòåãðè-
ðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà è íåñòàöèîíàðíîé îäíîìåðíîé òåïëîïðîâîäíîñ-
òè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ñëåäñòâèÿ òàêîãî îáîáùåíèÿ. Ïîëó÷åíû íîâûå 
ñõåìû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé 
ôèçèêè. Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ñõåì è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-
òîâ äëÿ çàäà÷ ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ. Íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ 
ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå ñõåìû íèçêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè íåóäîâëåòâî-
ðèòåëüíî îïèñûâàþò ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, à ñõåìû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ïî-
ñòðîåííûå ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåííûõ îáîáùåííûõ ìåòîäîâ Ðóíãå – Êóòòà, 
äàþò õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷íûì ðåøåíèÿì. 

 
Ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìåõàíèêè èìåþò 

áîëüøèå ãðàäèåíòû, êîòîðûå áûñòðî èçìåíÿþòñÿ èëè îñöèëëèðóþò ïî âðå-
ìåíè (íàïðèìåð, ýôôåêòû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷àõ ñ 
ñèíãóëÿðíûì âîçìóùåíèåì [3, 4] è ò. ï.). Íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå 
äîñòîâåðíîé èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé â òàêèõ çàäà-
÷àõ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, èìåííî â ïîäîáëàñòÿõ, ãäå ðåøå-
íèÿ èìåþò áîëüøèå ãðàäèåíòû, ïðîèñõîäèò ðåçêîå âîçðàñòàíèå ïî ìîäóëþ 
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â òî÷êàõ ýêñòðåìóìîâ (â «ïèêî-
âûõ» òî÷êàõ) â óêàçàííûõ ïîäîáëàñòÿõ ìîãóò ïî ìîäóëþ íà ïîðÿäêè ïðå-
âîñõîäèòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ýòèõ æå ôóíêöèé çà ïðåäåëàìè îá-
ëàñòåé ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ. Ýòî ìîæåò ñòàòü ïðè÷èíîé ðàç-
ëè÷íûõ íåãàòèâíûõ ïîñëåäñòâèé. (Òàê, ðåçêàÿ êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé â 
îòäåëüíûõ òî÷êàõ êîíñòðóêöèè ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ åå ìàòåðèà-
ëà èìåííî â ýòèõ òî÷êàõ è, êàê ñëåäñòâèå, ê îáùåé ïîòåðå íåñóùåé ñïîñîá-
íîñòè êîíñòðóêöèè; ðåçêîå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ìîæåò ïðèâåñòè ê íå-
æåëàòåëüíîìó èçìåíåíèþ ìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ èçäå-
ëèÿ è ê êîíöåíòðàöèè òåïëîâûõ íàïðÿæåíèé [5, 7] è ò. ä.) Ïîýòîìó àêòóàëü-
íîé ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè íàäåæíûõ, óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè 
ðåøåíèÿ. Ýòè ìåòîäû äîëæíû îáëàäàòü âûñîêèìè ïîðÿäêàìè òî÷íîñòè, 
÷òîáû íàèáîëåå äîñòîâåðíî îïðåäåëÿòü ïîâåäåíèå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé â 
îáëàñòÿõ ñ áîëüøèìè è áûñòðîìåíÿþùèìèñÿ ãðàäèåíòàìè. 

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ íåêëàññè÷åñêèå 
ìåòîäû Ðóíãå – Êóòòà (ÌÐÊ) [2] äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà÷àëüíûõ 
è êðàåâûõ çàäà÷ ñ æåñòêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ðåøåíèÿ 
êîòîðûõ îáëàäàþò óêàçàííûìè âûøå îñîáåííîñòÿìè. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî 
âîçíèêàåò âîïðîñ îá îáîáùåíèè ÌÐÊ íà ìíîãîìåðíûå ñëó÷àè, ÷òî ïîçâîëèò 
èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ôèçèêè è 
ìåõàíèêè. Ðàçðàáîòêå ýòîé èäåè è åå àïðîáàöèè è ïîñâÿùåíî íàñòîÿùåå èñ-
ñëåäîâàíèå. 

1. Îáîáùåíèå ìåòîäîâ Ðóíãå – Êóòòà. Ñóòü îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîãî 
ÌÐÊ èçëîæèì íà ïðèìåðå îäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ( , )y t x  íà ïðÿìîé 0t t=  ïîñòàâ-

ëåíà çàäà÷à Êîøè 

 0 0, , , ,          ( , ) ( )
y y

f t x y y t x y x
t x

∂ ∂ = = ∂ ∂ 
, (1) 
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ãäå 0,  f y  – èçâåñòíûå ôóíêöèè, èìåþùèå òàêóþ ãëàäêîñòü ïî âñåì àðãó-

ìåíòàì, êàêàÿ ïîòðåáóåòñÿ â ïðîöåññå ðàññóæäåíèé. Íàéäåì ïðèáëèæåííîå 
ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1) íà ïðÿìîé 0t t= + τ , ãäå τ  – øàã èíòåãðèðî-

âàíèÿ. Ñîãëàñíî èäåå êëàññè÷åñêîãî ÌÐÊ [1] ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 

 0
1

( , ) ( ) ( , ),     ( , ) ( , ),   1,2, , ,   1
s

i i i i
i

u x y x b k x k x f x i s s
=

τ = + τ τ = τ τ = ≥∑  , (2) 

ãäå 

 0 0 0 1
1 1

,  ,  ,  ,     0
s s

i i ij j ij j
j j

df f t c x y a k y d k c
dx= =

  = + τ + + =    ∑ ∑ , (3) 

0ij ijd a= =  ïðè ;  ,  ,  ,  i i ij ijj i b c a d≥  – ïîñòîÿííûå, ïîäëåæàùèå îïðåäåëå-

íèþ. Ôóíêöèþ ( , )u xτ  áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) è ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíà èìåëà ïî τ  êàê ìîæíî 
áîëüøèé ïîðÿäîê êàñàíèÿ [1] (ïðè ïðîèçâîëüíûõ f  è τ ) ê ôóíêöèè ( , )v xτ =  

0( , )y t x= + τ , ò. å. ôóíêöèÿ ( , ) ( , ) ( , )x v x u xϕ τ = τ − τ  äîëæíà ïðè 0τ =  äëÿ 

íàèáîëüøåãî r  óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì 

 
2 1

2 1

(0, ) (0, ) (0, ) (0, )
(0, ) 0,        0

r r

r r

x x x x
x

+

+
∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕϕ = = = = = ≠

∂τ ∂τ ∂τ ∂τ
 . (4) 

Ïðè ýòîì îòêëîíåíèå ôóíêöèè ( , )u xτ  îò ( , )v xτ  áóäåò [1] 
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∂ ϕ ζτ= ≤ ζ ≤ τ

+ ∂τ
. (5) 

Ïîñòîÿííûå , , ,i i ij ijb c a d  â (2), (3) áóäåì îïðåäåëÿòü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé 

(4). Ïðè ýòîì èç (4) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ ôóíêöèé ( , )u xτ  è ( , )v xτ  ïðè 

0τ =  ( 0t t= ) ïîëó÷èì ñèñòåìó ðàâåíñòâ 

 0

1

( , ) (0, )
,          0,1,2, ,

s
i

i
i

y t x k x
b r

t =

∂ ∂
= =

∂ ∂τ
∑ 



 


 . (6) 

Ëåâûå ÷àñòè â ðàâåíñòâàõ (6) âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 
Êîøè (1). Äåéñòâèòåëüíî, íà ïðÿìîé 0t t=  èç (1) ñëåäóåò 

 
0

0 0 0
0 0 0 00

( , ) ( , ) ( )
( , ) ( ),         , , ( ),

y t x y t x dy x
y t x y x f t x y x

t dxt

∂ ∂  ≡ = =  ∂  ∂
. (7) 

Èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìåøàííûõ 
ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé y  è f , íà ëèíèè 0t t=  ñ ó÷åòîì (7) ïîëó÷èì 

 
2 3 2 2

2 3 2
,

,         2
x

y yf f f df f f
f f

t y y dx t yt t t

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + = + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

 

 
2 2 2

2
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, ,,

2 2
x xx

f df f f df f f f f
f f f

t y dx y y dx t y y yy

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

 

 
2

2
, , ,,

,
x x xx

f f df f df df f f f f dfd f
y y dx dx dx y dx t y y dxy

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 . (8) 

Çäåñü , / ;  /xy y x dg dx= ∂ ∂  – ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x  îò ñëîæíîé ôóíê-

öèè g ; ïðîèçâîäíûå îò y  ïî t  áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ íå âûïèñàíû â 
ñèëó èõ ãðîìîçäêîñòè. 

Èç âûðàæåíèé (2), (3) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé ik  ïî τ  â 
ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (6) èìåþò âèä 
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1

1
,      0,      1 ,        1i ik d f

r i s
d

−

−

∂
= τ = ≤ ≤ ≤ ≤

∂τ τ

 

   . (9) 

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ â ðàâåíñòâàõ (2), (3), (6) ïðèìåì, ÷òî 
3s = . Òîãäà ïðîèçâîäíûå îò if  â (9) ïðè 0τ =  îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè 

(ñì. (2), (3)) 

 
2

1 1 2 1 1 1 1
2 21 1 212

0 0 0

0,       
df d f df f f f df

c a f d
d d t y dxyd

∂ ∂ ∂
= = = + + ′τ τ ∂ ∂ ∂τ

, 

 
2 2 2 2 2 2

2 1 1 1 1 1 1
2 2 21 1 21 21 1 2 21 12 2 2

0 0 0 00 00 0

d f f f f df f f
c c a f d a f c a f

t y dx t yt yd t y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = + + + + +  ′∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  τ ∂ ∂
 

 
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
21 21 2 21 1 21 2

0 0 0 0 0 0 0

f df df f f f df
d d c a f d

dx dx dxy y t y y y y

∂ ∂ ∂ ∂  + + + +  ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂
, 

 3 1 1 1 1
3 31 32 1 31 32

0 0 0

( ) ( ) ,   
df f f f df

c a a f d d
d t y dxy

∂ ∂ ∂
= + + + + ′τ ∂ ∂ ∂

 , 0τ = . (10) 

Çäåñü 0 0 ( )/y dy x dx′ = ; âûðàæåíèå äëÿ 2 2
3 /d f dτ  íå âûïèñàíî â ñèëó åãî 

ãðîìîçäêîñòè. 
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (7)–(10) â óðàâíåíèÿ (6) è âîñïîëüçóåìñÿ óñëî-

âèåì, ÷òî ýòè ðàâåíñòâà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè 0τ =  äëÿ ïðîèçâîëüíîé 
ôóíêöèè f  (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëÿ 1f ). Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèç-
âåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ â (2), (3) ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé 

 2 2 2 2 2 2
2 2 3 3 2 21 3 31 32 2 21 3 31 32( ) ( ) 1/3b c b c b a b a a b d b d d+ = + + = + + = , 

 2 2 21 3 3 31 32 2 2 21 3 3 31 32( ) ( ) 1/3b c a b c a a b c d b c d d+ + = + + = , 

 2 21 21 3 31 32 31 32 1 2 3( )( ) 1/3,       1b a d b a a d d b b b+ + + = + + = , 

 2 2 3 3 2 21 3 31 32 2 21 3 31 32( ) ( ) 1/2b c b c b a b a a b d b d d+ = + + = + + = , 

 3 2 32 3 21 32 3 32 21 3 2 31 3 21 31 3 21 32 1/6b c a b a a b a d b c d b a d b d d= = = = = = . (11) 

Íå âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (11) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïîñëå àíàëèçà 
ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷èì íåçàâèñèìûå óðàâíåíèÿ, îáðàçóþùèå äâå ïîäñèñ-
òåìû 
 1 2 3 2 2 3 3 3 2 321,         1/2,         1/6b b b b c b c b c a+ + = + = = , 

 2 2
2 2 3 3 2 21 3 31 321/3,        ,        b c b c c a c a a+ = = = + ,  (12) 

 21 21 31 31 32 32,       ,       d a d a d a= = = . (13) 

Èç ïîäñèñòåìû (13) ñëåäóåò, ÷òî â âûðàæåíèÿõ (3) êîýôôèöèåíòû, ñòîÿùèå 
ïðè ôóíêöèÿõ ik  è /idk dx , ñîâïàäàþò. Ïîäñèñòåìà æå (12) ïîçâîëÿåò 

îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ,  ,  i i ijb c a , ïðè÷åì îíà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ 

ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êëàññè÷åñêîãî ÌÐÊ, èñïîëüçóåìî-
ãî äëÿ ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî 
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [1, 2] 

 0 0( ) ( , ( )),          ( )y t f t y t y t y′ = = , (14) 

êîãäà â ïðåäñòàâëåíèè, àíàëîãè÷íîì (2), óäåðæèâàþòñÿ òðè ñëàãàåìûõ âèäà  
,  1 ,  3i ib k i s s≤ ≤ = , ò. å. èìåííî ñòîëüêî, ñêîëüêî áûëî âûáðàíî âûøå äëÿ 

ðàññìîòðåíèÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ. Ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâû-
ìè ðåçóëüòàòàìè, ïðèâåäåííûìè â [1, 2]. 



46 

Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû è ïðè àíàëèçå ñîîòâåòñòâóþùèõ 
óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ,  ,  ,  i i ij ijb c a d  â âûðàæåíèÿõ (2), (3) ïðè 

çàäàíèè 1s =  è 2s = . Ñëåäîâàòåëüíî, ñàì õîä ðàññóæäåíèé, ïðèâîäÿùèé ê 
óðàâíåíèÿì, îïðåäåëÿþùèì ïîñòîÿííûå , , ,i i ij ijb c a d  â ðàâåíñòâàõ (2), (3), 

è íåïîñðåäñòâåííî ñàìè óðàâíåíèÿ äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííûå 
ïðè 1,2,3s = , ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ïðè ëþáîì 

1s ≥  êîýôôèöèåíòû, ñòîÿùèå â (3) ïðè ôóíêöèÿõ ik  è /idk dx , áóäóò ñîâ-
ïàäàòü: 

 ij ija d= , (15) 

à ïîñòîÿííûå , ,i i ijb c a  áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ èç ñèñòåì, ñîâïàäàþùèõ ñ ïîëó-

÷àþùèìèñÿ äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé s  ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíî-
âåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) êëàññè÷åñêèì ÌÐÊ. Ðåøåíèÿ 
ýòèõ ñèñòåì èçâåñòíû (ñì. [1, 2]). Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ( , )u xτ  íà ïðÿìîé 0τ =  

ïî τ  èìååò s -é ïîðÿäîê êàñàíèÿ ê ( , )v xτ  (èëè ê 0( , )y t x+ τ ), ò. å. â âûðàæå-

íèè (5) r s= , è ìåòîä èìååò s -é ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî τ . (×èñëåííûå ýêñ-
ïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ñäåëàííûé âûâîä ñïðàâåäëèâ è ïðè 4s = . Àíà-
ëèòè÷åñêè ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ,  i ib c , 

,  ij ija d  ïðè 4s =  íå áûëà ïîëó÷åíà â ñèëó ÷ðåçìåðíîé ãðîìîçäêîñòè âûðà-

æåíèé äëÿ ïðîèçâîäíûõ 4 4 3 3/ ,  /iy t f∂ ∂ ∂ ∂τ  ïðè 0τ = , 0t t= .) 

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå âñå ñõåìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (14) 
ìåòîäàìè Ðóíãå – Êóòòà àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìû óðàâíåíèé 
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ [1, 2]. Â ñâÿçè ñ 
ïîëó÷åííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè ýòîò âûâîä åñòåñòâåííî ïåðåíîñèòñÿ íà 
äâóìåðíûé ñëó÷àé, åñëè ñèñòåìà ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ò. å. íà÷àëüíàÿ çàäà÷à èìååò âèä (1), ãäå 
ïîä 0,  ,  y f y  íóæíî ïîíèìàòü âåêòîðíûå ôóíêöèè. Áîëåå òîãî, àíàëîãè÷íûå 

ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü è â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f  â (1) çàâèñèò íå 
òîëüêî îò ïðîèçâîäíîé /y x∂ ∂ , íî è îò ïðîèçâîäíûõ ïî x  áîëåå âûñîêèõ 

ïîðÿäêîâ, íàïðèìåð, 2 2/y x∂ ∂  è ò. ä., à òàêæå, åñëè ôóíêöèÿ y  çàâèñèò íå 

îò äâóõ, à áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, 1 2( , , )y t x x  è ò. ä. 

Î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëåíèå ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ /jdk dx  â âûðàæåíèÿõ 

(3) óñëîæíÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì j . Îäíàêî îáîáùåííûé ÌÐÊ (2), (3) ïîçâî-
ëÿåò èíòåãðèðîâàòü çàäà÷ó Êîøè (1) òîëüêî ïðèáëèæåííî, ïîýòîìó è ïðîèç-
âîäíûå /jdk dx  â (3) öåëåñîîáðàçíî âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííî, èñïîëüçóÿ 

ôîðìóëû êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [10]. Åñòåñòâåííî, ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå øàáëîíû äëÿ àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé x . Òàê, ïðè áîëüøåì êîëè÷åñòâå óçëîâ, 
âõîäÿùèõ â øàáëîí, áóäåì ïîëó÷àòü áîëüøèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè îïå-
ðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ÷òî ïîëîæèòåëüíî ñêàæåòñÿ íà òî÷íîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè (1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èçëîæåííîãî 
ìåòîäà èëè îñîáåííîñòè êîíêðåòíîé çàäà÷è ìîãóò ïîòðåáîâàòü èñïîëüçîâà-
íèÿ öåíòðàëüíûõ èëè ñêîøåííûõ ðàçíîñòåé äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîä-
íîé ïî x . Íàïðèìåð, â [13] íà áàçå êëàññè÷åñêèõ ÌÐÊ ïîëó÷åíû ÿâíûå ñõå-
ìû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïåðåìåííîé t , êîãäà îïåðàòîðû êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x  íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ (ïðè ðàçíûõ i  â 
(3)) ðàçëè÷íû è îáåñïå÷èâàþò ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ ñ îãðàíè÷åí-
íîé ïîëíîé âàðèàöèåé (òàê íàçûâàåìûå TVD-ñõåìû). Åñëè íà âñåõ ñòàäèÿõ 
ÌÐÊ îïåðàòîðû êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x  îäèíàêîâû, 
òî ïðåäëîæåííûé âûøå ìåòîä ðåäóöèðóåòñÿ â ìåòîä ïðÿìûõ [2]. 
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ßâíûå ÌÐÊ, ê êîòîðûì ôàêòè÷åñêè îòíîñèòñÿ è ñõåìà (2), (3), ëèáî íå-
óñòîé÷èâû, ëèáî íàêëàäûâàþò íåîïðàâäàííî æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà øàãè 
èíòåãðèðîâàíèÿ [2]. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòè îñîáåííîñòè óñòðàíÿþòñÿ ïðè 
ïîìîùè èñïîëüçîâàíèÿ íåêëàññè÷åñêèõ ÌÐÊ [2], êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåÿâíû-
ìè. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñâÿçè ñ ïîëó÷åííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè åñòåñòâåííî 
áûëî áû îáîáùèòü íåêëàññè÷åñêèå ÌÐÊ íà äâóìåðíûé ñëó÷àé ïî ñõåìå, 
àíàëîãè÷íîé (2), (3). Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå, âîçíèêàþùåå ïðè òàêîì îáîá-
ùåíèè, áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ ëèøü â òîì, ÷òî â (3) 1 0c ≠  è â ñîîòâåòñòâèè ñ 

(15) 0ij ijd a= ≠  ïðè j i≥  (èìåííî ýòà îñîáåííîñòü ïðèâîäèò ê íåÿâíûì 

ÌÐÊ). Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé îáîáùåííûå íåêëàññè÷åñêèå 
ÌÐÊ öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå, îòëè÷íîé îò (2), (3) (ñì. [2]): 

 1

1

( ) ( ) ( , , ( ), ( ) )
s

n n
i n i i i

i

y x y x b f t c x Y x Y x+

=

′= + τ + τ∑ , (16) 

 (
1

( ) ( ) , , ( )
s

n
i ij n j j

j

Y x y x a f t c x Y x
=

= + τ + τ∑ , 

 
1

( )) ( ) ,         1
s

n
j ij j

j

Y x y x a k i s
=

′ ≡ + ≤ ≤∑ , (17) 

ãäå ( )ny x  – ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) íà ëèíèè 0nt t n= + τ ; 

n  – íîìåð ñëîÿ, 0,1,2,n =  . 

Åñëè ôóíêöèÿ f  â (2) íå çàâèñèò îò àðãóìåíòà /y x∂ ∂ , òî ñõåìû (2), (3) 
è (16), (17) ðåäóöèðóþòñÿ â îáû÷íûå ÌÐÊ [1, 2]. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ 
x  âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Òàê êàê êîýôôèöèåíòû    , , ,i i ij ijb c a d  â 

ÌÐÊ îïðåäåëÿþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè î ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè f , òî ïî-
ñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî è çàïèñü îáîáùåííîãî ÌÐÊ â ôîðìå (16), (17) íà-
ãëÿäíî ïîäòâåðæäàþò âûâîäû, ñäåëàííûå âûøå íà îñíîâå ñòðîãîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà ïðè îáîáùåíèè êëàññè÷åñêèõ ÌÐÊ: ïîñòîÿííûå  ,i ib c , 

ija  â (2), (3) è (16), (17) äîëæíû ñîâïàäàòü ñ êîýôôèöèåíòàìè îáû÷íûõ 

ÌÐÊ [1, 2], ïðèìåíÿåìûõ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. 
Ïåðâûå èç ðàâåíñòâ (17) îïðåäåëÿþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ( )jY x , çàâèñÿùèõ 

òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé, ò. å. ïðèìåíåíèå îáîáùåííûõ ÌÐÊ ïîçâîëÿåò 
ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü èñõîäíîé çàäà÷è íà åäèíèöó. Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ èëè 
êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé (17) îíè ìîãóò áûòü ëåãêî ðàçðåøåíû îòíîñè-
òåëüíî ïðîèçâîäíûõ ( )jY x′  è çàòåì ïðîèíòåãðèðîâàíû ïî x  ïðè îïðåäåëåí-

íûõ íà÷àëüíûõ èëè êðàåâûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå åñòåñòâåííî âûòåêàþò èç 
êðàåâûõ óñëîâèé èëè óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1). 
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà (17) ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà àíàëèòè-
÷åñêè, â îáùåì æå ñëó÷àå åå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïðèáëèæåííî, ïðè-
ìåíÿÿ, íàïðèìåð, îáû÷íûå ÌÐÊ. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé 
ñèñòåìå (17), ñ ïîìîùüþ (16) ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çà-
äà÷è Êîøè (1) íà ( 1n + )-ì ñëîå â òî÷êàõ ïðÿìîé 1n nt t+ = + τ  è ò. ä. 

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ÷èñëåííûå ñõåìû èíòåãðè-
ðîâàíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1) (è äðóãèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷) âûñîêèõ 
ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ïî  ,t x , è, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå íà êîíêðåòíûõ ïðè-
ìåðàõ, ýòè ñõåìû îáëàäàþò óñòîé÷èâîñòüþ è ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü íàäåæ-
íûå ðåçóëüòàòû ïðè èíòåãðèðîâàíèè çàäà÷ ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøå-
íèÿ. 

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ìåòîäà (16), (17) îò øè-
ðîêî èçâåñòíîãî ìåòîäà ïðÿìûõ [5]. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïðÿìûõ íà-
÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ñíà÷àëà äèñêðåòèçèðóåòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-
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ðåìåííîé x , ïî êîòîðîé íóæíî êàê áû ðåøèòü êðàåâóþ (èëè ãðàíè÷íóþ) 
÷àñòü çàäà÷è, è çàòåì óæå èíòåãðèðóåòñÿ êàêèì-ëèáî ìåòîäîì (âîçìîæíî, 
àíàëèòè÷åñêè) ïî âðåìåííîé ïåðåìåíîé t , ïî êîòîðîé ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè æå ìåòîäà (16), (17), íàîáîðîò, çàäà÷à ñíà÷àëà 
êàê áû äèñêðåòèçèðóåòñÿ ïî ïåðåìåííîé t  íà ñëîè (ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñëî-
ÿìè τ  ìîãóò ìåíÿòüñÿ), à ëèøü çàòåì êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì (âîçìîæíî, àíà-
ëèòè÷åñêè) èíòåãðèðóåòñÿ ïî x  êðàåâàÿ (èëè ãðàíè÷íàÿ) çàäà÷à äëÿ ñèñòå-
ìû (17). Ïðè ýòîì â ìåòîäå ïðÿìûõ èíòåãðèðîâàíèå ïî t  ïðîèçâîäèòñÿ îä-
íîâðåìåííî ïî âñåì ïðÿìûì 0 , 0, 1, 2,kx x hk k= + = ± ±  , ïàðàëëåëüíûì îñè 

Ot , à íà êàæäîì ýòàïå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà (16), (17) ðàññìàòðèâàþòñÿ 

òîëüêî äâà áëèæàéøèõ ñëîÿ 1,  n nt t + , è êîëè÷åñòâî ôèêòèâíûõ ïðÿìûõ 

(ñëîåâ) nj n jt t c= + τ , ïàðàëëåëüíûõ îñè Ox , äëÿ s -ñòàäèéíîãî ÌÐÊ (16), 

(17) ðàâíî s , ÷òî â ñëó÷àå íåÿâíûõ ìåòîäîâ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó 
óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûõ ïðè ïåðåõîäå 
îò îäíîãî ñëîÿ ê äðóãîìó. 

2. Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ôèçèêè îáîáùåííûìè ÌÐÊ. Èññëåäóåì ïðèìåíåíèå îáîáùåííûõ ÌÐÊ 
(16), (17) ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.  

Èçâåñòíî [10], ÷òî óðàâíåíèå ïåðåíîñà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíûì è ïîçâîëÿ-
åò «îòðàáàòûâàòü» ñõåìû äëÿ áîëåå ñëîæíûõ óðàâíåíèé àêóñòèêè, êèíåìà-
òè÷åñêèõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà íåéòðîíîâ, íå-
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè è äð. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ÷èñëåí-
íûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáîáùåííûìè ÌÐÊ ïðåäñòàâëÿ-
åò îïðåäåëåííûé ìåòîäè÷åñêèé èíòåðåñ. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ðåøåíèå 
çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà 

 0,         (0, ) ( ),        1
y y

y x y x
t x

∂ ∂
= α = α = ±

∂ ∂
, (18) 

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî 0 0( ) ( )y x X y x+ =  – ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì X . 

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (18) ïî ñõåìå (16), (17) âîñïîëü-
çóåìñÿ êîýôôèöèåíòàìè 1-ñòàäèéíîãî ìåòîäà Ðàäî IIA (äàëåå áóäåì ïðîñòî 
ãîâîðèòü: «âîñïîëüçóåìñÿ òàêèì-òî ìåòîäîì», èñïîëüçóÿ íàçâàíèÿ, 
ïðèíÿòûå â [2]) – íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà, – òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ 

1
1 1 1( ) ( ) ( ),  ( ) ( ) ( )n n ny x y x Y x Y x y x Y x+ ′ ′= + τα = + τα , îòêóäà  

 1
1 1 1( ) ( ),        ( ) ( ( ) ( ))/n ny x Y x Y x Y x y x+ ′= = α − τ . (19) 

Âòîðîå èç óðàâíåíèé (19) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü àíàëèòè÷åñêè [6] ñ ó÷å-
òîì ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ ïî x . Îäíàêî íàñ èíòåðåñóåò ÷èñëåííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (18), ïîýòîìó äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ (19) âíîâü 
èñïîëüçóåì íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, òîãäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñõåìó 

 1 1 1
1 1(1 ) ( ),         /n n n

m m my H y Hy H h+ − +
+ += − α − α = τ , (20) 

ãäå m  – íîìåð óçëà â ñëîå; 1 0m mh x x+= − >  – ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ 

ñîñåäíèìè óçëàìè â ñëîå – øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x , ïðè÷åì h  ìîæåò 
áûòü ïåðåìåííîé ïî m  âåëè÷èíîé. Åñëè æå äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âòîðîãî 
óðàâíåíèÿ (19) èñïîëüçîâàòü 1-ñòàäèéíûé ìåòîä Ðàäî IA (ÿâíûé ìåòîä 
Ýéëåðà), òî âìåñòî (20) ïîëó÷èì ñõåìó 

 1 1 1
1(1 ) ( )n n n

m m my H y Hy+ − +
+= + α + α . (21) 

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñõåì (20) ïðè 1α = −  è (21) ïðè 
1α =  ïîëîæèòåëüíû è ìåíüøå åäèíèöû. Â ñèëó ýòîãî èç (20), (21) ñëåäóåò 
1n n

C C

+ ≤y y , îòêóäà âûòåêàåò àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ñõåì â 

ïðîñòðàíñòâå C  ïðè ëþáûõ 0H > . (Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñõåìû (20), (21) ÿâ-
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ëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè â òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì íåÿâíûìè, àáñîëþò-
íî óñòîé÷èâûìè ñõåìàìè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, ïîñòðîåííû-
ìè íà 3-òî÷å÷íûõ øàáëîíàõ [10] è èìåþùèìè 1-é ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî 
îáåèì ïåðåìåííûì.) 

Åñëè äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè (18) èñïîëüçîâàòü ïî t  ÿâíûé 
ìåòîä Ýéëåðà, à çàòåì ïî x   – ëèáî ÿâíûé, ëèáî íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, òî 
â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷èì äâå ÿâíûå ñõåìû 1-ãî ïîðÿäêà, ïîäîáíûå (20), 
(21) è ïîñòðîåííûå íà 3-òî÷å÷íûõ øàáëîíàõ   ( , ), ( , 1), ( 1, 1)n m n m n m+ + +   èëè 

( , ),  ( , 1),  ( 1, )n m n m n m+ + , íî óñòîé÷èâûå ëèøü ïðè 10 1H−< ≤  [10]. (Ýòîò 
ðåçóëüòàò íàãëÿäíî ïîäòâåðæäàåò òåçèñ î òîì, ÷òî òðåáîâàíèå óñòîé-
÷èâîñòè ÿâíûõ ÌÐÊ íàêëàäûâàåò æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà øàãè èíòåãðèðî-
âàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå äîëæíî áûòü 0 h< τ ≤ . 
Áîëåå òîãî, ÿâíûå ÌÐÊ (2), (3) ëþáîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî τ  ïðè àïïðîê-
ñèìàöèè â (3) ïðîèçâîäíûõ /jdk dx  öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè ëþáîãî 

ïîðÿäêà ïî h  ïðèâîäÿò ê íåóñòîé÷èâûì ñõåìàì èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è 
Êîøè (18) [10, 13].) 

Èññëåäóåì ñõåìû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè. Ïðîèíòåãðèðóåì 
çàäà÷ó (18), èñïîëüçóÿ 1-ñòàäèéíûé ìåòîä Ãàóññà – Ëåæàíäðà (ìåòîä ñðåä-

íåé òî÷êè). Òîãäà ïîëó÷èì 1
1 1( ) ( ) ( ),  /2n n ny x y x Y x Y y Y+ ′ ′= + τα = + τα , îòêóäà  

 1
1 1 1( ) 2 ( ) ( ),      ( ) 2 ( ( ) ( ))/n n ny x Y x y x Y x Y x y x+ ′= − = α − τ . (22) 

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âòîðîãî èç óðàâíåíèé (22) ïðèìåíèì 2-ñòàäèéíûé 
ìåòîä Ëîáàòòî IIIA (ìåòîä òðàïåöèé), òîãäà èç (22) ñëåäóåò 

 1 1 1
1 1 1 1 1 1(1 ) ( ) /(1 ),    2m m n n n m n

m m m mY H Y H y y H y Y y+ + +
+ + += + α − α + − α = −[ ] , (23) 

 1 1
1 1 1 1(1 ) ( ) /(1 ),    2m m n n n m n

m m m mY H Y H y y H y Y y+ +
+= − α + α + + α = −[ ] . (24) 

Åñëè èç âòîðûõ ðàâåíñòâ (23), (24) èñêëþ÷èòü çà ñ÷åò ïåðâûõ ðàâåíñòâ âå-

ëè÷èíû 1
1 1 ,m mY Y+  ñîîòâåòñòâåííî è âî âíîâü ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿõ çàìå-

íèòü 1
1 1 ,m mY Y +  âûðàæåíèÿìè 1 1 1

1 1 1 1( )/2,   ( )/2m n n m n n
m m m mY y y Y y y+ + +

+ += + = + , 
êîòîðûå ñëåäóþò èç ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (22), òî â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó-
÷èì êëàññè÷åñêèå ñõåìû 2-ãî ïîðÿäêà ïî îáåèì ïåðåìåííûì, ïîñòðîåííûå 
íà 4-òî÷å÷íîì øàáëîíå [10]: 

 1 1
1 1,    (1 )/(1 ),    1n n n n

m m m my ay y ay a H H+ +
+ += + − = + α − α α = − , (25) 

 1 1
1 1 ,    (1 )/(1 ),    1n n n n

m m m my by y by b H H+ +
+ += + − = − α + α α = . (26) 

Â [10] ïîêàçàíî, ÷òî ñõåìà (25) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, (23) ïðè 1α = −  
àáñîëþòíî óñòîé÷èâà ïî íîðìå îïåðàòîðà ðàçíîñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 
ïî ïåðåìåííîé x : 

 
1

, ,       ,
M

n n n n n n n
m m

m

y v h
=

= = ∑y y v y v( (] ] , 

 1 / ,    ,    0,1, , ,   / constn n n
m m m iv y y h x ih i M h X M−≡ − = = = =( ) , (27) 

à ñõåìà (26) (èëè (24)) óñòîé÷èâà ïî íîðìå, àíàëîãè÷íîé (27), ïðè 1α = . 
Îäíàêî ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C , êîòîðàÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííà â çàäà÷àõ 
ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ, ñõåìû (23)–(26) íåóñòîé÷èâû. Ïîêàæåì 
ýòî íà ïðèìåðå ñõåìû (25). 

Èñïîëüçóÿ ïîâòîðíî ôîðìóëó (25), ïîëó÷èì òàêóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ: 

 1n
my + =  

 1 1
1 1 2 2 1 1( )n n n n n n n n

m m m m m m m may y ay a ay y ay y ay+ +
− − − − − −= + − = + − + − = =  

 
2

1 1 2
1

0

(1 ) ,      2
M

M n M n k n n
m M m M m k m

k

a y a y a a y ay M
−

+ −
− − − −

=
= + + − − ≥∑ . (28) 
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Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ n n
m m My y −=  è 1 1n n

m m My y+ +
−= , 

èç (28) áóäåì èìåòü 

 
2

1 1 2 2
1

0

(1 ) (1 ) (1 ) ,   2
M

n M k n M n
m m k m

k

y a a a y a a y M
−

+ − −
− −

=

 = − − − − ≥  ∑ . (29) 

Äëÿ ñõåìû (25) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð A  ïåðåõîäà îò ñëîÿ ê 

ñëîþ 1n nA+ =y y  è îöåíèì åãî íîðìó â C , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì [10] 

 
01

sup ,          max
C

mC C C m M
A A y

≤ ≤=
= =

y
y y . (30) 

Ñîãëàñíî (30) çàäàäèì â ðàâåíñòâå (29) 11,  1,  0,1, , 2n n
m m ky y k M− −= − = = − , 

òîãäà ïîëó÷èì (ïðè 0 1a< < ) 

 1 1 2 1 2(1 ) (1 )(1 )/(1 ) (1 ) 1n M M M
my a a a a a a+ − − −= − − − − − − >[ ] . (31) 

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ (30) è (31) ñëåäóåò, ÷òî 1CA >  ïðè 0 1a< < , ò. å. ïðè 

0 1a< <  ñõåìà (25) íåóñòîé÷èâà â C . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷è-
âîñòü ýòîé ñõåìû è ïðè 1 0a− < < . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò â (29) çàäàòü 

1 11,   sgn ( ),   1,2, , 2n n n k
m m m ky y y a k M− − −= = = = − , òîãäà èç (29) ïðè ÷åòíîì 

M  ïîëó÷èì îöåíêó (31), â êîòîðîé íåîáõîäèìî a  çàìåíèòü íà a  (ïî-
äîáíûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü ñõåìû (25) â ñëó÷àå 

1 0a− < <  ïðè íå÷åòíîì M ). Ñëåäîâàòåëüíî, â C  ñõåìà (25) óñòîé÷èâà òîëü-
êî ïðè 0 ( 1,  )a H h= = τ = , ïðè ýòîì èç (25), (29) âûòåêàåò ðàâåíñòâî ïåðå-

íîñà 1
1

n n
m my y+

+ = . 
Ïîñòðîèì òåïåðü ñõåìó 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî îáåèì ïåðåìåííûì. 

Äëÿ ýòîãî ïî t  èñïîëüçóåì 3-ñòàäèéíûé ìåòîä Ëîáàòòî IIIB: 

 1
1 2 3( ) ( ) ( ( ) 4 ( ) ( ))/6n ny x y x Y x Y x Y x+ ′ ′ ′= + τα + + , 

 1 1 2( ) ( ) ( ( ) ( ))/6nY x y x Y x Y x′ ′= + τα − , 

 2 1 2( ) ( ) ( ( ) 2 ( ))/6nY x y x Y x Y x′ ′= + τα + , 

 3 1 2( ) ( ) ( ( ) 5 ( ))/6nY x y x Y x Y x′ ′= + τα + . 
Îòñþäà ïîëó÷àåì 

 3 2 1( ) 2 ( ) ( )Y x Y x Y x= − 2 2 1( ) 2 ( ( ) ( ))/Y x Y x Y x′ = α − τ , 

 1 1 2( ) 2 (2 ( ) ( ) 3 ( ))/nY x Y x Y x y x′ = α + − τ , (32) 

 1
2 1( ) ( ) 2( ( ) ( ))n ny x y x Y x Y x+ = + − , 

 3 2 1( ) 2 ( ) ( )Y x Y x Y x= − . (33) 

(Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû 4-ãî ïîðÿäêà ïî τ  ìîæíî èñïîëüçîâàòü è 2-ñòàäèé-
íûé ìåòîä Ãàóññà – Ëåæàíäðà. Â êîíå÷íîì èòîãå äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ìå-
òîäà ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íóþ (32), îäíàêî êîýôôè-
öèåíòû â ýòîé ñèñòåìå áóäóò èððàöèîíàëüíûìè.) 

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé (32) ïðèìåíèì 3-ñòàäèé-
íûé ìåòîä Ëîáàòòî IIIA, êîòîðûé â âåêòîðíîé ôîðìå èìååò âèä 

 1 1 1( , ) 4 ( /2, ) ( , ) 6m m m m m m mh x x h x+ + += + + + +Y Y f Y f Z f Y[ ]/ , 

 1 15 ( , ) 8 ( /2, ) ( , ) 24m m m m m mh x x h x + += + + + −Z Y f Y f Z f Y[ ]/ , (34) 

ãäå 1 2 1 2, ;  ,m m
m Y Y Z Z= =Y Z{ } { }   – âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð; f  – âåêòîð-

ôóíêöèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (32), ÿâíî çàâèñÿùàÿ îò x  â ñèëó òîãî, 
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÷òî ïðàâûå ÷àñòè â (32) çàâèñÿò îò ôóíêöèè ( )ny x , êîòîðàÿ íà n -ì ñëîå 
ïðåäïîëàãàåòñÿ óæå èçâåñòíîé. Â ðàçâåðíóòîì âèäå ñèñòåìà (34) ãðîìîçäêà, 
ïîýòîìó íå áóäåì åå âûïèñûâàòü. Óðàâíåíèÿ (34) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñ-
òåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-

íûõ 1 1
1 2 1 2,  ,  ,  m mY Y Z Z+ +  ïðè 1α = −  è 1 2 1 2,  ,  ,  m mY Y Z Z  ïðè 1α = . (Òàêàÿ çà-

âèñèìîñòü âûáîðà íåèçâåñòíûõ â (34) îò çíà÷åíèé α  îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿ-
ìè óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àþùåéñÿ â êîíå÷íîì èòîãå ñõåìû.) Òàê êàê óðàâíå-
íèÿ (32) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî ïðè ëþáûõ m  êîýôôèöèåíòû ÑËÀÓ (34) áó-
äóò îäíè è òå æå. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ ëèøü îäèí ðàç ïðîèçâåñòè 
îáðàùåíèå ìàòðèöû 4-ãî ïîðÿäêà ñèñòåìû (34), ïðè÷åì çíà÷åíèÿ 1 2,  Z Z  â 
äàëüíåéøåì íèãäå íå ïîòðåáóþòñÿ è èõ ìîæíî íå âû÷èñëÿòü (îíè ôîðìàëü-
íî ïîòðåáîâàëèñü ëèøü äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû (34)). Åñëè ñèñ-
òåìà (34) ðàçðåøåíà, òî èç (33) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñõåìû 

 1 1 1
1 1 2 12( ),      1n n m m

m my y Y Y+ + +
+ += + − α = − , 

 1
2 12( ),             1n n m m

m my y Y Y+ = + − α = . (35) 

Îòìåòèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (34) íåîáõîäèìî 

âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ( )ny x  â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ /2mx h+ . 
Ýòè çíà÷åíèÿ ìîæíî ïðèáëèæåííî îïðåäåëèòü ëèáî ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿ-

öèîííîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà 1 1 2( /2) (9 9 )/16n n n n n
m m m m my x h y y y y+ − ++ ≈ + − −  

(â ýòîì ñëó÷àå øàã h  äîëæåí áûòü ïîñòîÿííûì, èíà÷å òàêàÿ çàìåíà íå áó-
äåò èìåòü 4-é ïîðÿäîê òî÷íîñòè), ëèáî ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëè-

íîìà Ýðìèòà 1 1( /2) ( )/2 ( ) ( ) 8n n n n n
m m m m my x h y y h y y+ +

′ ′+ ≈ + − −[ ]/  (çäåñü øàã h  
óæå ìîæåò áûòü ïåðåìåííûì ïî m ; øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî 
x  â óçëîâûõ òî÷êàõ 1,  m mx x + ; ïðè ïåðåõîäå îò ñëîÿ ê ñëîþ ýòè ïðîèç-

âîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (33): 1
2( ) ( ) 2( ( )n n

m m my y Y x+ ′ ′ ′= + −  

1( ))mY x′− , ãäå iY′  âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (32)). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ïîëèíîìà Ýðìèòà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè (18) ñ 4-ì 
ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî x  íåîáõîäèìî çàäàòü, êðîìå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ 

0(0, ) ( )y x y x= , äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå 0(0, )/ ( )y x x y x′∂ ∂ = . 

Àâòîðàì ïîêà íå óäàëîñü ñòðîãî äîêàçàòü óñòîé÷èâîñòü ìåòîäîâ (34), 
(35), íî ñåðèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ èìè, ïîêàçàëè, ÷òî 
ýòè ñõåìû â ñèëó 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî îáåèì ïåðåìåííûì âåñüìà 
ýôôåêòèâíû ïðè èíòåãðèðîâàíèè çàäà÷ ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ. 

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ñõåì (20), (25), (34), 
(35), ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðåíîñà (18) ïðè 1α = −  è íà÷àëüíîì óñëîâèè 

 0
0

( ) 8 sin ( )/ ,         2 (2 1),      0,1,2,
K

k k k
k

y x x k K
=

= λ λ λ = π + =∑  , (36) 

ãäå ôóíêöèÿ 0 ( )y x  ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà Ôóðüå äëÿ ïåðèîäè-

÷åñêîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè 

 
1, 0.5

( )      0, 1, 2,
1, 0.5 ,

,x
z x

x

− − + ≤ <= = ± ±
+ ≤ < +


 


 

, (37) 

ñ ïåðèîäîì 1X =  (ëîìàíàÿ 1 íà ðèñ. 1). Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (18), 
(36) èìååò âèä [10] 

 
0

( , ) 8 sin ( ( ))/
K

k k
k

y t x x t
=

= λ − λ∑ . (38) 
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ïðÿìûõ /2x t− =   ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò y  ïî 
ìîäóëþ ðàâíû: 

 
0

8 cos ( (2 1) ) 8( 1),    /2
K

k

y y
k K x t

t x =

∂ ∂
= = π + = + − =

∂ ∂ ∑   , (39) 

à ìîäóëü ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ ðàâåí 8 2( 1)K + . Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñ óâåëè÷åíèåì K  ìîäóëü ãðàäèåíòà âîçðàñòàåò è óæå ïðè 4K =  åãî 
ìîæíî ñ÷èòàòü áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèÿìè ìîäóëÿ ôóíêöèè (38). 
Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè (37) åå 
ðàçëîæåíèå (36) èìååò íåóñòðàíèìûå «ïèêè», è ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå K , 
òåì áîëüøå âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò 0 ( )y x  â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì 

ïèêàì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíîé çàäà÷è (18), 
(36) ïðè áîëüøèõ K  áóäåò îáëàäàòü íå òîëüêî áîëüøèìè ïî ìîäóëþ ïðîèç-
âîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, íî è ïðîèçâîäíûìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ. 

1
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 Рис. 1 Рис. 2 

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé 29K =  (ãðàôèê 
ôóíêöèè (36), ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó çíà÷åíèþ K , èçîáðàæåí íà ðèñ. 1 
êðèâîé 2). Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ãðàäèåíòà áîëüøèå è 
ïðåâîñõîäÿò ÷èñëî 339. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè òî÷íîãî è ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è íà ïðÿìîé 0.5x = −  ïðè 3 4t≤ ≤ . Êðèâàÿ 1 ñîîò-
âåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ; êðèâàÿ 2 ïîñòðîåíà ïî ñõåìå (20) ïðè ðàçáèâ-
êå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè :  0 4,  0.5 0.5G t x≤ ≤ − ≤ ≤  íà 201 ñëîé ïî t , 

,  4/ ,   0,1, , ,  200nt n N n N N= τ τ = = = , è êàæäîãî ñëîÿ íà 101 óçåë ïî x  

,  1/ ,  0,1, , ,  100mx mh h M m M M= = = = , âåëè÷èíà íàèáîëüøåãî îòêëîíåíèÿ 

δ  îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðè ýòîì ñîñòàâèëà ïî ìîäóëþ 1.14; êðèâàÿ 3 ñîîò-
âåòñòâóåò òîé æå ñõåìå (20) è 2000,  1000N M= = , ïðè ýòîì max 1.08δ = . 

Ëèíèÿ 4 ïîëó÷åíà ïî ñõåìå (25) ïðè ïðåæíèõ çíà÷åíèÿõ ,N M , ïðè÷åì 

max 1.1δ = . À ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ïî ñõåìå (34), (35) ïðè òåõ æå çíà÷å-

íèÿõ ,N M , îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî ìåíåå, ÷åì íà 5%, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ êðèâàÿ 5 âèçóàëüíî ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ îò êðèâîé 1 íà ðèñ. 2. (Ïî-
âåäåíèå êðèâûõ 1–5 íà íà÷àëüíîì îòðåçêå âðåìåíè 0 3t≤ <  íà ðèñ. 2 íå 
èçîáðàæåíî, òàê êàê íà íåì îòêëîíåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé îò òî÷íîãî 
ìåíåå çàìåòíî, ÷åì ïðè 3 4t≤ ≤ .) 

Ëèíèè 2, 3 íà ðèñ. 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ñõåìà (20) «îòñëåæèâàåò» òîëüêî 
îáùóþ (â íåêîòîðîì óñðåäíåííîì ñìûñëå) òåíäåíöèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ 
çàäà÷è (18), (36), íî íå îòðàæàåò ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ (38), â 
÷àñòíîñòè, íå âûäåëÿåò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ïðè÷åì ñ óâåëè÷åíèåì t  
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîñòåïåííî çàòóõàåò, ïðèáëèæàÿñü ê íóëþ. (Ïî-
ñëåäíÿÿ îñîáåííîñòü ôàêòè÷åñêè çàëîæåíà â ñõåìå (20), òàê êàê èç íåå ñëå-

äóåò, ÷òî 1n n

C C

+ ≤y y .) Ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ïî ñõåìå (25) (êðèâàÿ 4), 

óæå êà÷åñòâåííî îòñëåæèâàåò è ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ (38). 
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Îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì t  ýòî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðèâîäèò ê óâåëè÷å-
íèþ ïî ìîäóëþ «ïèêîâûõ» çíà÷åíèé (ýêñòðåìóìîâ) â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê 

/2t =   ñïðàâà è ñãëàæèâàíèþ ïèêîâ â îêðåñòíîñòÿõ òåõ æå òî÷åê ñëåâà, 

÷òî íàøëî íàãëÿäíîå îòðàæåíèå íà ðèñ. 2. Ïðè ýòîì n

C
y  (ñì. (30)) ñ óâå-

ëè÷åíèåì n  âîçðàñòàåò, â ÷àñòíîñòè, 0 1.33N

C C
=y y/ , ò. å., êàê è áûëî 

äîêàçàíî, ñõåìà (25) íåóñòîé÷èâà â C . Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ãëàä-
êèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (36) ñõåìà (25) ìîæåò îáåñïå÷èâàòü ïðèåìëåìóþ 
òî÷íîñòü. Òàê, ïðè çàäàíèè â (36) 0K =  ( 0 ( )y x  – ñèíóñîèäà) max δ  èìååò 

ïîðÿäîê ìàøèííîé òî÷íîñòè ( 6max 10−δ ≈ ), à ïðè áîëüøèõ K , íàîáîðîò, 

ïðîèñõîäèò ïîëíàÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè, íàïðèìåð, óæå ïðè 9K =  (ìîäóëü ãðà-
äèåíòà ïðåâîñõîäèò ÷èñëî 112) max 0.39δ = . Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà (25) 
åñëè è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, 
òî òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. 

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàííûå ñõåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî îáîáùåííûå 
ÌÐÊ ïîçâîëÿþò ëåãêî ñòðîèòü óñòîé÷èâûå ñõåìû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷-
íîñòè, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ñ äèôôåðåíöèàëüíû-
ìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðåøåíèÿ êîòî-
ðûõ èìåþò áîëüøèå ãðàäèåíòû. (Òàê, ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ïî ñõåìå 4-ãî 
ïîðÿäêà (34), (35) ïðè 9K =  è 2000N = , 1000M =  (ãðàäèåíòû ïî ìîäóëþ 

ïðåâîñõîäÿò çíà÷åíèå 112), îòêëîíÿåòñÿ îò òî÷íîãî ìåíåå, ÷åì íà 45.2 10−⋅ , 
à ïðè 29K = , êàê óæå îòìå÷àëîñü, – ìåíåå, ÷åì íà 5 %.) 

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê äðóãèì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûì 
ñîîòâåòñòâóþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áî-
ëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó íå-
ñòàöèîíàðíîé îäíîìåðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè 

 
2

02
1 1 1,     (0, ) ( ),     , ( ),  ,  0
2 2 2

y y
y x y x y t t x t

t x
±

∂ ∂  = = ± = ϕ − ≤ ≤ ≥ ∂  ∂
. (40) 

Èíòåãðèðîâàòü ýòó çàäà÷ó ïî t  ìîæíî ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé (16), (17), 
ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ôóíêöèÿ f  äîëæíà çàâèñåòü è îò ( )iY x′′  – åùå 
îäíîãî àðãóìåíòà. 

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (40) èñïîëüçóåì 1-ñòàäèéíûé ìåòîä Ðàäî IIA 

(íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà). Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ 1
1( ) ( ) ( )n ny x y x Y x+ ′′= + τ , 

1 1( ) ( ) ( )nY x y x Y x′′= + τ , îòêóäà 

 1
1 1 1( ) ( ),            ( ) ( ) ( )n ny x Y x Y x Y x y x+ ′′= τ − = − . (41) 

Èññëåäóåì ñïåêòðàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (41), èñïîëüçóÿ èäåþ ìå-
òîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [9, 10]. À èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî 

 ( ) sin ( ),      2 (2 1),      0,1,2,n n
k k ky x a x k k= λ λ = π + =  , (42) 

ãäå sin ( )kxλ  – 2k -ÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (40) 
[12]. Òîãäà ðåøåíèå âòîðîãî èç óðàâíåíèé (41) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ 

1
1( 0.5) ( 0.5) 0nY y +± = ± =  èìååò âèä 1 1( ) sin ( )n n

k ky x a x+ += λ , ãäå ïîñòîÿííûå 
1,  n n

k ka a+  ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 

 1 2 2 2 1( ) ,          ( ) (1 )n n
k k k k ka R a R+ −= τλ τλ = + τλ . (43) 

Ôóíêöèþ R  ïî àíàëîãèè ñ òåðìèíîëîãèåé, ïðèíÿòîé â [2], öåëåñîîáðàç-
íî íàçâàòü ôóíêöèåé óñòîé÷èâîñòè îáîáùåííîãî ÌÐÊ äëÿ çàäà÷è òåïëîïðî-
âîäíîñòè. Òàê êàê ïðè ëþáûõ 0,  kτ > λ  ôóíêöèÿ R  óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
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ñòâàì 0 1R< < , òî ëþáîå âîçìóùåíèå êîýôôèöèåíòà n
ka  çàòóõàåò ñ óäàëå-

íèåì îò n -ãî ñëîÿ, à çíà÷èò, ìåòîä (41) àáñîëþòíî óñòîé÷èâ ïî t . Ãðàíè÷-
íóþ çàäà÷ó äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî àíàëîãà (ÊÐÀ) âòîðîãî èç óðàâíå-
íèé (41) 

 1 1 1 2 1 1
1 1 1( 2 )/ ,       n n n n n n m

m m m m m my y y h y y y Y+ + + + +
− +τ − + − = − = , (44) 

ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîãîíêè [10]. Ïðîãîíêà äëÿ 
óðàâíåíèÿ (44) óñòîé÷èâà, ïîýòîìó ìåòîä (41), (44) â öåëîì óñòîé÷èâ, ïî 
êðàéíåé ìåðå, ïî ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. (Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (44) ñîîò-
âåòñòâóåò èçâåñòíîé â òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé ïî 
ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ñõåìå ñ îïåðåæåíèåì [10], èìåþùåé 1-é ïîðÿäîê 
òî÷íîñòè ïî τ  è 2-é ïîðÿäîê – ïî h .) 

Èñïîëüçóåì äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è (40) 1-ñòàäèéíûé ìåòîä Ãàóññà 

– Ëåæàíäðà. Òîãäà ïîëó÷èì 1
1 1 1,   /2n n ny y Y Y y Y+ ′′ ′′= + τ = + τ , îòêóäà 

 1
1 1 1( ) 2 ( ) ( ),       ( ) 2 ( ) 2 ( )n n ny x Y x y x Y x Y x y x+ ′′= − τ − = − . (45) 

Åñëè èç âòîðîãî èç óðàâíåíèé (45) çà ñ÷åò ïåðâîãî ðàâåíñòâà èñêëþ-
÷èòü ôóíêöèþ 1Y , à çàòåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå çàìåíèòü èõ ÊÐÀ, ïîñòðî-

åííûìè íà 3-òî÷å÷íîì øàáëîíå ñ ïîñòîÿííûì øàãîì h , òî ïîëó÷èì â èòîãå 
êëàññè÷åñêóþ ñèììåòðè÷íóþ 6-òî÷å÷íóþ ñõåìó [10], àáñîëþòíî óñòîé÷èâóþ 
ïî ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå è èìåþùóþ 2-é ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî τ  è h . 

Ïîñëå àíàëèçà óðàâíåíèé (45) ïî ñõåìå (42), (43) ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ 
óñòîé÷èâîñòè R , ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì, èìååò âèä 

 2 2 2 1( ) (2 )(2 )k k kR −τλ = − τλ + τλ . (46) 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 1R <  äëÿ ëþáûõ 2 0kτλ > , ò. å. ìåòîä (45) àáñîëþòíî 

óñòîé÷èâ ïî t , íî ïðè íåêîòîðûõ 2 0kτλ >  ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî 

 21 ( ) 0kR− < τλ < , (47) 

íàïðèìåð, 2
0( ) 0.33R τλ = −  ïðè 0.1τ =  è 2

1( ) 0.28R τλ = −  ïðè 0.01τ = . 

Èç òåîðèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [12] èçâåñòíî, ÷òî ðåøå-
íèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (40) ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèÿõ ( ) 0t±ϕ =  ìîíîòîííî óáûâàåò ïî t . Â ñëó÷àå æå âûïîëíåíèÿ íåðà-

âåíñòâ (47) êîýôôèöèåíòû 1,  n n
k ka a+  èìåþò ðàçíûå çíàêè, ò. å. ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü n
ka  çíàêîïåðåìåííà è ñ óâåëè÷åíèåì n  ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñëå-

äîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ïî t  è èñêóññòâåííî ïîðîæäàåò ýôôåêò ôèê-
òèâíûõ òåïëîâûõ êîëåáàíèé, íå èìåþùèõ ìåñòà â äåéñòâèòåëüíîñòè. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ýòà îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (45) ïåðåíîñèòñÿ è íà ðåøå-
íèå èõ ÊÐÀ – ñèììåòðè÷íóþ 6-òî÷å÷íóþ ñõåìó. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòî-
ðàì, ýòà îñîáåííîñòü ñèììåòðè÷íîé 6-òî÷å÷íîé ñõåìû â êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì íå áûëà ïîäìå÷åíà è îáúÿñíåíà. (Íåòðóäíî âèäåòü, 

÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû ñ îïåðåæåíèåì (41), (44) ïðè ëþáûõ 2 0kτλ >  

ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè (43) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 1R< < , ò. å. ñõå-
ìà (44) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ ïî t .) 

Àâòîðàìè áûëè èññëåäîâàíû è äðóãèå ÌÐÊ ïðèìåíèòåëüíî ê èíòåãðè-
ðîâàíèþ çàäà÷è (40). Òàê, â ñèëó ëèíåéíîñòè ýòîé çàäà÷è 2-ñòàäèéíûå ìå-
òîäû Ëîáàòòî IIIA, IIIB ïðèâîäÿò â êîíå÷íîì èòîãå ê ñèììåòðè÷íîé 6-òî-
÷å÷íîé ñõåìå, à èç âñåõ ÌÐÊ 2-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî τ  òîëüêî 2-ñòàäèé-
íûé ìåòîä Ëîáàòòî IIIC óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ 
ïî t . Óðàâíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà èìåþò âèä 
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 1
1 2( )/2n ny y Y Y+ ′′ ′′= + τ + , 

 1 1 2 2 1 2( )/2,         ( )/2n nY y Y Y Y y Y Y′′ ′′ ′′ ′′= + τ − = + τ + , (48) 

à ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì 2 1(1 2 2 )k kR −= + γ + γ , 
2 /2k kγ = τλ . Î÷åâèäíî, ÷òî 0 1R< <  ïðè ëþáûõ 2 0kτλ > . 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñõåìû (45), (48) èìåþò 2-é ïîðÿäîê ïî τ , íî äëÿ 
ðåàëèçàöèè ìåòîäà (45) íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü íà êàæäîì ñëîå òîëüêî 
îäíî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî 1Y  (âòîðîå èç óðàâíåíèé (45)), à äëÿ ðåàëèçà-
öèè ñõåìû (48) íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü óæå ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî 1 2,Y Y  (âòîðîå è òðåòüå èç óðàâíåíèé (48)). Òàêîå óñëîæíåíèå ìå-
òîäà (48) îêóïàåòñÿ âûïîëíåíèåì òðåáîâàíèÿ ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ ïî t . 
Ìàòðè÷íàÿ ïðîãîíêà [11] äëÿ 3-òî÷å÷íûõ ÊÐÀ äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé 
(48), êàê ëåãêî ïîëó÷èòü, óñòîé÷èâà, ïîýòîìó â öåëîì ýòîò ìåòîä àáñîëþòíî 
óñòîé÷èâ ïî ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå è èìååò 2-é ïîðÿäîê ïî τ  è h . 

Èç âñåõ îáîáùåííûõ ÌÐÊ 4-ãî ïîðÿäêà ïî τ  ñàìûì «óäîáíûì» äëÿ èí-
òåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è (40) ÿâëÿåòñÿ 3-ñòàäèéíûé ìåòîä Ëîáàòòî IIIB: 

 1
1 2 3( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( ) 6n ny x y x Y x Y x Y x+ ′′ ′′ ′′= + τ + +[ ]/ , 

 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 6nY x y x Y x Y x′′ ′′= + τ −[ ]/ , 

 2 1 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) 6nY x y x Y x Y x′′ ′′= + τ +[ ]/ , 

 3 1 2( ) ( ) ( ) 5 ( ) 6nY x y x Y x Y x′′ ′′= + τ +[ ]/ , (49) 

òàê êàê åãî ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè èìååò âèä 

 2 2 2 1 2( ) (1 3 3 )(1 3 3 ) ,     /6k k k k k k kR −τλ = − γ + γ + γ + γ γ = τλ , (50) 

(ò. å. ìåòîä àáñîëþòíî óñòîé÷èâ è óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ ìîíîòîííîñòè 
ðåøåíèÿ ïî :  0 1t R< < ) è ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìû (49) äëÿ êàæäîãî n  íå-
îáõîäèìî èíòåãðèðîâàòü ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé 
îòíîñèòåëüíî 1Y , 2Y  (âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ (49)). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåà-
ëèçàöèÿ ýòîãî ìåòîäà òðåáóåò ïðèáëèçèòåëüíî òåõ æå âû÷èñëèòåëüíûõ çà-
òðàò, ÷òî è ìåòîäà (48), íî ñõåìà (49) èìååò òî÷íîñòü íà äâà ïîðÿäêà âûøå. 

Òðåõñòàäèéíûé ìåòîä Ëîáàòòî IIIA èìååò ôóíêöèþ óñòîé÷èâîñòè (50); 
äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íà êàæäîì ñëîå òàêæå íåîáõîäèìî èíòåãðèðîâàòü ñèñ-
òåìó äâóõ óðàâíåíèé, íî, â îòëè÷èå îò ñõåìû (49), â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ 
óðàâíåíèé ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ 

( )ny x , ÷òî ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò è ïðèâåäåò ê 
ïîòåðå òî÷íîñòè. Îñòàëüíûå îáîáùåííûå ÌÐÊ 4-ãî ïîðÿäêà ïðèìåíèòåëüíî 
ê èíòåãðèðîâàíèþ çàäà÷è (40) íå óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ ìîíîòîííîñòè 

ðåøåíèÿ ïî t , ò. å. ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ 2 0kτλ >  èõ ôóíêöèè 
óñòîé÷èâîñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (47). 

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíêðåòíûé ïðèìåð ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (40) ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ. À 
èìåííî, ïóñòü íà÷àëüíîå óñëîâèå èìååò âèä (36), à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðàâ-
íû íóëþ. Òî÷íîå ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè èçâåñòíî [12]: 

 2

0

( , ) 8 exp ( ) sin ( )/
K

k k k
k

y t x t x
=

= − λ λ λ∑ , (51) 

è îöåíêà äëÿ ïðîèçâîäíîé /y t∂ ∂  â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìååò âèä 

 
0

(0, )
max max 8 sin( ) max 8 sin( ) 8

K

k k K K K
x x xk

y x
x x

t =

∂
= − λ λ > λ λ = λ

∂ ∑ . (52) 
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Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíòû ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è áóäóò ïðåâîñõîäèòü 
ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ 8 16 (2 1)K Kλ = π + , ò. å. áóäóò áîëüøèìè ïî ñðàâíåíèþ 

ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè (51). Òàê, íàïðèìåð, 
(0, )

max 16 50
x

y x
t

∂
> π >

∂
 ïðè 

0K =  è 
(0, )

max 80
x

y x
t

∂
> π

∂
 ïðè 2K = . 

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû êðèâûå, õàðàêòåðèçóþùèå ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå ýòîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîå ïî ñõåìå (49) (4-é ïîðÿäîê ïî τ  è 2-é ïîðÿäîê 
ïî h ) ïðè 2K =  è 0.01,  0.001hτ = = . Êðèâàÿ 3 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó 
óñëîâèþ (36), êðèâûå 4–7 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì âðåìåíè ( 3)t i= τ − , ãäå 
i  – íîìåð êðèâîé, ïðè÷åì êðèâûå ñ íîìåðàìè 4–7, èçîáðàæåííûå ñïëîø-
íûìè ëèíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþò ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ, à øòðèõîâûìè – 
òî÷íîìó. Ñîïîñòàâëåíèå òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî 
íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå âîçíèêàåò íà ïåðâîì ñëîå 0.01t =  (êðèâûå 4), ãäå 
ãðàäèåíòû íàèáîëåå âåëèêè. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå íà ýòîì ñëîå ðàâíî 
ïî ìîäóëþ 0.091. Ñ óâåëè÷åíèåì t  ãðàäèåíòû ðåøåíèÿ áûñòðî óáûâàþò ïî 
ìîäóëþ, è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå 
òî÷íîãî óæå íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ ñëîÿõ (êðèâûå 5–7). Åñëè èíòåãðèðîâàòü 
óðàâíåíèÿ (49) òî÷íî, òî íå ïîëó÷èì ïðèíöèïèàëüíîãî óëó÷øåíèÿ ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (40). Óëó÷øèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæíî 
ëèøü çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ îáîáùåííûõ ÌÐÊ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ëè-
áî çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ τ . Òàê, ïðè 0.001τ =  êðèâûå, õàðàêòåðèçóþùèå 
òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèÿ, âèçóàëüíî âîîáùå íå îòëè÷àþòñÿ. 

Êðèâàÿ 8 íà ðèñ. 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è òåï-
ëîïðîâîäíîñòè ïðè 0.01t = τ = , ïîëó÷åííîìó ïî êëàññè÷åñêîé ñèììåòðè÷íîé 
6-òî÷å÷íîé ñõåìå (45). Íà ôîðìå ýòîé êðèâîé îò÷åòëèâî ïðîÿâèëèñü 
íåìîíîòîííîñòü ñõåìû (45) è ìàëûé (2-é) ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî τ , â ñèëó 
÷åãî ëèíèÿ 8 íè êà÷åñòâåííî, íè êîëè÷åñòâåííî (íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå îò 
òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåò ïî ìîäóëþ 0.28) íå îòðàæàåò ïîâåäåíèÿ òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ 4). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: 
êëàññè÷åñêèå ñõåìû ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ìà-
ëîïðèãîäíû â çàäà÷àõ ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ. 

Èññëåäóåì òåïåðü âîïðîñ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ïîìîùè îáîáùåííûõ 
ÌÐÊ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è êîëåáàíèÿ ñòðóíû: 

 
2 2

0 02 2

(0, ) 1 1 1,  (0, ) ( ),  ( ),  ( , ) 0,  
2 2 2

y y y x
y x y x z x y t x

tt x

∂ ∂ ∂
= = = ± = − ≤ ≤

∂∂ ∂
. (53) 

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ òàêîé çà-
äà÷è èñïîëüçóþò òðåõñëîéíûå ñõåìû [10], èìåþùèå òî÷íîñòü 2-ãî ïîðÿäêà 
ïî τ . Ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ îáîáùåííûõ ÌÐÊ ìîæíî ïîëó÷èòü äâóõ-
ñëîéíûå ñõåìû ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ïî τ . Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå 
(53) â âèäå ñèñòåìû 

 
2

2
,           

y yz z
t tx

∂ ∂∂ = =
∂ ∂∂

. (54) 

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (54) ïðèìåíèì ñíà÷àëà 1-ñòàäèéíûé ìå-

òîä Ðàäî IIA (íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà): 1 1
1( ) ( ) ( ),  ( )n n nz x z x Y x y x+ +′′= + τ =  

1 1 1 1 1( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),  ( ) ( ) ( )n n ny x Z x Y x y x Z x Z x z x Y x′′= + τ = + τ = + τ , îòêóäà  

 1 1 2
1 1 1 1( ) ( ),   ( ) ( ),   ( ) ( ) ( ) ( )n n n ny x Y x z x Z x Y x Y x y x z x+ + ′′= = τ − = − − τ . (55) 

×òîáû èññëåäîâàòü ñïåêòðàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (55), âíîâü âîñ-
ïîëüçóåìñÿ èäååé ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 

 ( ) sin( ),   ( ) sin( ),   2 (2 1),   0,1,2,n n n n
k k k k ky x a x z x b x k k= λ = λ λ = π + =  . (56) 
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Òîãäà èç (55) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 1( 0.5) 0Y ± =  ïîëó÷èì 

 1 1 1 1( ) sin ( ),     ( ) sin ( )n n n n
k k k ky x a x z x b x+ + + += λ = λ , (57) 

ãäå 

 1 1 1 1( ),         ( / )n n n n n n
k k k k k ka c a b b c b a d+ − + −= + τ = − τ , 

 2 21 1,       0kc d d= + > = τ λ > , (58) 

0 0,k ka b  – çíà÷åíèÿ, çàäàâàåìûå â ìîìåíò 0 ;  sin ( )kt x= λ  – 2k -ÿ ñîáñòâåííàÿ 
ôóíêöèÿ çàäà÷è (53) [12]. 

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (58), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå: 

 1 ( ),      1 ,    0,1, ,n m
k k ka c a b m n n+ −= α + τβ = + − =  

    , (59) 

àíàëîãè÷íî 

 1 ( 1) 1 1
1 1( )n m

k k ka c a b+ − + − −
− −= α + τβ 

  , (60) 

ãäå ,  α β   – êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè 

â (59) âûðàæåíèé 1 1 1 1 1 1( ),  ( / )k k k k k ka c a b b c b a d− − − − − −= + τ = − τ      , ïîäîáíûõ (58), 

è ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòà ñ (60) ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ 1 1,  − −α β   

÷åðåç ,  α β  : 

 1 1( 1) ,           d c− −α = α − β = α − − β β = α + β        , 

 , 1, ,2,1,         1n nn n= − α = β = . (61) 

Ôîðìóëû (61) ïîçâîëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèòü âñå êîýôôèöèåíòû 
,  α β   âïëîòü äî 0 0,α β , ïîýòîìó â êîíå÷íîì èòîãå áóäåì èìåòü 

 1 ( 1) 0 ( 1) 0
0 0

n n n
k k ka c a c b+ − + − += α + τ β . (62) 

Èç âûðàæåíèé (61) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî 

 2 2 (2 1)( ),     ( ),      ( )n s s n s s n s sp c c p c− − − −α = β = α = , 

 (2 1) 1( ),       1,2, ,n s s c s s− − − ∗β = =  , (63) 

ãäå s∗  îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé èç ôîðìóë 2n s∗=  èëè 2 1n s∗= − ; ,  ,  s s sp p  , 

1s−  – ïîëèíîìû ïîðÿäêà s  è 1s −  ñîîòâåòñòâåííî, â ÷àñòíîñòè, 

 2
1 0 1 1 22 ,    2,    4 3 ,    4 ,    8 8p c p c c p c c= − = = − = − = − +  , 

 2 2
1 2 24(2 ),    16 20 5 ,    16 12c p c c c c= − = − + = − +  , 

 2 3 2
3 231 45 15 ( 1) ,       32 32 6p c c c c c= − + − − = − + , 

 2 3 2 3
3 357 91 35 7( 1) ,      63 77 21 ( 1) ,  p c c c c c c= − + − − = − + − −  . 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2  ( )n s s s∗= = , òîãäà èç (62), (63) ïîëó÷èì 

 1 ( 1) 0 ( 1) 0 (2 1) 0 (2 1) 0
0 0 ( ) ( )n n n s s

k k k s k s ka c a c b c p c a c c b+ − + − + − + − += α + τ β = + τ  . (64) 

Â îòíîøåíèÿõ 2 1 2 1( )/ ,  ( )/s s
s sp c c c c+ +  ïîðÿäîê ÷èñëèòåëåé íà 1s +  ìåíüøå 

ïîðÿäêà çíàìåíàòåëåé, ïîýòîìó â ñèëó 1c >  èìåþò ìåñòî ïðåäåëüíûå ïåðå-

õîäû 2 1 2 1( )/ 0,   ( )/ 0s s
s sp c c c c+ +→ →  ïðè  ( )s n→ ∞ → ∞ , à çíà÷èò, èç (64) 

ñëåäóåò, ÷òî 

 1 0n
ka + →  ïðè  n → ∞ . (65) 
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Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïîäîáíûé (65), ïîëó÷èì è ïðè 2 1n s= − , ò. å. ïðå-
äåë (65) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ n , ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ. Àíàëîãè÷íî ïî ñõåìå 
(58)–(65) ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî 

 1 0n
kb

+ →  ïðè n → ∞ . (66) 

Èç (65), (66) ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà (55) ïî 
íà÷àëüíûì äàííûì. Ïðîãîíêà äëÿ 3-òî÷å÷íîãî ÊÐÀ òðåòüåãî èç óðàâíåíèé 
(55) óñòîé÷èâà [10, 11], ïîýòîìó â öåëîì ìåòîä óñòîé÷èâ è èìååò 1-é ïî-
ðÿäîê òî÷íîñòè ïî τ  è 2-é ïîðÿäîê – ïî h . 

Ïðèìåíèì äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è (53), (54) 1-ñòàäèéíûé ìåòîä Ãà-

óññà – Ëåæàíäðà: 1 1
1 1 1( ) ( ) ( ),    ( ) ( ) ( ),    ( )n n n nz x z x Y x y x y x Z x Y x+ +′′= + τ = + τ =  

1 1 1( ) ( )/2,   ( ) ( ) ( )/2n ny x Z x Z x z x Y x′′= + τ = + τ , îòêóäà 

 1 1 2
1 1 1 12 ,   4( )/ ,   4 4 2n n n n n n ny Y y z Y y z Y Y y z+ + ′′= − = − τ − τ − = − − τ . (67) 

Ïðîâåäÿ àíàëèç óðàâíåíèé (67) ïî ñõåìå (56)–(58), ïîëó÷èì 

 1 14 ) 4 ,      (4 ) 4 /(n n n n n n
k k k k k ka d a b c b d b a d c+ += − + τ = − − τ[ ]/ [ ]/ , 

 2 24 ,        kc d d= + = τ λ .  (68) 

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî (58)–(64), äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 1 1,n n
k ka b+ +  èç (68) 

ïîëó÷èì ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû (65), (66). Îòñþäà ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ 
ñïåêòðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà (67) ïî íà÷àëüíûì äàííûì. Òàê êàê ïðî-
ãîíêà äëÿ 3-òî÷å÷íîãî ÊÐÀ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (67) óñòîé÷èâà, òî â öå-
ëîì ìåòîä óñòîé÷èâ è èìååò 2-é ïîðÿäîê ïî τ  è h . 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû 4-ãî ïîðÿäêà ïî τ  ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, íà-
ïðèìåð, 3-ñòàäèéíûì ìåòîäîì Ëîáàòòî IIIB: 

 1 1
1 2 3 1 2 3( 4 )/6,   ( 4 )/6n n n nz z Y Y Y y y Z Z Z+ +′′ ′′ ′′= + τ + + = + τ + + , 

 1 1 2 2 1 2 3 1 2( )/6,    ( 2 )/6,   ( 5 )/6n n nZ z Y Y Z z Y Y Z z Y Y′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= + τ − = + τ + = + τ + , 

 1 1 2 2 1 2 3 1 2( )/6,   ( 2 )/6,   ( 5 )/6n n nY y Z Z Y y Z Z Y y Z Z= + τ − = + τ + = + τ + , 

îòêóäà 

 2 2
1 1 2 2 112 12 24 6 ,     12 12n n nY Y Y y z Y Y y′′ ′′τ − − = − − τ τ + = , (69) 

 1 1 2 2 2 1 3 1 22(2 3 )/ ,   2( )/ ,   2( 4 3 )/n nZ Y Y y Z Y Y Z Y Y y= + − τ = − τ = − + + τ , 

 1 1
3 1 2 2 1 12 ,   2( ),   12( )/n n n n nY Y Y y y Y Y z z y Y+ += − + = + − = + − τ . (70) 

Ïðîàíàëèçèðîâàâ ðåøåíèå ñèñòåìû (69), (70) ïî ñõåìå (56)–(58), ïîëó÷èì 

 1 (12 )(4 ) 2(24 )
12

144 (12 )

n n n
n n k k k
k k

d a b d a
a a

d d
+ − + τ − +

= +
+ +

, 

 1 2 2144 6 ( 4 )12 ,    0
144 (12 )

n n n
n n n k k k
k k k k

a d b a
b b a d

d d
+ + τ + = + − = τ λ > τ + + 

. (71) 

Èñïîëüçóÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé (58)–(64), ìîæíî äî-
êàçàòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû (65), (66). Îòñþäà ñëåäóåò 
àáñîëþòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà (69), (70) ïî íà÷àëüíûì äàí-
íûì. Ìàòðè÷íàÿ ïðîãîíêà äëÿ 3-òî÷å÷íîãî ÊÐÀ ñèñòåìû óðàâíåíèé (69) 
óñòîé÷èâà [11], ïîýòîìó ìåòîä â öåëîì óñòîé÷èâ è èìååò 4-é ïîðÿäîê òî÷-
íîñòè ïî τ  è 2-é – ïî h . 

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìåòîäû (49), (69), (70) èìåþò 4-é ïîðÿäîê 
òî÷íîñòè ïî τ , íî äëÿ èõ ðåàëèçàöèè íà êàæäîì ñëîå íåîáõîäèìî èíòåãðè-
ðîâàòü ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
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àëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé 1 2,Y Y . Ðåøàòü 
ýòè ãðàíè÷íûå çàäà÷è ìîæíî ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ðàç-
íîñòåé [10]. Òàê, èñïîëüçóÿ 3-òî÷å÷íûå ÊÐÀ ýòèõ óðàâíåíèé íà ðåãóëÿðíîé 
ñåòêå ñ øàãîì h , ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ 
ñ òî÷íîñòüþ 2-ãî ïîðÿäêà ïî h , ò. å. òî÷íîñòü ïî h  â ýòèõ ñëó÷àÿõ áóäåò íà 
äâà ïîðÿäêà íèæå, ÷åì ïî τ . Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ïî h  ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü 5-òî÷å÷íûå ÊÐÀ èëè ñëåäóþùèé ïîäõîä. Óðàâíåíèÿ (69) 
(èëè âòîðîå è òðåòüå èç óðàâíåíèé (49)) çàïèøåì â âåêòîðíîé ôîðìå 

 ( ) ( ) ( )x x x′′ + =Y CY Q , (72) 

ãäå 1 2, ;  Y Y=Y Q{ }  – äâóõêîìïîíåíòíûé âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé, â ÷àñòíîñ-

òè, äëÿ ñèñòåìû (69) 2 224 / 6 / ,  12 / ;  n n ny z y= − τ − τ τQ C{ }  – èçâåñòíàÿ 

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèñòåìû (69) 22 0ñ = , 
2

11 12 21 12/ñ ñ ñ= = − = − τ  (â îáùåì ñëó÷àå êîìïîíåíòû ijc  ìîãóò çàâèñåòü 

îò x ). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (72), çàäàííûå â òî÷êàõ 0 1,  x x x= , 
0 1x x< , è åñòåñòâåííî âûòåêàþùèå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (40) èëè (53), â îáùåì âèäå èìåþò ñëåäóþ-
ùåå ïðåäñòàâëåíèå: 

 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1( ) ( ) ,          ( ) ( )x x x x′ ′= + = +P Y F Y G P Y F Y G , (73) 

ãäå ,  i iP F  – çàäàííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà; iG  – çàäàí-
íûå äâóõêîìïîíåíòíûå âåêòîðû (â ÷àñòíîñòè, äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è 
(53) ,  ,  ,  0,1i i i i= = = =P 0 F I G 0 , I  – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). 

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x′ = +D Y A Y B , (74) 

ãäå ,  D A  – êâàäðàòíûå ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà; B  – äâóõêîìïîíåíòíûå 
âåêòîðû; êîìïîíåíòû ìàòðèö ,  D A  è âåêòîðà B  ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. 
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (74) è, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (72), èñêëþ-
÷èì èç ðåçóëüòàòà ïðîèçâîäíóþ ′′Y . Òîãäà ïîëó÷èì 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x x x′ ′ ′ ′− = + + −D A Y A D Ñ Y B D Q( ) ( ) ( ) . (75) 

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé (74), (75) ñëåäóåò ñèñòåìà ðàâåíñòâ 

 ( ) ( ) ( )x x x′ − + =A A D Ñ 0 , 

 ( ) ( ) ( )x x x′ − − =D A D 0 , 

 ( ) ( ) ( ) ( )x x x x′ − =B B D Q .  (76) 

Óðàâíåíèÿ (76) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ 
ñèñòåìû (76) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîïîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ (74) ñ ãðàíè÷íû-

ìè óñëîâèÿìè (73) â îäíîé èç òî÷åê 0x x=  èëè 1x x= . Òàê, èç (74) è âòîðî-
ãî èç óñëîâèé (73) ñëåäóåò 

 1 1 1
1 1 1( ) ,        ( ) ,        ( )x x x= = =D P A F B G . (77) 

Èíòåãðèðóÿ íà÷àëüíóþ çàäà÷ó (76), (77), äâèãàÿñü îò 1x x=  ê 0x x=  (â 
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè), îïðåäåëèì êîìïîíåíòû ìàòðèö ,  D A  è âåêòîðà B  

âî âñåõ òî÷êàõ 0 1x x x≤ ≤ . Òîãäà ïåðâîå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (73) è óðàâ-

íåíèå (74), ðàññìîòðåííîå â òî÷êå 0x x= , îáðàçóþò çàìêíóòóþ ÑËÀÓ 

îòíîñèòåëüíî 0 0( ),  ( )x x′Y Y . Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîñòè ýòîé ñèñòåìû èç 
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íåå ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 0( )xY  äëÿ óðàâíå-

íèÿ (74). Â ÷àñòíîñòè, åñëè 0( )xD  è 1 0 0
0 0( ) ( )x x− −P D A F( ) – íåâûðîæäåííûå 

ìàòðèöû, òî 

 0 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x− − −= − −Y P D A F G P D B( ) ( ) . (78) 

Äàëåå, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (76), (77) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî 

( )xD  – íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà â òî÷êàõ 0 1x x x≤ < , òî èç óðàâíåíèÿ (74) 
ïîëó÷èì 

 1 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),         x x x x x x x x x− −′ = + ≤ <Y D A Y D B . (79) 

Èíòåãðèðóÿ íà÷àëüíóþ çàäà÷ó (78), (79), äâèãàÿñü îò 0x x=  ê 1x x=  (â 
ïðÿìîì íàïðàâëåíèè), ïîëó÷èì èñêîìóþ âåêòîðíóþ ôóíêöèþ ( )xY . 

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (72), (73) ñâîäèòñÿ ê 
ïîñëåäîâàòåëüíîìó èíòåãðèðîâàíèþ çàäà÷è Êîøè (76), (77) è íà÷àëüíîé çà-
äà÷è (78), (79). Òàê êàê óðàâíåíèÿ (76), (79) ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåã-
ðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì íà÷àëüíûõ çàäà÷ ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
îáû÷íûå íåêëàññè÷åñêèå ÌÐÊ [2] âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè, ïðè ýòîì øàã 
èíòåãðèðîâàíèÿ h  ìîæåò áûòü ïåðåìåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé ïîäõîä ê 
èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåì óðàâíåíèé (49), (69) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ÷èñëåííîå 
ðåøåíèå çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè è êîëåáàíèÿ ñòðóíû âû-
ñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè ïî τ  è h . 

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàòü çàäà÷ó (53) ìîæíî, èñïîëüçóÿ è äðóãîé 
ïîäõîä. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (53) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé 

ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàïèñàííûõ â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà 0z z
t x

∂ ∂+ =
∂ ∂

, 

y y
z

t x
∂ ∂

− =
∂ ∂

. Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïåðåíîñà, èíòåãðèðîâàòü 

êîòîðûå ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî è äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíåíèå îáîáùåííûõ 
ÌÐÊ áûëî èññëåäîâàíî âûøå. 

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ ñïåêòðàëüíîé 
óñòîé÷èâîñòè îáîáùåííûõ ÌÐÊ ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ çàäà÷ òåïëîïðî-
âîäíîñòè è êîëåáàíèÿ ñòðóíû áûëè èñïîëüçîâàíû ïðåäñòàâëåíèÿ (42), (56), 
ãäå sin ( )kxλ  – 2k -å ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýòèõ çàäà÷. Òå æå ðåçóëüòàòû 

ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðåäñòàâèòü ( ),  ( )n ny x z x  â (42), (56) â âèäå (2 1)k − -õ 

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé cos ( ),  /2k k kxµ µ = λ . 
Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå ìåòîäàõ, êàñàþùèõñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåï-

ëîïðîâîäíîñòè è êîëåáàíèÿ ñòðóíû, èññëåäîâàëàñü ñïåêòðàëüíàÿ óñòîé÷è-
âîñòü ïî íà÷àëüíûì äàííûì. Åñëè ðåøàòü ïðè ïîìîùè îáîáùåííûõ ÌÐÊ 
ýòè çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûìè óðàâíåíèÿìè, òî ïðè ïåðåõîäå ñ n -ãî ñëîÿ íà 
( 1)n + -é â óðàâíåíèÿõ ÌÐÊ ïîÿâÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå (èçâåñò-
íûå ôóíêöèè îò x ) – ñëåäñòâèÿ íåîäíîðîäíîñòè èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Ýòè 
ôóíêöèè ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿäû Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì çàäà-
÷è ( cos ( ),  sin ( )k kx xµ λ ) è ïðèìåíèòü óæå îïèñàííûå âûøå àëãîðèòìû èñ-
ñëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Òàê êàê êîýôôèöèåíòû â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ ïðè 
íåîãðàíè÷åííîì óäàëåíèè îò n -ãî ñëîÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ (ñì. (43), (46), 
(50), (65), (66)), òî îòñþäà ñëåäóåò ñïåêòðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü îáîáùåííûõ 
ÌÐÊ ïî ïðàâûì ÷àñòÿì. 

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì 
ñîáñòâåííûì ôîðìàì, ò. å. íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (53) çàäàäèì â âèäå  

 0 ( ) cos ( )ky x x= µ   (èëè 0 ( ) sin ( )ky x x= λ ), 

 0 ( ) 0,    0.5 0.5z x x= − ≤ ≤ . 
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Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (53) ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èìååò âèä [12] 

 ( , ) cos ( ) cos ( )k ky x t t x= µ µ  (èëè ( , ) cos ( ) sin ( )k ky x t t x= λ λ ), 

 /2,    2 (2 1),    0,1,2,k k k k kµ = λ λ = π + =  . (80) 

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû êðèâûå, õàðàêòåðèçóþùèå äâèæåíèå öåíòðàëüíîé 
òî÷êè ñòðóíû ( 0x = ) ïðè êîëåáàíèÿõ ïî ïåðâîé ñîáñòâåííîé ôîðìå ( 0k = , 

0µ = π ). Ïðîöåññ êîëåáàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè T , ðàâíîì 

10-òè ïåðèîäàì êîëåáàíèé ïåðâîé ñîáñòâåííîé ôîðìû ( 20T = ). Êðèâàÿ 1 
ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ (80) 
ïðè 0, 0x k= = . Êðèâàÿ 2 ïîëó÷åíà 
ïî ñõåìå Ðàäî IIA (55) (1-é ïîðÿäîê 
òî÷íîñòè ïî τ ) ïðè ðàçáèâêå ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè :  0G t T≤ ≤ , 

0.5 0.5x− ≤ ≤  íà 101 ñëîé ïî  ( nt t =  

,  /n T N= τ τ = , 0,1, , ,  100n N N= = ) 
è êàæäîãî ñëîÿ íà 101 óçåë ïî x  
( 0.5 ,  1/ , 0,1, ,mx mh h M m M= − + = =  ,

100M = ), ò. å. ïðè ðàçáèâêå êàæäîãî 
ïåðèîäà êîëåáàíèé íà 10 ñëîåâ. 
Áûñòðîå çàòóõàíèå êðèâîé 2 îòðàæàåò óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà, êîòîðàÿ áûëà 
äîêàçàíà âûøå (ñì. (65), (66)). (Åñëè ðàçáèòü îäèí ïåðèîä êîëåáàíèé ( 2t = ) 
íà 1000 ñëîåâ, òî ìåòîä (55) çà âðåìÿ 0 2t≤ ≤  äàåò îøèáêó ìåíåå 2 %, ÷òî 
ñâèäåòåëüñòâóåò î åãî ñõîäèìîñòè.) Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ 3 íà ðèñ. 3 ñîîòâåò-
ñòâóåò ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó ïî ñõåìå Ãàóññà – Ëåæàíäðà (67) (2-é ïî-
ðÿäîê òî÷íîñòè ïî τ ) ïðè 100N M= = , êðèâàÿ 4 ïîëó÷åíà ïî ñõåìå (69), 
(70) (4-é ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî τ ) ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ,  N M . Ëèíèÿ 4 âè-
çóàëüíî íå îòëè÷àåòñÿ îò êðèâîé 1 (òî÷íîãî ðåøåíèÿ), òàê êàê ìàêñèìàëü-

íîå îòêëîíåíèå îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàåò 46.7 10−⋅ . 
Ñðàâíåíèå êðèâûõ 1, 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïî ñõåìå (67) 
ïðèâîäèò ê çàïàçäûâàíèþ, êîòîðîå íàêàïëèâàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè 
(êðèâàÿ 2 òàêæå óêàçûâàåò íà çàïàçäûâàíèå ðåøåíèÿ (55)). Êà÷åñòâåííî 
àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû è ïðè ðàññìîòðåíèè âûñøèõ ôîðì 
êîëåáàíèé ñòðóíû. Òàê êàê ýòè ôîðìû îñöèëëèðóþò áûñòðåå, ÷åì ïåðâàÿ 
ñîáñòâåííàÿ ôîðìà, òî ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ 
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ïî ñõåìàì (55), (67) íàáëþäàåòñÿ áîëüøåå îòñòà-
âàíèå îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ (80) çà ôèêñèðîâàííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. 
Ñõåìà æå (69), (70), (76)–(79) è â ýòèõ ñëó÷àÿõ îïèñûâàåò ðåøåíèå çàäà÷è ñ 
âûñîêîé òî÷íîñòüþ. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíèÿ ïîçâî-
ëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî îáîáùåíèå ÌÐÊ íà äâóìåðíûé ñëó÷àé îò-
êðûâàåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ áûñòðîãî è óäîáíîãî ïîñòðîåíèÿ óñòîé-
÷èâûõ ÷èñëåííûõ ñõåì âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íà-
÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â 
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ. È, ÷òî îñîáåííî âàæíî, ïîçâîëÿåò 
ñòðîèòü íàäåæíûå ÷èñëåííûå ñõåìû äëÿ çàäà÷ ñ áîëüøèìè è áûñòðîèçìå-
íÿþùèìèñÿ ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ. Îáîáùåííûå ÌÐÊ ìîãóò íàéòè øèðîêîå 
ïðèìåíåíèå ïðè èíòåãðèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìè-
ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, æèäêîñòè è ãàçà, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêèìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà [5, 8]. 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (Ãðàíò 99-01-00549). 
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ЧИСЕЛЬНЕ ІНТЕГРУВАННЯ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВИХ ЗАДАЧ З ВЕЛИКИМИ 
ГРАДІЄНТАМИ РОЗВ’ЯЗКУ УЗАГАЛЬНЕНИМИ МЕТОДАМИ РУНГЕ – КУТТА 
 
Çàïðîïîíîâàíî òà àïðîáîâàíî ³äåþ óçàãàëüíåííÿ ìåòîä³â Ðóíãå – Êóòòà íà äâî-
âèì³ðíèé âèïàäîê äëÿ íàáëèæåíîãî ³íòåãðóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷, ÿê³ 
â³äïîâ³äàþòü äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. Ïîêàçàíî, ùî 
äåÿê³ êëàñè÷í³ ñê³í÷åííî-ð³çíèöåâ³ ñõåìè ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü ïåðåíîñó òà íå-
ñòàö³îíàðíî¿ îäíîâèì³ðíî¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ìîæíà îòðèìàòè ÿê íàñë³äêè òà-
êîãî óçàãàëüíåííÿ. Îòðèìàíî íîâ³ ñõåìè âèñîêèõ ïîðÿäê³â òî÷íîñò³ äëÿ ð³çíèõ 
çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Äîâåäåíî ñò³éê³ñòü öèõ ñõåì ³ íàâåäåíî ðåçóëüòàòè 
ðîçðàõóíê³â äëÿ çàäà÷ ç âåëèêèìè ãðàä³ºíòàìè ðîçâ’ÿçêó. Íà êîíêðåòíèõ ïðèêëà-
äàõ ïîêàçàíî, ùî êëàñè÷í³ ñõåìè íèçüêèõ ïîðÿäê³â òî÷íîñò³ íåçàäîâ³ëüíî îïèñó-
þòü ðîçâ’ÿçêè òàêèõ çàäà÷, à ñõåìè âèñîêèõ ïîðÿäê³â, ïîáóäîâàí³ çà äîïîìîãîþ 
çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîä³â Ðóíãå – Êóòòà, äàþòü äîáðå íàáëèæåííÿ äî òî÷íèõ 
ðîçâ’ÿçê³â.  
 
NUMERICAL INTEGRATION OF INITIALLY BOUNDARY-VALUE 
PROBLEMS WITH LARGE GRADIENTS OF SOLUTION BY GENERALIZED 
RUNGE – KUTTA METHODS 
 
The idea of generalization of Runge – Kutta methods on the 2D case for approximate 
integration of initially boundary-value problems, corresponding to differential equations 
in partial derivatives, is offered and approved. It is shown, that some classical finite-
difference schemes of integration of transport equations and non-stationary one-dimen-
sional heat conductivity equations may be obtained as consequence of such generaliza-
tion. New schemes of high orders of accuracy for various problems of mathematical 
physics are obtained. Stability of these schemes is proved and results of calculations for 
problems with large gradients of solution are given. On the concrete examples it is 
shown, that classical schemes of low orders of accuracy unsatisfactorily describe the 
solution of such problems, and the schemes of high orders, constructed by means of 
the offered generalized Runge – Kutta methods, give good approximations to exact 
solutions. 
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