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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДІНКА РОЗВ’ЯЗКІВ ДРУГОЇ 
ПОЧАТКОВО-КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ ОДНОГО 
НАПІВЛІНІЙНОГО ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ 
 

Äëÿ ðîçâ’ÿçê³â íàï³âë³í³éíîãî ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ ç êîåô³ö³ºíòàìè, çàëåæ-
íèìè â³ä ÷àñîâî¿ çì³ííî¿ t , îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó ç òî÷í³ñòþ 
äî åêñïîíåíö³àëüíî ñïàäíî¿ ôóíêö³¿ ïðè t → +∞ . 

 
Ðîçãëÿíåìî ïàðàáîë³÷íå ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( ) 0u A t F u
t

∂ + + =
∂

 (1) 

ó öèë³íäðè÷í³é îáëàñò³ (0, )Q = Ω × ∞ , äå Ω  – îáìåæåíà îáëàñòü â n  ç 
ë³ïøèöåâîþ ìåæåþ Γ . Ó ð³âíÿíí³ (1) åë³ïòè÷íèé îïåðàòîð 
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ìàº êîåô³ö³ºíòè ,  ij ia b  òàê³, ùî ( ),  ( )ij ia L Q b L Q∞ ∞∈ ∈  ³ âèêîíóºòüñÿ óìîâà 
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, 1

( , )     ,      0,      ( , )
n

n
ij i j

i j

a x t x t Q
=

ξ ξ ≥ α ξ ∀ξ ∈ α > ∈∑  . (3) 

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ âèâ÷àºìî ïîâåä³íêó ïðè t → + ∞  ñëàáêèõ ðîç-
â’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (1), ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ïî÷àòêîâó òà êðàéîâó óìîâè 

 0( ,0) ( )u x u x=  â ,       0u∂Ω =
∂ν

 íà (0, )Γ × ∞ , (4) 

äå ν  – íàïðÿì çîâí³øíüî¿ êîíîðìàë³ äî Γ . Ó ðîáîò³ [1, òåîðåìà 1] áóëà 
äîñë³äæåíà àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà ðîçâ’ÿçê³â ïðè t → + ∞  çàäà÷³ (1), (4) ó 

âèïàäêó, êîëè ,  ij ia b  íå çàëåæàòü â³ä ,  ij jit a a=  ³ 1( ) ,  0F u a u u aσ−= > , 

1σ > . Îäíàê â [1] çàñòîñîâóºòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà çì³ííîþ t  ³ äî-
ñë³äæóºòüñÿ ðåçîëüâåíòà åë³ïòè÷íîãî îïåðàòîðà, ùî íå äàº çìîãè òàêèì 
øëÿõîì äîâåñòè â³äïîâ³äí³ ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêó çàëåæíèõ â³ä t  êîåô³-
ö³ºíò³â. Ó ö³é ðîáîò³ çàñòîñîâóºìî ³íø³ ìåòîäè äîñë³äæåííÿ çàäà÷³ (1), (4), 
í³æ â [1]. Öå äàº ìîæëèâ³ñòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê çàëåæíèõ â³ä t  êîåô³-
ö³ºíò³â ³ äåùî óçàãàëüíèòè óìîâè íà ôóíêö³þ ( )F u . Ïðèïóñêàºìî, ùî 

1( )F C∈   – íåïàðíà ôóíêö³ÿ, (0) 0F′ =  ³ ( ) ( )F u f u u= , äå ôóíêö³ÿ f  çàäî-
âîëüíÿº óìîâó 

 1 1
0 1 0( )      0,       0,      1c x f x x c x x cσ− σ−′≤ ≤ ∀ ≠ > σ > . (5) 

Êð³ì òîãî, ïðèïóñêàºìî, ùî ³ñíóº ( )   (0,1)F x x′′ ∀ ∈  ³ 20 ( )F x c xλ′′≤ ≤  

(0,1)x∀ ∈ , äå ÷èñëî λ  òàêå, ùî 1 2− < λ ≤ σ − . Îçíà÷èìî ñ³ì’þ á³ë³í³éíèõ 

ôîðì íà 1 1( ) ( )H HΩ × Ω : 

 
, 1 1

( ; , ) ( , ) ( , )
n n

ij i
j i ii j i

u w ua t u w a x t dx b x t w dx
x x x= =Ω Ω

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂∑ ∑∫ ∫ . (6) 

Çà îçíà÷åííÿì ñëàáêèì ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1), (4) íàçâåìî ôóíêö³þ 

( , )u x t  òàêó, ùî 2 1 2
0(0, ; ( ) ) ( 0, ; ( ) )    0,     (0)u L T H C T L T u u∈ Ω Ω ∀ > = [ ] , 
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0 ( )u L∞∈ Ω , ³ ( )u t  çàäîâîëüíÿº íàñòóïíå ð³âíÿííÿ:  

 1( , ) ( ; , ) ( ( ), ) 0        ( )d u w a t u w F u w w H
dt

+ + = ∀ ∈ Ω , (7) 

äå ÷åðåç ( , )⋅ ⋅  ïîçíà÷åíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê â 2 ( )L Ω . Ð³âí³ñòü (7) ðîçóì³ºìî 

â ñåíñ³ ðîçïîä³ë³â íà (0, )+ ∞ . ²ç ðåçóëüòàò³â, âèêëàäåíèõ ó [3], âèïëèâàº, ùî 

( )u C Q∈ . 

Òåîðåìà 1. ßêùî ( , )u x t  – ñëàáêèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (4) â Q , òî 

 ( , ) ( ) ( , )u x t y t x t= δ + ψ , (8) 

äå ( , ) (exp ( ))x t O tψ = − β  ïðè ,   const 0t → +∞ β = >  â³ä u  íå çàëåæèòü, 

1, 0, 1δ ∈ − +{ }  ³ 1((0, ))y C∈ + ∞  – ÿêèéñü äîäàòíèé ðîçâ’ÿçîê çâè÷àéíîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( ( )) 0,          0y t F y t t′ + = > . (9) 

Ïåðåä ä î â å ä å í í ÿ ì  òåîðåìè 1 íàâåäåìî äåÿê³ òâåðäæåííÿ. 

Ïîçíà÷èìî 1 2( ),  ( )V H H L= Ω = Ω . Îòîòîæíþþ÷è çà òåîðåìîþ Ð³ñà H  ³ H∗ , 

ïðèõîäèìî äî âêëàäåíü V H V∗⊂ ⊂ , äå ÷åðåç H∗  ³ V∗  ïîçíà÷àºìî ïðîñòî-
ðè, ñïðÿæåí³ äî H  ³ V .  

Íåõàé îïåðàòîð ( ) ( , )A t L V V∗∈  º àñîö³éîâàíèì ç á³ë³í³éíîþ ôîðìîþ 

(6), òîáòî ( ) , ( ; , )   ,A t u w a t u w u w V= ∀ ∈ , òà îçíà÷èìî îïåðàòîð 

( ) ( , )A t L V V∗ ∗∈  òàêèì ÷èíîì: ( ) , ( ; , )   ,A t u w a t w u u w V∗ = ∀ ∈ , äå ÷åðåç 

,⋅ ⋅  ïîçíà÷àºìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ì³æ V∗  ³ .V   

Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó: 

 ( ) 0 ,          ( , ) 1      0dv A t v v x t dx t
dt

∗

Ω

− + = = ∀ ≥∫ . (10) 

 Ëåìà 1. ²ñíóº ðîçâ’ÿçîê ( , )v x t  çàäà÷³ (10) òàêèé, ùî 2
loc (0, ; )v L V∈ +∞   

( 0, ); )C H+ ∞ [  ³  

 0 ( , )       ( , ) ,        , consta v x t b x t Q a b< ≤ ≤ ∀ ∈ = . (11)  

 Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé mw  – ðîçâ’ÿçîê íà 0, ,  m m ∈[ ]  , íàñòóïíî¿ 

çàäà÷³: 

 ( ) 0,           (0)m m mw A m t w w∗′ + − = = ω , (12) 

äå 1(mes ) −ω = Ω . Ïîìíîæèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (12) íà 1 ñêàëÿðíî 

â H , îòðèìàºìî ( , ) 0m
d w x t dx
dt

Ω

=∫ , çâ³äêè, âðàõóâàâøè ïî÷àòêîâó óìîâó 

(12), ä³ñòàíåìî ( , ) 1  0,mw x t dx t m
Ω

= ∀ ∈∫ [ ] . Íà ï³äñòàâ³ ïðèíöèïó ìàêñèìó-

ìó ìàºìî, ùî 0.mw ≥  Ïîìíîæèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (12) íà mw  

ñêàëÿðíî â H  ³ âðàõóâàâøè îáìåæåí³ñòü mw  â 1( )L Ω , îòðèìàºìî  

 
1

2
2

( )      (0, ),           (0, 1)
t

m m V
t

w t c t m w ds c t m
+

≤ ∀ ∈ ≤ ∀ ∈ −∫ .  
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Òóò ³ íàäàë³ ë³òåðîþ c  áóäåìî ïîçíà÷àòè ð³çí³ äîäàòí³ ñòàë³, à ÷åðåç p⋅  

ïîçíà÷àºìî íîðìó â ( )pL Ω . Çàñòîñóâàâøè äî (12) ³òåðàòèâíèé ìåòîä Ìîçå-

ðà, îòðèìàºìî ( , )    ,    (0, )mw x t b x t m≤ ∀ ∈ Ω ∀ ∈ , äå ñòàëà b íå çàëåæèòü 

â³ä m  ³ mw . Î÷åâèäíî, ùî ôóíêö³ÿ ( ) ( )m mv t w m t= −  º ðîçâ’ÿçêîì íà 

(0, )m  ð³âíÿííÿ  

 ( ) 0m mv A t v∗′− + = , (13) 

³ äëÿ mv  ìàþòü ì³ñöå ò³ æ ñàì³ îö³íêè, ùî é äëÿ mw . Çä³éñíèâøè 

ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä ó (13) ïðè m → ∞  íà êîæíîìó ô³êñîâàíîìó ³íòåðâàë³ 

1 2( , )T T , îòðèìàºìî âñ³ òâåðäæåííÿ ëåìè, êð³ì îáìåæåíîñò³ çíèçó ñòàëîþ a . 
Îö³íêà çíèçó â (11) âèïëèâàº ³ç íåð³âíîñò³ Ãàðíàêà [2] äëÿ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ 
(10). Ëåìó äîâåäåíî. ◊ 

 Ëåìà 2. Íåõàé ( ),  0L∞ψ ∈ Ω ψ ≥  â Ω . Òîä³ 

 22 1( ) ( )      ( )u dx c u dx u H
Ω Ω

− µ ψ ≤ Ω ξ ∇ ∀ ∈ Ω∫ ∫ , (14) 

äå 

 
1 1

2
,    u dx dx dx

− −

∞
Ω Ω Ω

     
µ = ψ ψ ξ = ψ ψ     

     
∫ ∫ ∫ . 

 Ä î â å ä å í í ÿ  âèïëèâàº ç ð³âíîñò³ 

 
1

2 2( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )u dx dx u x u y x y dx dy
−

Ω Ω Ω Ω

 
− µ ψ = ψ − ψ ψ 

 
∫ ∫ ∫ ∫ [ ]  

³ óçàãàëüíåíî¿ íåð³âíîñò³ Ïóàíêàðå. ◊ 

 Ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè 1. Çàäàìî äâ³ ñ³ì’¿ îïåðàòîð³â ( ) ( , ( ))P t u u v t= , 
,   ( ) ( )   u H Q t u u P t u u H∀ ∈ = − ∀ ∈ , äå ( )v t  – ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (10). Ïîìíî-

æèìî ð³âíÿííÿ (1) íà ôóíêö³þ v  ³ ïðî³íòåãðóºìî íà Ω , äå v  – ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³ (10). Òîä³, âðàõîâóþ÷è (4), (10), îäåðæèìî  

 ( ) ( ) ( ) ( ( )) 0d P t u t P t F u t
dt

+ = . (15) 

Íåõàé ( )u t  – ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (4). Ïîçíà÷èìî ( ) ( ) ( ),  ( )u t Q t u t u t+ −= =  

( ) ( )P t u t= . ²ç (1), (15) âèïëèâàº, ùî ,  u u+ −  çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ð³âíÿíü  

 ( ) ( ) ( ) 0u A t u Q t F u+ +
′ + + = , (16) 

 ( ) ( ) 0u P t F u−
′ + = . (17) 

 Äîâåäåìî, ùî ( )u t+  åêñïîíåíö³àëüíî ñïàäàº çà çì³ííîþ t  ó íîðì³ 
2 ( )L Ω . Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (16) íà u v+  ³ ïðî³íòåãðóºìî íà 

,Ω  äå v  – ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (10). Òîä³ îäåðæèìî  

 
2

1 ( ; , ) ( ( ) ( ), ) 0
2

du
v dx a t u u v Q t F u u v

dt
+

+ + +
Ω

+ + =∫ . (18) 

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ á³ë³í³éíèõ ôîðì (6), âðàõîâóþ÷è (3), (11), ìàºìî  

 2 21( ; , ) ( ; , )
2

a t u u v a u dx a t u v+ + + +
Ω

≥ α ∇ +∫ . (19) 
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²ç (18), âèêîðèñòàâøè (19), (10), îòðèìàºìî  

 221 ( ) ( ) ( ) , 0
2

d vu dx a u dx Q t F u F u u v
dt + + − +

Ω Ω

+ α ∇ + − ≤∫ ∫ ( )[ ] . 

Çâ³äñè, çàñòîñóâàâøè íåð³âí³ñòü (14) äëÿ ,u u v+= ψ =  (òîä³ 0µ = ), ìàòè-
ìåìî 

 
1/2

2 2 2
2

( ) ( )d vu dx c vu dx c vu dx F u F u
dt + + + −

Ω Ω Ω

 
+ ≤ − 

 
∫ ∫ ∫ . 

Âðàõîâóþ÷è óìîâó (5), çâ³äñè çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ëà´ðàíæà ïðî ñåðåäíº 
çíà÷åííÿ äëÿ ôóíêö³¿ F  âèâîäèìî 

 0 02 2
( ) exp ( ) ( )u t c c t t u t+ +≤ − − +[ ]  

 

0

1
02

exp ( )        
t

t

c c t s u u ds t t
σ−

+∞
+ − − ∀ ≥∫ [ ] . (20) 

Çàçíà÷èìî, ùî ç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó ìàºìî 
1 1( )   0u t ct t

σ− −
∞

≤ ∀ > . Òîä³, 

çàñòîñóâàâøè äî (20) (ïðè 0 1t = ) ëåìó ¥ðîíóîëëà, îòðèìàºìî îö³íêó 

2
( ) exp ( )  1u t c ct t+ ≤ − ∀ ≥ .  

 Ïîêàæåìî, ùî ( )u t+  åêñïîíåíö³àëüíî ñïàäàº â ( )L∞ Ω . Íåõàé ôóíêö³ÿ 

( ) ( )t C∞θ ∈   òàêà, ùî ( ) 0  0,  ( ) 1  1t t t tθ = ∀ ≤ θ = ∀ ≥ . Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ 

( ) ( ) ( ),  0su t t s u t s+= θ − ≥ . ²ç (16) âèïëèâàº, ùî ( )su t  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s su A t u t s Q t F u F u u t s− +
′ ′+ + θ − − = θ −[ ] . (21) 

Àíàëîã³÷íî, ÿê ó [3, òåîðåìà 7.1], äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ( )su t  ð³âíÿííÿ (21) îòðèìà-
ºìî îö³íêó  

 
1

( 1) ( ) ( )
s

r r r

q q
s

u s c F u F u u d
+

+ − +∞
 + ≤ − + τ 
 ∫ , (22) 

äå ÷èñëà ,  q r  çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (7.2) ç [3, c. 213]. ²ç (22), âðà-

õîâóþ÷è îö³íêó 
1 1( )   0u t ct t

σ− −
∞

≤ ∀ >  òà îö³íêó åêñïîíåíö³àëüíîãî ñïàäàí-

íÿ äëÿ ( )u t+  â 2 ( )L Ω , âèâîäèìî 

 ( 1) exp ( )        1u s c cs s+ ∞+ ≤ − ∀ ≥ .  

²ç (17) ìàºìî 

 ( ) ( ),         ( ) ( ) ( ) ( )u F u g t g t P t F u u F u− − + − −
′ + = = − + −[ ] . (23) 

Âèêîðèñòàâøè íåð³âí³ñòü 1( ) ( )F u u F u c u uσ−
+ − − ++ − ≤ , îòðèìàºìî îö³í-

êó ( ) exp ( )  1g t c ct t≤ − ∀ ≥ .  

Íåõàé 1((0, ))y C∈ + ∞  – äîäàòíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (9) ³ ôóíêö³ÿ ( )z t  

òàêà, ùî ( ) ( ) ( )u t y t z t− = . Òîä³ ç (23), (9) âèïëèâàº, ùî ( )z t  çàäîâîëüíÿº 
ð³âíÿííÿ  

 ( ) ( ) ,      
g

z f yz f y z h h
y

′ + − = ≡[ ] . (24) 

 Ëåìà 3. ßêùî ( )z t  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (24), òî ( )z t → δ  ïðè 

t → + ∞ , äå 1, 0, 1δ ∈ −{ } , ïðè÷îìó δ  íå çàëåæèòü â³ä âèáîðó y  â (9). 
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 Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîìíîæèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (24) íà 
( ) (1)f z f z−[ ]  ³ ïðî³íòåãðóâàâøè íà 1, t[ ], îäåðæèìî 

 2 2 2 2
1 2( ) (1) ( ) 2 ( ) (1) (1) (1) 2 ( )G z t f z t J t G z f z J t− + = − +( ) ( ) , (25) 

äå 

 2
1

0 1

( ) ,        ( ) ( ) ( ) ( ) (1)
x t

G x f s ds J t f yz f y f z f z ds= = − −∫ ∫( ) [ ][ ] , 

 2
1

( ) ( ) (1)
t

J t h f z f z ds= −∫ [ ] . 

Îñê³ëüêè 2( ),  ( )z t J t  îáìåæåí³, òî ç (25) âèïëèâàº, ùî 10 ( )   1J t c t≤ ≤ ∀ ≥ . 

Îòæå, 1( )J t c→  ïðè t → + ∞ , òàê ùî ç (25) ìàºìî 2 2( ) (1) ( )G z t f z t c− →( )  

ïðè t → + ∞ . Òîä³ ( )z t → γ  ïðè t → + ∞ , äå γ  – ÿêèéñü êîð³íü ð³âíÿííÿ 
2 2( ) (1)G f cγ − γ = . Ïðèïóñòèìî, ùî 1, 0, 1γ ∉ −{ } . Òîä³, âèêîðèñòàâøè óìîâó 

(5), îäåðæèìî 

 1
0( , ) ( ) ( ) ( ) (1)      y z f yz f y f z f cy t tσ−≡ − − ≥ ∀ ≥K [ ]/[ ] ,  

äå 0t  º äîñòàòíüî âåëèêèì. Ìàºìî  

 

0

2 2 1
1

1

( ) ( , ) ( ) (1) ( )
t t

t

J t y z f z f z ds c y dsσ−= − ≥ γ ≥∫ ∫K [ ]  

 

0

0( )
( , ) ( ) ( , ) ln

( )

t

t

y t
c f y ds c

y t
≥ γ σ = γ σ∫ .  

Çâ³äñè îòðèìàºìî, ùî 1( )J t → + ∞  ïðè t → + ∞ . Îòæå, ïðèéøëè äî 

ñóïåðå÷íîñò³, òàê ùî 1, 0, 1γ ∈ −{ } . Ëåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Íåõàé ( ) 0z t →  ïðè t → + ∞ . Ïîçíà÷èìî ( ) ( ) ( )q t f yz f y= − . ²ç (24) 
îòðèìàºìî  

 ( ) exp ( ) ( ) exp ( ) ( )
t t

s s s

z t q d z s q d h d
τ   

τ τ = + λ λ τ τ   
   

∫ ∫ ∫ . (26) 

Îñê³ëüêè ( ) 0  q t t s≤ ∀ ≥ , äå s  º äîñòàòíüî âåëèêèì, òî, âèêîíàâøè ãðàíè÷-

íèé ïåðåõ³ä ó (26) ïðè t → + ∞ , ìàòèìåìî ( ) ( ) exp ( )
s

z s h d c cs
+∞

≤ τ τ ≤ −∫ . 

Çâ³äñè âèïëèâàº ð³âí³ñòü (8) ç 0δ = .  
 Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ( ) 1z t →  ïðè t → + ∞ . Íåõàé ( )y t  – ðîçâ’ÿ-

çîê ð³âíÿííÿ (9) òàêèé, ùî (0)y = + ∞ . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó 0 :E T= τ ≥ ∃{  

  ( ) ( )t T u t y t−∀ ≥ ≤ + τ } . Ïîçíà÷èìî sup Eτ = . Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà E  

îáìåæåíà. Ìàºìî u yz u+= + . Çâ³äñè íà ï³äñòàâ³ òîãî, ùî u+  åêñïîíåíö³àëü-

íî ñïàäàº, âèïëèâàº 0( , ) ( ) 0  ,  u x t c t t t x> > ∀ ≥ ∀ ∈ Ω . Òîä³ çíàéäåòüñÿ òàêå 

0τ ≥ , ùî 0 0( , ) ( )u x t y t> + τ , çâ³äêè ç îãëÿäó íà ïðèíöèï ìàêñèìóìó îòðè-

ìàºìî 0( , ) ( )  ,   u x t y t t t x≥ + τ ∀ ≥ ∀ ∈ Ω . Îòæå, τ ≤ τ . Íàäàë³ áóäåìî ðîç-

ãëÿäàòè ôóíêö³þ ( )z t  ò³ëüêè òàêó, ùî ( ) ( ) ( )u t y t z t− = + τ . Óâåäåìî ïîçíà-
÷åííÿ  
 ( ) ( ) ( ) ( ),        ,    ( ) ( )p t F u F y u y u y y t y t− − −= − − ϕ = − = + τ[ ]/ . 
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Òîä³ ç (23), (9) âèïëèâàº, ùî ϕ  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( )t p t t g t′ϕ + ϕ = .  

²íòåãðóþ÷è öå ð³âíÿííÿ, îòðèìóºìî 

 ( ) exp ( ) ( ) exp ( ) ( )
t t

s s s

t p d s p d g d
τ   

ϕ τ τ = ϕ + λ λ τ τ   
   

∫ ∫ ∫ . (27) 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè 0 0    ( ) 0t t t t∃ ∀ ≥ ϕ ≥ . Îñê³ëüêè τ − ε  íå º âåðõ-

íüîþ ìåæåþ ìíîæèíè E , òî îäåðæèìî ( ) ( ( )) ,   t o F y t tϕ = + τ → +∞( ) . ²ç 

ôîðìóëè Òåéëîðà ç çàëèøêîâèì ÷ëåíîì ó ôîðì³ Ëà´ðàíæà äëÿ ôóíêö³¿ F  

îòðèìàºìî 1
2

( ) ( ) ( ) ,   ( , )p t F y F y u−
′ ′′= + ξ ϕ ξ ∈ . Òîä³ (ââàæàþ÷è, ùî 0t s t≥ ≥ , 

äå 0t  º äîñòàòíüî âåëèêèì) ìàºìî  

 ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
t t t

s s s

p d F y d c y F y dλ′θ θ ≤ θ + τ θ + θ + τ θ + τ θ ≤∫ ∫ ∫    

 
( ( ))

ln
( ( ))

F y s
c

F y t
+ τ

≤ +
+ τ


 .  (28) 

Ñïðÿìóâàâøè t → + ∞  ó (27) çà äîïîìîãîþ (28), îòðèìàºìî 

 ( ) exp ( ) ( )
s s

s p d g d
+∞ τ 

ϕ = − λ λ τ τ 
 

∫ ∫ ,  

çâ³äêè, âðàõîâóþ÷è (28), âèïëèâàº îö³íêà ( ) exp ( )s c csϕ ≤ − . 

 Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè 0 0     ( ) 0t t t t∃ ∀ ≥ ϕ ≤ . Òîä³ ìàºìî 

0( ) ( )  p t F y t t′≤ ∀ ≥ , ³ òîìó 
( ( ))

( ) ln
( ( ))

t

s

F y s
p d

F y t
+ τ

ζ ζ ≤
+ τ∫


  äëÿ 0t s t≥ ≥ . Îñê³ëüêè 

³ñíóº ãðàíèöÿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè ð³âíîñò³ (27) ïðè t → + ∞ , òî é ë³âà ÷àñòèíà 

ö³º¿ ð³âíîñò³ çá³ãàºòüñÿ äî ÿêîãîñü sk  ïðè t → + ∞ . Ïîêàæåìî, ùî 0sk = . 

Îñê³ëüêè ÷èñëî τ + ε  íå íàëåæèòü ìíîæèí³   0E ∀ε > , òî îòðèìàºìî 

 0,       ,       ( ) ( ( ))n n nn t n t F y t∀ε > ∀ ∈ ∃ ≥ ϕ > − ε + τ .  

Íåõàé 0ε >  çàäàíå. Òîä³ ìàºìî 

 ( ) exp ( ( ))
nt

n
s

t p d F y s
 

ϕ ζ ≤ ε + τ 
 

∫  , 

çâ³äêè âèïëèâàº ( ( ))   0sk F y s≤ ε + τ ∀ε > . Îòæå, 0sk = . Ñïðÿìóâàâøè 

t → + ∞  ó (27), îòðèìàºìî îö³íêó 0( ) exp ( )   s c cs s tϕ ≤ − ∀ ≥ .  

 Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ( ) 0  nt nϕ = ∀ ∈   ³ ,  nt n→ + ∞ → ∞ . Òîä³, 

ïîêëàâøè â (27) ,  n nt t t s= >  ³ ñêîðèñòàâøèñü (28), îäåðæèìî, ùî ( )sϕ  

åêñïîíåíö³àëüíî ñïàäàº ³ â öüîìó âèïàäêó. Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
 
 1. Àðåôüåâ Â. Í., Êîíäðàòüåâ Â. À. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé âòîðîé 

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Äèôôåðåíö. 
óðàâíåíèÿ. – 1993. – 29, ¹ 12. – Ñ. 2104–2116. 

 2. Èâàíîâ À. Â. Íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà äëÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà // Òð. Ìàò. èí-òà èì. Â. À. Ñòåêëîâà.–
1967. – 102. – Ñ. 51–84. 

 3. Ëàäûæåíñêàÿ Î. À., Ñîëîííèêîâ Â. À., Óðàëüöåâà Í. Í. Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåé-
íûå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. – Ì.: Íàóêà, 1967. – 736 ñ. 



31 

 
АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ ВТОРОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ ОДНОГО ПОЛУЛИНЕЙНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
 
Äëÿ ðåøåíèé ïîëóëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâè-
ñÿùèìè îò âðåìåííîé ïåðåìåííîé t , ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ñ 
òî÷íîñòüþ äî ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåé ôóíêöèè ïðè t → +∞ . 
 
ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOLUTIONS TO SECOND INITIALLY 
BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR SEMILINEAR PARABOLIC EQUATION 
 
For solutions of semi-linear parabolic equation with the coefficients, dependent on the 
time variable t , we obtain an asymptotic formula with accuracy up to the exponentially 
decreasing function with t → +∞ . 
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