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ЗАГАЛЬНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНИХ 
РІВНЯНЬ ІЗ ВИРОДЖЕННЯМ 
 

Ó ïðîñòîðàõ êëàñè÷íèõ ôóíêö³é ç³ ñòåïåíåâîþ âàãîþ äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ ³ 
ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó çàãàëüíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ íåð³âíîì³ðíî ïàðàáîë³÷íèõ 
ð³âíÿíü ç äîâ³ëüíèì ñòåïåíåâèì ïîðÿäêîì âèðîäæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â. Âñòà-
íîâëåíî îö³íêó ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ó â³äïîâ³äíèõ ïðîñòîðàõ. 

 
Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ òà îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Íåõàé D  – îáìåæåíà 

âèïóêëà îáëàñòü â n  ç ìåæåþ ∂D . Ðîçãëÿíåìî â öèë³íäðè÷í³é îáëàñò³ 
(0, )Q T= × D  êðàéîâó çàäà÷ó 
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Íåõàé (1) (1) (2) (2)
1 2( , ),  ( , ),  ( , )P t x P t x P t x  ³ (1) (2)

3 ( , )P t x  – äîâ³ëüí³ òî÷êè ç 

Q . Îçíà÷èìî ïðîñòîðè, â ÿêèõ âèâ÷àºòüñÿ çàäà÷à (1)–(3). 

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( , ; ; )rC q Qγ β  ìíîæèíó ôóíêö³é ( , )u t x , ÿê³ âèçíà÷åí³ â 

Q , ìàþòü íåïåðåðâí³ ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ â îáëàñò³ (0) (0)\ ( , )Q Q t x=  âèãëÿäó 
j k
t xD D u  ïðè 2bj k r+ ≤ [ ] , äëÿ ÿêèõ º ñê³í÷åííîþ íîðìà 

 [ ]; , ; ; ; , ; ; ; , ; ;r r ru q Q u q Q u q Qγ β ≡ γ β + γ β ≡| | | |    
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∈
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/(2 )(2) (1) (2)

2 3) , ( ) ( )
r b j k j k

t x t xr x t t D D u P D D u P
−

+ γ − −
{ }

{ } ) } , 

 0; , ; 0; sup ( )Q
P Q

u u Q u P
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≡ γ β ≡| | | | , 
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r[ ]  – ö³ëà ÷àñòèíà ÷èñëà           , , 0, ( , ), 0, ( , )r r r r q a s x= − γ ≥ β ∈ − ∞ ∞ ≥ ={ } [ ]  
(1) (2)min ( , ),  ( , )a s x a s x= { } .  

×åðåç ( ; )C s Qα  ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ôóíêö³é ( , )u t x , âèçíà÷åíèõ â (0)Q , 
äëÿ ÿêèõ º ñê³í÷åííîþ íîðìà 

 
1 3

(1) (2)

,

; ; sup ( , ) ( ) sup ( , )
P Q P P Q

u s Q a s x u P a s x x x
−α

α
∈ ∈

= + + α − ×  

 
2 3
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1 3 2 3

,

( ) ( ) sup ( , ) ( ) ( )
b

P P Q

u P u P a s x t t u P u P
−α

∈
× − + − − . 

Íåõàé äëÿ çàäà÷³ (1)–(3) âèêîíóþòüñÿ òàê³ óìîâè: 

1°. Êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ ( , ) ( , )k kA t x C Qα∈ µ , ÿêùî 2 1k b≤ − , 

( , ) ( 2 , )kA t x C b Qα∈ β , ÿêùî 2 ,   0,   ( , ),   (0,1)kk b= µ ≥ β ∈ −∞ ∞ α ∈ , 

2( ) 2( , ) ( ),   (0,1),   i ib ri b
k ib t x C C

− +ν +α∈ Γ ν ∈ ∂ ∈D ,  

³ êðàéîâà çàäà÷à  

 0
2

(2 , ) ( , ) ( , ) ( , )k
t k x

k b

D a b x A t x D u t x g t x
=

 − β ≡  ∑ , 

 (0, ) ( )u x x= ϕ , 

 ( ), ( , ) ( , )
i

i k
k x i

k r

a k x b t x D u g t x
Γ

=

β =∑ ( )  

 º ïàðàáîë³÷íîþ [4]; 

2°.  2
0 ( , ) ( , ; 2 ; ),             ( ) ( , ;0; )bf t x C b Q x Cα +α∈ γ β ϕ ∈ γ β D , 

 2( , ) ( , ; ; ),      ( )( ) (0, )i ib r
i i i if t x C r x f x− +α

Γ∈ γ β Γ ϕ =B , 

 
2

max 1 ,  max
2b

k

k

k

b k<

µ − β γ = + β − 
.  

Ñïðàâäæóºòüñÿ òàêà  

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ çàäà÷³ (1)–(3) âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1°, 2°. Òîä³ ³ñ-
íóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 2 0 2; , ; 0; ; , ;2 ; ; , ;0;b bu Q C f b Q+α α +α
γ β ≤ γ β + ϕ γ β +


D| | | | | |  

 2
1

; , ; ;
i i

b

i i b r
i

f r Ã − +α
=

+ γ β 
∑ | | , (4) 

äå C  çàëåæèòü â³ä ,  ,  ,  n Tδ α  òà íîðìè êîåô³ö³ºíò³â îïåðàòîð³â L  ³ iB . 

Îö³íêà ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çàäà÷ ³ç ãëàäêèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Íåõàé 
1(0, ) ,  ,  ,  (1, ) ,  1m m mQ T x x a x m m−= × = ∈ ≥ >D D D{ }  – çðîñòàþ÷à ïîñë³äîâ-

í³ñòü îáëàñòåé, ÿêà ïðè m → ∞  çá³ãàºòüñÿ äî 1,  ,  (1, )mQ x a x m−∂ = =D { } . 

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ: 
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Òóò ( , ) ( , )k ka t x A t x=  ³ 0( , ) ( , )mF t x f t x= , ÿêùî ( , ) mt x Q∈ . Äëÿ ( , )t x ∈ 

\ mQ Q∈  ôóíêö³¿ ( , )ka t x  ³ ( , )mF t x  º ðîçâ’ÿçêàìè êðàéîâî¿ çàäà÷³ 

 0,    (0, ) 0,    ( , )
m

tD u u u x u t x
Γ

− ∆ = = = ψ , 

äå äëÿ ( , )ka t x , íàïðèêëàä, ( , ) ( , ) ,  (0, )
m

k m mt x A t x T
Γ

ψ = Γ = × ∂D . 

Ïðè áóäü-ÿêîìó ô³êñîâàíîìó m  çàäà÷à (5)–(7) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê 
[3, ñ. 83, òåîðåìà 7.1]. Çíàéäåìî îö³íêó ïîõ³äíèõ ðîçâ’ÿçêó ( , )mu t x . 

Ââåäåìî â ïðîñòîð³ 2 ( )bC Q+α  íîðìó 2; , ; ;m bu q Q +αγ β| | , åêâ³âàëåíòíó 

ïðè êîæíîìó ô³êñîâàíîìó m  ãåëüäåðîâ³é íîðì³, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ, ÿê 

2; , ; ; bu q Q +αγ β| | , ò³ëüêè çàì³ñòü ôóíêö³¿ ( , )a xγ  áåðåìî ( , )d xγ : 

 
( , ), ,

( , )
, \ .

m

m

a x x Q
d x

m x Q Q−γ
γ ∈

γ =  ∈
 

Òåîðåìà 2. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1°, 2°, òî äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ 
(5)–(7) ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 

 2 2; , ; 0; ; , ; 2 ; ; , ; 0;m b m bu Q C F b Q+α α +α
γ β ≤ γ β + ϕ γ β +


D| | | | | |  

 2
1

; , ; ;
i i

b

m Q i i b r
i

u f r Ã − +α
=

+ + γ β 
∑| | | | , (8) 

äå ñòàëà C  íå çàëåæèòü â³ä m . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ íîðìè òà ³íòåðïîëÿö³éí³ 
íåð³âíîñò³ [4, ñ. 176], ìàºìî 

 2 2; , ; 0; (1 ) ; , ;0;  ( )m b m b m Qu Q u Q C uα
+α +αγ β ≤ + ε γ β + ε| | | |  . 

Òîìó äîñèòü îö³íèòè ï³âíîðìó 2; , ; 0;m bu Q +αγ β  . ²ç îçíà÷åííÿ ï³âíîðìè 

âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ â Q  òî÷îê 1 2,P P  ³ 3P , äëÿ ÿêèõ ïðè 2 2bj k b+ =  âèêî-
íóºòüñÿ îäíà ç íåð³âíîñòåé 

 2 1
1 ; , ;0;
4 m bu Q E+αγ β ≤ ≡   

 (1) (2))( ) 2 ,d k bj x x x
−α

≡ + α γ − β + γ − ×( )  

 1 3( ) ( )j k j k
t x m t x mD D u P D D u P× − , 

 2 1
1 ; , ;0;
4 m bu Q E+αγ β ≤ ≡   

 
/(2 )(2) (1) (2)( ) (2 ) ,

b
d k bj x t t

−α
≡ γ − β + + α γ − ×( )  

 2 3( ) ( )j k j k
t x m t x mD D u P D D u P× − .  (9) 

ßêùî (1) (2)
1( , ) ,  (0,1)x x rd x T r− ≥ γ − β ≡ ∈ , òî, âèêîðèñòîâóþ÷è ³íòåð-

ïîëÿö³éí³ íåð³âíîñò³, ìàºìî 

 1 2; , ; 0; ( )m b m QE u Q C uα
+α≤ ε γ β + ε | |  . 

Âèáèðàþ÷è 1/16− αε = , ç ïåðøî¿ ç íåð³âíîñòåé (9) çíàõîäèìî 

 2; , ; 0;m b m Qu Q C u+αγ β ≤ | |  . (10) 
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Àíàëîã³÷íó îö³íêó îäåðæóºìî äëÿ âèïàäêó (1) (2) 2
2(2 , )bt t r d b x T− ≥ γ ≡ . 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè (1) (2)
1x x T− ≤  àáî (1) (2)

2t t T− ≤ . Áóäåìî 

ââàæàòè, ùî (1)( , ) ( , )d x d xγ ≡ γ . Íåõàé ( )
12 ,  1,2,  jx T jξ − ≥ = ξ ∈ ∂D . Çàïè-

øåìî çàäà÷ó (5), (6) ó âèãëÿä³ 

 1 1
2 2

( ) ( ) ( )k k
t m k x m k k x m

k b k b

D u a P D u a P a P D u
= =

− = − +∑ ∑ [ ]  

 1
2 1

( ) ( , ) ( , )k
k x m m

k b

a P D u F t x F t x
≤ −

+ + ≡∑ , (11) 

 (0, ) ( )mu x x= ϕ . (12) 

Íåõàé     
(1) 2 (1)

1 2 1,  ( , ),  ,  0,  ,  b
j jV Q V t x t t T t x x T jν∈ = − ≤ ν ≥ − ≤ ν ={  

1,n= } . Âèêîíàâøè ó çàäà÷³ (11), (12) çàì³íó    ( , ) ( , ),m m ju t x v t y y= =  

(1)( , ) ,  1,jd x x j n= β = , îäåðæèìî 

 (1)
1 1

2

( )( , ) (2 , ) ( ) ( , )k
m t k x m

k b

L v t y D d b x a P D v t y
=

 ≡ − β =  
∑  

 (1)
1 2, ( , ) ( , )F t d x y F t y= − β ≡( ) , 

 (1)
1(0, ) ( , ) ( )mv y d x y y= ϕ − β ≡ ϕ( ) . (13) 

Ïîçíà÷èìî  

 (1) (1) (1)( , )j jy d x x= β , 

 (1) 2 (1) (1)
2( , ),  ,  0,  ( , ),  1,b

j jH t y t t T t y y rd x j nν = − ≤ ν ≥ − ≤ ν γ ={ }  

³ âèáåðåìî íåñê³í÷åííî äèôåðåíö³éîâíó ôóíêö³þ ( , )t yη , ÿêà çàäîâîëüíÿº 
òàê³ óìîâè: 

 0 ( , ) 1t y≤ η ≤ , 

 1/4

3/4

1, ( , ) ,
( , )

0, ( , ) ,

t y H
t y

t y H

∈
η =  ∉

 

 (1)( , ) (2 ) ,j k
t y jkD D t y C d bj k xη ≤ − + γ( ) . 

Òîä³ ôóíêö³ÿ ( , ) ( , ) ( , )m mt y v t y t yω = η  º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ Êîø³  

 (1)
1 1

2 1

( )( , ) (2 , ) ( ) k
m k y y mk

k b k

L t y d b x a P C D D v
ν −ν ν

= ν ≤ −

ω = γ η ⋅ +∑ ∑  

 2 3( , ) ( , ) ( , )m tv D F t y t y F t y+ η + η ≡ , 

 1 2(0, ) ( ) (0, ) ( )m y y yω = ϕ η η ≡ ϕ . (14) 

Êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ (13) çã³äíî ç íàêëàäåíèìè óìîâàìè îáìåæåí³ ñòà-
ëèìè, ùî íå çàëåæàòü â³ä òî÷êè 1P . Òîìó íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 4.1 ç [3, ñ. 41], 

äëÿ äîâ³ëüíèõ (1) (1)
1( , )M zτ  ³ (2) (2)

2 1/4( , )M z Hτ ∈  ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )j k j k
t z m t z md M M D D v M D D v M−α − ≤  

 2
3/4 3/4

3 2( ) ( ( 0))bC H C H t
C F α +α =

 ≤ + ϕ 
 
| | | | . (15) 
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Òóò 1 2( , )d M M  – ïàðàáîë³÷íà â³ääàëü ì³æ òî÷êàìè 1M  ³ 2M , 2 2bj k b+ = . 

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñò³ ôóíêö³¿ ( , )t yη  ³ íåð³âí³ñòü (1)( , ) ,
4
rd d xγ ξ ≥ γ ( ) , 

äëÿ 3/4( , ) Hτ ξ ∈  ìàºìî 

 
3/4

(1)
3 2 3/4( )

(2 ) , ; ,0; 2 ;
C H

F Cd b x F b Hα α≤ − + α γ γ +( )(| | | |  

 
3/43/4 2; , 0;0;m b m Hv H v+ γ + )| | | | , 

 2
3/4

2 ( ( 0))bC H t+α =
ϕ ≤


| |  

 (1)
1 3/4 2(2 ) , ; , 0;0; ( 0) bcd b x H t +α≤ − + α γ ϕ γ =( ) | | . (16) 

²ç îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó 2 ( , ;0; )bC Q+α γ β  âèïëèâàº âèêîíàííÿ íåð³âíîñòåé 

 1 3/4 3/4 2 3/4; , 0;0; ; , ; 0; ; ,0; 0;m m mk k kC v H u V C v H+α +α +αγ ≤ γ β ≤ γ| | | | | | . 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (16) â (15) ³ ïîâåðòàþ÷èñü äî çì³ííèõ ( , )t x , îòðèìóºìî 

 1 3/4 3/4 2; , ; 2 ; ; , ;0;j m bE C F b V u Vα≤ γ β + γ β +(| | | |  

 
3/43/4 2; , ; 0; ( 0) ,      1,2b m VV t u j+α+ ϕ γ β = + = )| | | | . (17) 

Âðàõîâóþ÷è ³íòåðïîëÿö³éí³ íåð³âíîñò³, äîñèòü îö³íèòè ï³âíîðìó êîæíî-

ãî äîäàíêà ôóíêö³¿ 1( , )F t x . Íàïðèêëàä, äëÿ 3/4 1; , ; 2 ;k
k x ma D u b V Rαγ β ≡| |  

ïðè 2 1k b≤ −  ìàºìî 

 
1 3 3/4

(1) (2)
1 1

,
sup ( )( ), ( )k

z m
B B V

R d k z z z D u B
−α

∈
≤ + α γ − β − −( ){[  

 3 1 1( ) ( ) 2 ( ), ( )k
z m k kD u B a B d b k z a B− γ − γ − β + −( )][ ] [  

 (1) (2)
3( ) 2 ( )( ),ka B z z d b k z

−α
− − γ − − α γ − β ×( ) ]  

 
2 3 3/4

1
,

( ), ( ) sup ( )k
z m

B B V
d k z D u B d k

∈
× γ − β + γ − β +( ) ([ ]} {[  

 
/(2 )(2) (1) (2)

2 3, ( ) ( )
b k k

z m z mz D u B D u B
−α

+ αγ τ − τ − ×) ]  

 (2)
2 2( ) 2 ( ), ( )k ka B d b k z a B× γ − γ − β + −( )[ ] [  

 
/(2 )(1) (2)

3( ) (2 )
b

ka B d b
−α

− τ − τ γ + α −(  

 (2) (2)
3( ), ( ), ( )k

z mk z d k z D u B− γ − β γ − β ≤) ( )][ ]}  

 
11; , ; 0;m m VkC u V u+α≤ γ β +( )| |  . 

Àíàëîã³÷íî îäåðæóºìî îö³íêè äëÿ ³íøèõ äîäàíê³â ôóíêö³¿ 1( , )F t x .  
Íà ï³äñòàâ³ öèõ îö³íîê ìàºìî 

 1 3/4 1 1 2; , ; 2 ; ; , ;0;m bF b V C r u Vα
α +αγ β ≤ γ β +| | | |  

 
1 1; , ;2 ;m V mC u F b V α+ + γ β( )| | | | . (18) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (18) ó íåð³âí³ñòü (17), îòðèìóºìî 

 
11 2; , ;0;j m b m VE C r u V uα

+α≤ γ β + +( | | | |  

 1 1 2; , ; 2 ; ; , ;0; ( 0)m bF b V V tα +α+ γ β + ϕ γ β = )| | | | . 
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Âðàõîâóþ÷è íåð³âíîñò³ (9) ³ âèáèðàþ÷è 1/(16 )r C − α= , îäåðæèìî 

 2 2; , ; 0; ; , ; 2 ; ; , ; 0;m b m b m Qu Q C F b Q u+α α +αγ β ≤ γ β + ϕ γ β +D( )| | | | | | | | . (19) 

Íåõàé ( )
12 ,  ,  1,2jx T j− ξ ≤ ξ ∈ ∂ =D . Ðîçãëÿíåìî êóëþ ( , )PρK  ðàä³óñà 

1,  4Tρ ρ ≥ , ç öåíòðîì ó äåÿê³é òî÷ö³ P ∈ Γ , ÿêà ì³ñòèòü òî÷êè 1 2,  P P  ³ 3P . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è îáìåæåííÿ íà ãëàäê³ñòü ïîâåðõí³ ∂D , ìîæíà ðîçïðÿìèòè 
( , )P∂ ρD K  çà äîïîìîãîþ âçàºìíî îäíîçíà÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ ( )x y= ψ  [2, 

ñ. 126], âíàñë³äîê ÿêîãî îáëàñòü ( , )Q PΠ ≡ ρK  ïåðåõîäèòü â îáëàñòü N , 

äëÿ òî÷îê ÿêî¿ 0,  0ny t≥ ≥ . ßêùî ïîêëàñòè ( , ) ( , ),    m m j ju t x t y P B= ζ ≡ , 

(1) (1)
11,2,3,  , ,j d x d y= γ ≡ γ( ) ( )  ³ êîåô³ö³ºíòè îïåðàòîð³â çàäà÷³ (5)–(7) ïðè 

öüîìó ïåðåòâîðåíí³ ïîçíà÷èòè ÷åðåç ( )( , ),  ( , )i
k kh t y t y , òî ( , )m t yζ  â N  áóäå 

ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ 

 1 1
2 2

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )k k
t k y m k k y m

k b k b

D h B D t y h t y h B D t y
= =

 − ζ = − ζ +  
∑ ∑ [ ]  

 4
2

( , ) ( , ) ( , ( )) ( , )k
k y m m

k b

h t y D t y F t y F t y
<

+ ζ + ψ ≡∑ , (20) 

 3(0, ) ( ( )) ( )m y y yζ = ϕ ψ ≡ ϕ , (21) 

 ( ) ( ) ( )
1 10

( ) ( , ) ( )
n

i i

i k i i k
k y m k k y my

k r k r

B D t y B D
=

= =

′ ′ζ = − ζ +


∑ ∑  [ ]  

 ( ) ( )

0
0

( , ) ( , ( )) ( , )
n

ni

i k i
k y m i m y

yk r

t y D f t y G t y
=

=<

+ ζ + ψ ≡
∑  , (22) 

äå 1 1 0ny
B B

=
′ ≡ . 

Ó çàäà÷³ (20)–(22) âèêîíàºìî çàì³íó (1)
1( , ) ( , ),  ,m m j jt y t z z d y yζ = ω = β( ) , 

1,j n= . Òîä³ ( , )m t zω  áóäå ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ 

 (1)
2 1 1

2

( )( , ) (2 , ) ( ) ( , )k
m t k z m

k b

L t z D d b y h B D t z
=

 ω ≡ − β ω =  
∑  

 (1)
4 1 5, , ( , )F t d y z F t z= − β ≡( ( ) ) , 

 (1)
3 1 4(0, ) , ( )m z d y z zω = ϕ − β ≡ ϕ( ( ) ) , 

 (0) (1) ( )
1 10 0

( )( , ) , ( )
n n

i

i k
i m i k z mz z

k r

t z d r y B D
= =

=

′ω = β ω ≡∑B ( )  

 ( ) (1) ( )
1 0

, ,
n

i i
m mz

G t d y z
=

≡ − β ≡ H( ( ) ) . 

Ïîçíà÷èìî (1) (1) (1) (1) 2 2 (1)
1 1, ,  ( , ),  2 ,b b

j jz d y y t z t t r d b yν= β = − ≤ ν γN( ) ( ){ , 

(1) (1)
1 , ,  1, ,  0,  0j j nz z r d y j n z t− ≤ ν γ = ≥ ≥( ) }  ³ âèáåðåìî íåñê³í÷åííî äèôå-

ðåíö³éîâíó ôóíêö³þ 1( , )t zη , ÿêà çàäîâîëüíÿº òàê³ óìîâè: 

 10 ( , ) 1t z≤ η ≤ , 

 1/4
1

3/4

1, ( , ) ,
( , )

0, ( , ) ,

t z
t z

t z

∈
η =  ∉

N
N

 

 (1)
1( , ) (2 ) ,j k

t y jkD D t z C d bj k yη ≤ − + γ( ) . 
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Òîä³ ôóíêö³ÿ 1( , ) ( , ) ( , )m mW t z t z t z= η ω  º ðîçâ’ÿçêîì êðàéîâî¿ çàäà÷³ 

 (1)
2 1 1 1

2

( )( , ) 2 , ( ) k
m k z z mk

k b k

L W t z d b y h B C D D
ν −ν ν

= ν <

≡ β η ω +∑ ∑( )  

 1 5 1 6( , ) ( , ) ( , )m tD F t z t z F t z+ ω η + η ≡ , 

 4 1 5(0, ) ( ) (0, ) ( )mW z z z z= ϕ η ≡ ϕ , 

 (0)

0
( )( , )

n
i m z

W t z
=

=B  

 (1) ( )
1 1 1, ( )

i

i k
i k z z mk

k r k

d r y B C D D
ν −ν ν

= ν <


′= β η ω +


∑ ∑( )   

 ( ) ( )
1

0

( , )

n

i i
m m

z

t x

=


+ η ≡


H K . (23) 

Êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ ³ êðàéîâèõ óìîâ çàäà÷³ (23) çã³äíî ç íàêëàäåíè-
ìè óìîâàìè º îáìåæåí³ ñòàëèìè, ùî íå çàëåæàòü â³ä òî÷êè 1B . Òîìó íà 
ï³äñòàâ³ òåîðåìè 7.1 ç ðîáîòè [3, ñ. 83] ìàºìî, ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ òî÷îê 

(1) (1)
1 ,M τ ξ( ) , (2) (2)

2 1/4,M τ ξ ∈ N( )  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 
3/4

1 2 1 2 6 ( )
( , ) ( ) ( )j k j k

t z m t z m C
d M M D D M D D M C F α

−α 
ω − ω ≤ +

 N
| |  

 2 2
3/43/4

( )
5 ( ( 0))( ( 0))

1
b r bi i

n

b
i

m C tC z
i

− +α +α ==
=

+ + ϕ 
∑ NN

K


| | | | . 

Ïîâòîðþþ÷è ì³ðêóâàííÿ, àíàëîã³÷í³ äî ì³ðêóâàíü ïðè äîâåäåíí³ íåð³â-
íîñò³ (19), îòðèìóºìî 

 2 2; , ; 0; ; , ; 2 ; ; , ; 0;m b m bu Q C F b Q+α α +α
γ β ≤ γ β + ϕ γ β +


D| | | | | |  

 2
1

; , ; ;
i i

b

i i b r m Q
i

f r u− +α
=

+ γ β Γ + 
∑ | | | | . (24) 

Âðàõîâóþ÷è íåð³âíîñò³ (10), (19) ³ (24), îäåðæóºìî îö³íêó (8). ◊ 

Îö³íèìî m Qu| | . 

Òåîðåìà 3. Íåõàé ( , )mu t x  – ºäèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (5)–(7) 

³ âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1°, 2°. Òîä³ äëÿ ( , )mu t x  ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 ; , ;2 ;m Q mu C Lu b Q α
≤ γ β +


| | | |  

 2 2
1

; , ; 0; ; , ; ;
i i

b

m b i m i b r
i

u u r+α − +α
=

+ γ β + γ β Γ 
∑D B| | | | , (25) 

äå ñòàëà C  íå çàëåæèòü â³ä m . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Âèêîðèñòàºìî ìåòîäèêó äîâåäåííÿ çàóâàæåííÿ 2 ç ðî-
áîòè [1, ñ. 79]. Ïðèïóñòèìî, ùî íåð³âí³ñòü (25) íå âèêîíóºòüñÿ. Òîä³ ³ñíóº 

ïîñë³äîâí³ñòü ôóíêö³é 2 ( )b
nV C Q+α∈  òàêèõ, ùî 1n QV =| |  ³ (0, ),  n nV x LV , 

i nVB  ïðÿìóþòü äî íóëÿ äëÿ â³äïîâ³äíèõ nV , êîëè n → ∞ . ²ç (8) âèïëèâàº, 
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ùî íîðìè 2; , ; 0;n bV Q +αγ β| |  ð³âíîì³ðíî îáìåæåí³. Òîìó ³ñíóº ï³äïîñë³äîâ-

í³ñòü ( )n jV , ÿêà ïðè ( )n j → ∞  çá³ãàºòüñÿ äî ðîçâ’ÿçêó 2 ( )bV C Q+α∈  îäíîð³ä-

íî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³. Îñê³ëüêè ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ ºäèíèé, òî 0V ≡ , 

ùî ñóïåðå÷èòü ð³âíîñò³ 1QV =| | . ◊ 

Ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè 1. Çàçíà÷èìî, ùî 

 0; , ; 2 ; ; , ; 2 ;mF b Q C f b Qα αγ β ≤ γ β| | | | . 

Òîìó ç íåð³âíîñòåé (8) ³ (25) ìàºìî 

 2 0 2; , ; 0; ; , ;2 ; ; , ;0;m b bu Q C f b Q+α α +α
γ β ≤ γ β + ϕ γ β +


D| | | | | |  

 2
1

; , ; ;
i i

b

i i b r
i

f r − +α
=

+ γ β Γ 
∑ | | . (26) 

Îòæå, ïðàâà ÷àñòèíà íåð³âíîñò³ (26) íå çàëåæèòü â³ä m , à ïîñë³äîâíîñò³ 

  ( ) 2 ( ), ,  2 2m j k
kj t x mW d bj k x D D u bj k b= γ + γ − β + ≤( ){ }  

ð³âíîì³ðíî îáìåæåí³ òà ð³âíîñòåïåíåâî íåïåðåðâí³ â Q . Çà òåîðåìîþ Àðöå-

ëà ³ñíóþòü ï³äïîñë³äîâíîñò³ ( )m j
kjW{ } , ð³âíîì³ðíî çá³æí³ ïðè ( )m j → ∞  äî 

kjW{ } . Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèö³ ïðè ( )m j → ∞  ó çàäà÷³ (5)–(7), îäåðæèìî, ùî 

00( , )u t x W≡  – ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3), 2 ( , ;0; )bu C Q+α∈ γ β  ³ ñïðàâ-

äæóºòüñÿ îö³íêà (4). ◊ 
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ОБЩАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ВЫРОЖДЕНИЕМ 
 
Â ïðîñòðàíñòâàõ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñòåïåííûì âåñîì äîêàçàíû ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåðàâíîìåðíî ïàðà-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ñòåïåííûì ïîðÿäêîì âûðîæäåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ. Íàéäåíà îöåíêà ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñîîòâåòñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.  
 
UNIVERSAL LINEAR PROBLEM FOR PARABOLIC EQUATIONS WITH DEGENERATION 
 
In the space of classical functions with power weight the existence and uniqueness of 
solution to universal problem for parabolic equation with any power order of degenera-
tion coefficients is proved. The estimation of solution to the problem in corresponding 
spaces is found. 
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