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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ВИЗНАЧЕННЯ СТАРШОГО КОЕФІЦІЄНТА 
У ДВОВИМІРНОМУ ПАРАБОЛІЧНОМУ РІВНЯННІ  
 

Âñòàíîâëåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó îáåðíåíî¿ çàäà÷³, ÿêà ïîëÿ-
ãàº ó âèçíà÷åíí³ íåâ³äîìîãî ñòàðøîãî êîåô³ö³ºíòà â äâîâèì³ðíîìó ïàðàáîë³÷-
íîìó ð³âíÿíí³. Ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî öåé êîåô³ö³ºíò çàëåæèòü ëèøå â³ä ÷àñó.  

 
Ó ðîáîò³ äîñë³äæóºòüñÿ îáåðíåíà çàäà÷à âèçíà÷åííÿ çàëåæíîãî â³ä ÷à-

ñó ñòàðøîãî êîåô³ö³ºíòà äâîâèì³ðíîãî ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ ç êëàñè÷íèìè 
êðàéîâèìè óìîâàìè ïåðøîãî ðîäó òà óìîâîþ ïåðåâèçíà÷åííÿ äðóãîãî ðîäó. 
Àíàëîã³÷íà îäíîâèì³ðíà çàäà÷à äîñë³äæåíà â ðîáîò³ [1]. Âèïàäîê ð³âíÿííÿ 
áåç ìîëîäøèõ ÷ëåí³â, àëå ç óìîâàìè ïåðåâèçíà÷åííÿ â ³íòåãðàëüí³é ôîðì³, 
ðîçãëÿíóòî â [4], à â [7] äîñë³äæåíî n -âèì³ðíó îáåðíåíó çàäà÷ó äëÿ îäíî-
ð³äíîãî ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç àíàëîã³÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè òà 

óìîâîþ ïåðåâèçíà÷åííÿ ó çâ’ÿçí³é îáëàñò³ nΩ ⊂   ç ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω . 

1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Â îáëàñò³  ( , , ) : 0 ,  0T x y t x h yΩ = < < < <{  , 

0 t T< < }  ðîçãëÿíåìî îáåðíåíó çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ôóíêö³é ( ), ( , , )a t u x y t ∈( )  
2,10, ( ),  ( ) 0,  0,TC T C a t t T× Ω > ∈∈ [ ] [ ](  ) , ùî çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ  

 1 2( ) ( , , ) ( , , )t x yu a t u b x y t u b x y t u= ∆ + + +  

 ( , , ) ( , , ),            ( , , ) Tc x y t u f x y t x y t+ + ∈ Ω , (1) 

ïî÷àòêîâó óìîâó 

 ( , ,0) ( , ),      ( , ) 0, 0,u x y x y x y h= ϕ ∈ ×[ ] [ ] , (2) 

êðàéîâ³ óìîâè 

 1 2(0, , ) ( , ),     ( , , ) ( , ),     ( , ) 0, 0,u y t y t u h y t y t y t T= µ = µ ∈ ×[ ] [ ] , (3) 

 3 4( ,0, ) ( , ),     ( , , ) ( , ),     ( , ) 0, 0,u x t x t u x t x t x t h T= µ = µ ∈ ×[ ] [ ] , (4) 

òà óìîâó ïåðåâèçíà÷åííÿ 

 0( ) (0, , ) ( ),               0,xa t u y t t t T= ν ∈ [ ] , (5) 

äå 0y  – äîâ³ëüíà ô³êñîâàíà òî÷êà ç (0, ) . 

Â³äíîñíî âèõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³ ïðîòÿãîì óñ³º¿ ðîáîòè áóäåìî ïðèïóñ-
êàòè âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ: 

(À1): 2( , ) ( )x y C Dϕ ∈ , äå ( , ) : 0 ,  0D x y x h y= < < < <{ } , 

 2,1 2,1( , ) 0, 0, ,   1,2,    ( , ) 0, 0, ,   3, 4,i iy t C T i x t C h T iµ ∈ × = µ ∈ × =[ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( )  

 1,0( ) 0, ,    ( , , ) ( ),    ( , , ) ( ),   1,2T i Tt C T f x y t C b x y t C iν ∈ ∈ Ω ∈ Ω =[ ] , 

 ( , , ) ( );    ( , , ),  1,2T ic x y t C b x y t i∈ Ω = , ³ ( , , )c x y t  çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 

Ãåëüäåðà â TΩ  çà ïðîñòîðîâèìè çì³ííèìè ç ïîêàçíèêîì ,  0 1β < β < ; 

(À2): ( ) 0,   0, ,    ( , ) 0,   ( , )xt t T x y x y Dν > ∈ ϕ > ∈[ ] ; 

(À3): 1 2 3 4( ,0) (0, ),   ( ,0) ( , ),   ( , 0) ( , 0),   ( ,0) ( , )y y y h y x x x xµ = ϕ µ = ϕ µ = ϕ µ = ϕ  , 

 1 3 1 4 2 3 2 4(0, ) (0, ),   ( , ) (0, ),   (0, ) ( , ),   ( , ) ( , )t t t t t h t t h tµ = µ µ = µ µ = µ µ = µ  ; 

(À4): 1 1 2
0

(0)
( ,0) (0, ) (0, ,0) (0, ) (0, , 0) (0, )

(0, )t x y
x

y y b y y b y y
y

νµ = ∆ϕ + ϕ + ϕ +
ϕ

 

  (0, , 0) (0, ) (0, ,0)c y y f y+ ϕ + , 
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 2 1 2
0

(0)
( ,0) ( , ) ( , ,0) ( , ) ( , ,0) ( , )

(0, )t x y
x

y h y b h y h y b h y h y
y

νµ = ∆ϕ + ϕ + ϕ +
ϕ

 

  ( , , 0) ( , ) ( , ,0)c h y h y f h y+ ϕ + , 

 3 1 2
0

(0)
( ,0) ( ,0) ( , 0,0) ( ,0) ( , 0,0) ( ,0)

(0, )t x y
x

x x b x x b x x
y

νµ = ∆ϕ + ϕ + ϕ +
ϕ

 

  ( ,0,0) ( ,0) ( , 0,0)c x x f x+ ϕ + , 

 4 1 2
0

(0)
( ,0) ( , ) ( , ,0) ( , ) ( , ,0) ( , )

(0, )t x y
x

x x b x x b x x
y

νµ = ∆ϕ + ϕ + ϕ +
ϕ

      

  ( , , 0) ( , ) ( , ,0)c x x f x+ ϕ +   . 

 Çàóâàæèìî, ùî â óìîâàõ óçãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó (À4) çíà÷åííÿ 
(0)a  âñòàíîâëþºìî ç óìîâè (5). 

2. ²ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó.  

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (À1)–(À4). Òîä³ çàäà÷à (1)–(5) 

ìàº ðîçâ’ÿçîê â îáëàñò³ 
0T

Ω , äå 0 0,  0T T T< ≤ , âèçíà÷àºòüñÿ âèõ³äíèìè 

äàíèìè çàäà÷³. 
Ä î â å ä å í í ÿ. Îáåðíåíó çàäà÷ó (1)–(5) çâåäåìî äî ñèñòåìè ð³âíÿíü 

â³äíîñíî íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ( )a t  òà ( , , )u x y t . Äëÿ öüîãî òèì÷àñîâî ïðèïóñ-

òèìî, ùî ôóíêö³ÿ ( )a t  º â³äîìîþ. Ïîçíà÷èìî 

 ( , , , , , )ijG x y t ξ η τ =  

 
,

( 2 )1 exp
4 ( ) ( ) 4 ( ) ( )

n m

x nh
t t

∞

=−∞

− ξ +  = − +  π α − α τ α − α τ 
∑

2

[ ] [ ]
 

 
( 2 )( 2 )

( 1) exp exp
4 ( ) ( ) 4 ( ) ( )

i y mx nh
t t

− η ++ ξ +     + − − − +    α − α τ α − α τ    

22 ]
[ ] [ ]


 

 
0

( 2 )
( 1) exp ,     , 1,2,    ( ) ( )

4 ( ) ( )

t
j y m

i j t a d
t

+ η +  + − − = α = σ σ α − α τ   ∫
2]

[ ]


. (6) 

Ëåãêî áà÷èòè, ùî 11( , , , , , )G x y t ξ η τ  º ôóíêö³ºþ ¥ð³íà çàäà÷³ (2)–(4) äëÿ 
ð³âíÿííÿ 
 ( ) ( , , )tu a t u f x y t= ∆ + . (7) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âí³ñòü (6), ïðÿìó çàäà÷ó (1)–(4) çâåäåìî äî ³íòåãðî-
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 11 11 1
0 0 0 0

( , , ) ( , , , , , 0) ( , ) ( , , ,0, , ) ( , )
h t

u x y t G x y t d d G x y tξ= ξ η ϕ ξ η ξ η + η τ µ η τ −∫ ∫ ∫ ∫
 

[  

 11 2 11 3
0 0

( , , , , , ) ( , ) ( ) ( , , , , 0, ) ( , )
t h

G x y t h a d d G x y tξ η− η τ µ η τ τ η τ + ξ τ µ ξ τ −∫ ∫] [  

 11 4 11
0 0 0

( , , , , , ) ( , ) ( ) ( , , , , , )
t h

G x y t a d d G x y tη− ξ τ µ ξ τ τ ξ τ + ξ η τ ×∫ ∫ ∫


 ]  

 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f b u b u c u d d dξ η× ξ η τ + ξ η τ + ξ η τ + ξ η τ ξ η τ[ ] . 

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêö³þ ( , , )u x y t  ìîæíà çîáðàçèòè òàê: 

 0 11 1
0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , , , , ) ( , , )
t h

u x y t u x y t G x y t b uξ= + ξ η τ ξ η τ +∫ ∫ ∫


[  

 2( , , ) ( , , )b u c u d d dη+ ξ η τ + ξ η τ ξ η τ] ,  (8) 
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äå 0 ( , , )u x y t  – ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (7), (2)–(4). Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè ð³âí³ñòü 

(8) çà x  ³ ââ³âøè ïîçíà÷åííÿ ,  x yu v u w= = , îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ äëÿ v : 

 0 11 1
0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , , , , ) ( , , )
t h

x xv x y t u x y t G x y t b v= + ξ η τ ξ η τ +∫ ∫ ∫


[  

 2( , , ) ( , , )b w c u d d d+ ξ η τ + ξ η τ ξ η τ] .  (9) 

Àíàëîã³÷íî îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ äëÿ w : 

 0 11 1
0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , , , , ) ( , , )
t h

y yw x y t u x y t G x y t b v= + ξ η τ ξ η τ +∫ ∫ ∫


[  

 2( , , ) ( , , )b w c u d d d+ ξ η τ + ξ η τ ξ η τ] .  (10) 

Ç âèêîðèñòàííÿì ââåäåíèõ ïîçíà÷åíü ð³âí³ñòü (8) íàáóäå âèãëÿäó 

 0 11 1
0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , , , , ) ( , , )
t h

u x y t u x y t G x y t b v= + ξ η τ ξ η τ +∫ ∫ ∫


[  

 2( , , ) ( , , )b w c u d d d+ ξ η τ + ξ η τ ξ η τ] . (11) 

Îòæå, çàäà÷à (1)–(4) ïðè â³äîì³é ôóíêö³¿ ( )a t  åêâ³âàëåíòíà ñèñòåì³ ð³â-
íÿíü (9)–(11). 

Âèêîðèñòàºìî óìîâó ïåðåâèçíà÷åííÿ (5). Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêö³¿ 

0 ( , , )xu x y t  â çàäà÷³ (7), (2)–(4) ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 0 ( , , ) ( , , )xu x y t z x y t= . 

Ôóíêö³ÿ z  º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ 

 ( ) ( , , ),       ( , , )t x Tz a t z f x y t x y t= ∆ + ∈ Ω , (12) 

 ( , ,0) ( , ),           ( , ) 0, 0,xz x y x y x y h= ϕ ∈ × [ ] [ ] , (13) 

 1
1

( , ) (0, , )
(0, , ) ( , ),      ( , ) 0, 0,

( ) ( )
t

x yy

y t f y t
z y t y t y t T

a t a t
µ

= − − µ ∈ ×[ ] [ ] , (14) 

 2
2

( , ) ( , , )
( , , ) ( , ),      ( , ) 0, 0,

( ) ( )
t

x yy

y t f h y t
z h y t y t y t T

a t a t
µ

= − − µ ∈ ×[ ] [ ] , (15) 

 3 4( ,0, ) ( , ),     ( , , ) ( , ),      ( , ) 0, 0,x xz x t x t z x t x t x t h T= µ = µ ∈ × [ ] [ ] , (16) 

³ çîáðàæàºòüñÿ òàêèì ÷èíîì: 

 ( , , )z x y t =  

 21 21 1
0 0 0 0

( , , , , , 0) ( , ) ( , , ,0, , ) ( , )
h t

G x y t d d G x y tξ τ= ξ η ϕ ξ η ξ η − η τ µ η τ −∫ ∫ ∫ ∫
 

[{  

 1 21 2(0, , ) ( ) ( , ) ( , , , , , ) ( , ) ( , , )f a G x y t h f hηη τ− η τ − τ µ η τ − η τ µ η τ − η τ −] [  

 2 21 3
0 0

( ) ( , ) ( , , , , 0, ) ( , )
t h

a d d G x y tηη η ξ− τ µ η τ η τ + ξ τ µ ξ τ −∫ ∫] [}  

 21 4( , , , , , ) ( , ) ( )G x y t a d dη ξ− ξ τ µ ξ τ τ ξ τ + ]  

 21
0 0 0

( , , , , , ) ( , , )
t h

G x y t f d d dξ+ ξ η τ ξ η τ ξ η τ∫ ∫ ∫


, (17) 

äå 21( , , , , , )G x y t ξ η τ  – ôóíêö³ÿ ¥ð³íà çàäà÷³ (12)–(16). 

Ç ïðèïóùåííÿ (A2) âèïëèâàº, ùî ïåðøèé äîäàíîê ó (9), äå çíà÷åííÿ 

0 ( , , )xu x y t  áåðåòüñÿ ç (17), äîäàòíèé, à âñ³ ³íø³ äîð³âíþþòü íóëþ ïðè 0t = . 

Îòæå, ³ñíóº òàêå 1 10,  0T T T> < ≤ , ùî ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü 
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 0 21 0 1
0 0

1(0, , ) (0, , , , ,0) ( , ) 0,       0,
2

h

v y t G y t d d t Tξ≥ ξ η ϕ ξ η ξ η > ∈∫ ∫


[ ] . (18) 

Âðàõîâóþ÷è (18), îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ â³äíîñíî íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ ( )a t : 

 1
0

( )
( ) ,         0,

(0, , )
t

a t t T
v y t

ν= ∈ [ ] . (19) 

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à (1)–(5) çâåäåíà äî ñèñòåìè ð³âíÿíü (9)–(11), (19), ³ 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(5) çàäîâîëüíÿº ñèñòåìó (9)–(11), (19). Ç ³íøîãî áîêó, 

ÿêùî   
1

3
  1 1( ), ( , , ), ( , , ), ( , , ) 0, ( ) ,  ( ) 0, 0,Ta t v x y t w x y t u x y t C T C a t t T∈ × Ω > ∈[ ] [ ],( ) ( )  

– ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (9)–(11), (19), òî, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâ³ñòü ºäèíîñò³ 
ðîçâ’ÿçêó ñèñòåì ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó, ëåãêî âñòà-
íîâèòè, ùî ( , , ) ( , , ),  ( , , ) ( , , )x yv x y t u x y t w x y t u x y t= = , ³ ôóíêö³ÿ ( , , )u x y t  º 

ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (8). Íà îñíîâ³ âëàñòèâîñòåé îá’ºìíèõ ïîòåíö³àë³â [6, 

c. 19] âñòàíîâëþºìî, ùî 
1

2,1( , , ) ( )Tu x y t C∈ Ω  ³ º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1)–(4). 

Âèêîíàííÿ óìîâè (5) âèïëèâàº ç ð³âíÿííÿ (19). Îòæå, çàäà÷à (1)–(5) ³ ñèñòå-
ìà ð³âíÿíü (9)–(11), (19) º åêâ³âàëåíòíèìè. 

Çàñòîñóºìî òåîðåìó Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó ö³ëêîì íåïåðåðâíîãî 
îïåðàòîðà [3, c. 616] äî ñèñòåìè ð³âíÿíü (9)–(11), (19). Ïåðåäóñ³ì âñòàíîâèìî 
àïð³îðí³ îö³íêè ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ ñèñòåìè. 

Äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1)–(4) ìàº ì³ñöå îö³íêà [5, c. 24] 

 1( , , ) ,       ( , , ) Tu x y t M x y t≤ < ∞ ∈ Ω ,  (20) 

äå êîíñòàíòà 1M  çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä âèõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (18), ç (19) âñòàíîâèìî îö³íêó äëÿ ( )a t  çâåðõó: 

 
0,

21 0
0 0

2 max ( )
( )

min ( , ) (0, , , , ,0)

t T

h

x
D

t
a t

x y G y t d d

∈
ν

≤ =

ϕ ξ η ξ η∫ ∫


[ ]
 

 1
2 2

0 0

0

1

2 ( )

( 2 ) ( 2 )
exp exp

4 ( ) 4 ( )
m

d
t

C

y m y m
t t

∞

=−∞

η
πα

=
− η + + η +    − − −    α α    

∑∫
  

. 

Ïðè öüîìó áóëî âèêîðèñòàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå ïåðåâ³ðÿºòüñÿ áåçïîñå-
ðåäí³ì îá÷èñëåííÿì: 

 2
0

( , , , ) 1
h

G x t dξ τ ξ =∫ , (21) 

äå 

 
2( 2 )1( , , , ) exp

4 ( ) ( )2 ( ) ( )
k

n

x nh
G x t

tt

∞

=−∞

− ξ +  ξ τ = − +  α − α τ π α − α τ 
∑ [ ][ ]

 

 
2( 2 )

( 1) exp ,    1,2
4 ( ) ( )

        k x nh
k

t
+ ξ +  + − − = α − α τ [ ]

. 

Ó âèðàç³ äëÿ îö³íêè ( )a t  çâåðõó ÷åðåç ( ( ))R tα  ïîçíà÷èìî çíàìåííèê 

äðîáó, ïîä³ëåíèé íà 1C . Òîä³ öÿ íåð³âí³ñòü íàáóäå âèãëÿäó 

 1
1( ) ,          0,

( ( ))
a t t T

R t
≤ ∈

α
[ ] , 

çâ³äêè ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ ³ çàì³íè çì³ííî¿ ( )tα = σ  ï³ä çíàêîì ³íòåãðàëà 
îòðèìàºìî 
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( )

1
0

( ) ,         0,
t

R d t t T
α

σ σ ≤ ∈∫ [ ] . 

Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ 1
0

( ) ( )
s

R s R d= σ σ∫  ìîíîòîííî çðîñòàº, òî ³ñíóº îáåðíåíà 

ôóíêö³ÿ 1
1 ( )R z− , âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó ïðîì³æêó 20,T[ ] . Ïîäàþ÷è ïîïå-

ðåäíþ íåð³âí³ñòü ó âèãëÿä³ 

 1( ( ))R t tα ≤ , 

âñòàíîâëþºìî îö³íêó äëÿ ( )a t  çâåðõó: 

 1
1 1 2( ) ( ) ,       0,a t R t A t T−≤ ≤ < ∞ ∈ [ ] . (22) 

Ïåðåéäåìî äî îö³íêè ( )a t  çíèçó. Äëÿ öüîãî îö³íèìî çâåðõó ( , , )v x y t  ó 

ð³âíîñò³ (9), ïîïåðåäíüî âñòàíîâèâøè îö³íêó 0 ( , , )xu x y t  ó (17). 

Îö³íþþ÷è ïåðøèé äîäàíîê, âèêîðèñòàºìî (21). Òîä³ 

 21 2
0 0

( , , , , , 0) ( , )
h

G x y t d d Cξξ η ϕ ξ η ξ η ≤∫ ∫


. (23) 

Ñêîðèñòàâøèñü ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 
2 21 1 2exp
4

n

n h
h

∞

=−∞

π − ≤ + σ σ σ
∑  (24) 

³ âðàõóâàâøè (22), îö³íêó äâîõ íàñòóïíèõ äîäàíê³â ïîäàìî ó âèãëÿä³ 

 21 1 1
0 0

( , , , 0, , ) ( , ) (0, , ) ( ) ( , )
t

G x y t f aτ ηηη τ µ η τ − η τ − τ µ η τ −∫ ∫


[ ]{  

 21 2 2( , , , , , ) ( , ) ( , , ) ( ) ( , )G x y t h f h a d dτ ηη− η τ µ η τ − η τ − τ µ η τ η τ ≤[ ]}  

 3 4
0 ( ) ( )

t
dC C

t
τ≤ +

α − α τ∫ . 

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïí³ äâà äîäàíêè. Âðàõîâóþ÷è (24), îòðèìàºìî 

 21 3
0 0

( , , , , 0, ) ( ) ( , )
t h

G x y t a d dη ξξ τ τ µ ξ τ ξ τ −∫ ∫  

 21 4
0 0

( , , , , , ) ( ) ( , )
t h

G x y t a d dη ξ− ξ τ τ µ ξ τ ξ τ ≤∫ ∫   

 5 1 1
0 0

( , ,0, ) ( ) ( , , , ) ( )
t t

C G y t a d G y t a dη η
 

≤ τ τ τ − τ τ τ ≤ 


∫ ∫   

 5 5 1,    0,C C t T≤ ω = ∈ [ ] , 

äå ω  – ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 

 1( ) ,            ( , ) (0, ) (0, )t yya t y t Tω = ω ∈ × , 

 ( ,0) 1,                0,y yω = ∈ [ ] , 

 1(0, ) ( , ) 1,      0,t t t Tω = ω = ∈ [ ] . 
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Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî ( , ) 1y tω ≡ .  
Íàñòóïíèé äîäàíîê îö³íþºìî àíàëîã³÷íî äî (23): 

 21 6
0 0 0

( , , , , , ) ( , , )
t h

G x y t f d d d Cξξ η τ ξ η τ ξ η τ ≤∫ ∫ ∫


. 

Îö³íþþ÷è äðóãèé äîäàíîê ó (9), ñêîðèñòàºìîñü íàÿâí³ñòþ îö³íêè (20) ³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 11 21( , , , , , ) ( , , , , , )xG x y t G x y tξξ η τ = − ξ η τ . 

Òîä³ 

 1
11 1 2 7

0 0 0 0

( )
( , , , , , )( )

( ) ( )

t h t

x

U d
G x y t b v b w cu d d d C

t

τ τ
ξ η τ + + ξ η τ ≤ +

α − α τ∫ ∫ ∫ ∫


 

 2
8 9

0 0

( )

( ) ( ) ( ) ( )

t tU d dC C
t t

τ τ τ+ +
α − α τ α − α τ∫ ∫ ,  

äå 1 2
( , ) ( , )

( ) max ( , , ) ,  ( ) max ( , , )
x y D x y D

U t v x y t U t w x y t
∈ ∈

= = . Çàóâàæèìî, ùî êîíñòàí-

òè ,  2,9iC i = , çàëåæàòü ëèøå â³ä âèõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³ (1)–(4). Òàêèì ÷è-
íîì, ³ç (9) îòðèìóºìî íàñòóïíó íåð³âí³ñòü: 

 1
10 11 12

0 0

( )
( , , )

( ) ( ) ( ) ( )

t t U ddv x y t C C C
t t

τ ττ≤ + + +
α − α τ α − α τ∫ ∫  

 2
13 3

0

( )
,       0,

( ) ( )

t U d
C t T

t

τ τ
+ ∈

α − α τ∫ [ ] , (25) 

äå 3 1 2min ,T T T= { } . Àíàëîã³÷íó íåð³âí³ñòü îòðèìóºìî äëÿ ôóíêö³¿ ( , , )w x y t : 

 1
14 15 16

0 0

( )
( , , )

( ) ( ) ( ) ( )

t t U ddw x y t C C C
t t

τ ττ≤ + + +
α − α τ α − α τ∫ ∫  

 2
17 3

0

( )
,       0,

( ) ( )

t U d
C t T

t

τ τ
+ ∈

α − α τ∫ [ ] . (26) 

Äîäàþ÷è (25), (26), ïðèõîäèìî äî íåð³âíîñò³ 

 18( , , ) ( , , )v x y t w x y t C+ ≤ +  

 
3

1 2
19 20

0 0

( ( ) ( ))
,   ( , , )

( ) ( ) ( ) ( )

t t

T

U U ddC C x y t
t t

τ + τ ττ+ + ∈ Ω
α − α τ α − α τ∫ ∫ . (27) 

Ç (27) âèïëèâàº âèêîíàííÿ íåð³âíîñò³ 

 1 2 18( ) ( )U t U t C+ ≤ +  

 1 2
19 20 3

0 0

( ( ) ( ))
,   0,

( ) ( ) ( ) ( )

t t U U ddC C t T
t t

τ + τ ττ+ + ∈
α − α τ α − α τ∫ ∫ [ ] . 

Óâ³âøè ïîçíà÷åííÿ 1 2( ) ( ) ( )U t U t U t≡ + , îòðèìóºìî 

 18 19 20 3
0 0

( )
( ) ,   0,

( ) ( ) ( ) ( )

t t U ddU t C C C t T
t t

τ ττ≤ + + ∈
α − α τ α − α τ∫ ∫ [ ] . (28) 

Ç ð³âíÿííÿ (19) âñòàíîâëþºìî, ùî 
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 21 21 21

1 1 2
( )

( ) ( ) ( ) ( )
C C C

a t
U t U t U t U t

≥ ≥ =
+

, (29) 

äå 21 0C >  – â³äîìà êîíñòàíòà. Ç (29) îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü 
21

( ) ( )
1

a t U t
C

≤ . Òî-

ä³ (28) íàáóäå âèãëÿäó 

 
2

18 22 23
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

t ta U d a U d
U t C C C

t t

τ τ τ τ τ τ
≤ + +

α − α τ α − α τ∫ ∫  

àáî 

 
2

18 24
0

( ) ( ) 1/2
( )

( ) ( )

t a U
U t C C d

t

τ τ +
≤ + τ

α − α τ∫
[ ]

. 

Ïîçíà÷èâøè 1( ) ( )
2

W t U t= + , ïåðåõîäèìî äî íåð³âíîñò³ 

 
2

25 24
0

( ) ( )
( )

( ) ( )

t a W d
W t C C

t

τ τ τ
≤ +

α − α τ∫ . (30) 

Ïîäàëüø³ ïåðåòâîðåííÿ íåð³âíîñò³ (30) ïðîâîäèìî òàê, ÿê ó [2]. Ùîá îö³íèòè 

³íòåãðàë 
2

0

( ) ( )

( ) ( )

t a W d

t

τ τ τ
α − α τ∫ , ï³äíåñåìî íåð³âí³ñòü (30) äî êâàäðàòó, çàì³íèìî t  

íà σ , äîìíîæèìî ë³âó òà ïðàâó ÷àñòèíó íà 
( )

( ) ( )

a

t

σ
α − α σ

 ³ ïðî³íòåãðóºìî 

éîãî â³ä 0 äî t . Âèêîðèñòîâóþ÷è íåð³âí³ñòü Êîø³, îòðèìàºìî 

 
2

2
25

0 0

( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( ) ( )

t ta W d a d
C

t t

σ σ σ σ σ
≤ +

α − α σ α − α σ∫ ∫  

 
22

2
24

0 0

( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( ) ( )

t a W d a d
C

t

σ τ τ τ σ σ +  α σ − α τ α − α σ ∫ ∫ . 

Âðàõîâóþ÷è îö³íêó (22) ³ çàñòîñîâóþ÷è íåð³âí³ñòü Êîø³ – Áóíÿêîâ-
ñüêîãî, îòðèìàí³é íåð³âíîñò³ íàäàìî âèãëÿäó 

 
2 4

26 27
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t ta W d a d a W d
C C

t t

σσ σ σ σ σ τ τ τ
≤ +

α − α σ α − α σ α σ − α τ∫ ∫ ∫ . 

Çì³íèâøè ïîðÿäîê ³íòåãðóâàííÿ â îñòàííüîìó äîäàíêó ³ âðàõóâàâøè 
ð³âí³ñòü 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

t a d

tτ

σ σ
= π

α − α σ α σ − α τ∫ ( )( )
, 

ïðèõîäèìî äî îö³íêè 

 
2

4
26 28

0 0

( ) ( )
( )

( ) ( )

t ta W d
C C W d

t

σ σ σ
≤ + τ τ

α − α σ∫ ∫ , (31) 

äå 26 28,  C C  – â³äîì³ äîäàòí³ ñòàë³. 
Âèêîðèñòàâøè (31), íåð³âí³ñòü (30) çàïèøåìî ÿê 

 4
29 30

0

( ) ( )
t

W t C C W d≤ + τ τ∫ . (32) 
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Ïîçíà÷èâøè ïðàâó ÷àñòèíó (32) ÷åðåç ( )V t , ïðèõîäèìî äî íåð³âíîñò³ 

 4
30( ) ( )V t C V t′ ≤ . 

Ðîçä³ëèìî îñòàííþ íåð³âí³ñòü íà 4 ( )V t , çàì³íèìî t  íà σ  ³ ïðî³íòåãðóºìî 

ïî σ  â³ä 0 äî t . Âðàõóâàâøè, ùî 29(0)V C= , îòðèìàºìî îö³íêó 

 29
433

29 30

( ) ,          0,
1 3

C
V t t T

C C t
≤ ∈

−
[ ] , 

çà óìîâè, ùî ÷èñëî 4 4,  0T T T< < , âèáðàíî òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü íåð³â-
í³ñòü 

 3
29 30 41 3 0C C T− > . 

Òîä³ 

 31 4( ) ,          0,V t C t T≤ ∈ [ ] . 

Ïîâåðòàþ÷èñü äî íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ ( )W t , âñòàíîâëþºìî, ùî 

 2 4( ) ,       0,W t M t T≤ < ∞ ∈ [ ] . (33) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (33) òà ââåäåí³ ïîçíà÷åííÿ, îäåðæóºìî íàñòóïí³ îö³íêè: 

 
43 4( , , ) ,        ( , , ) ,       ( , , ) Tv x y t M w x y t M x y t≤ < ∞ ≤ < ∞ ∈ Ω , (34) 

ùî äîçâîëÿº îòðèìàòè îö³íêó ( )a t  çíèçó 

 0 4( ) 0,       0,a t A t T≥ > ∈ [ ] . (35) 

Ïðè íàÿâíîñò³ îö³íîê (20), (22), (34), (35) ïåðåâ³ðêà âèêîíàííÿ óìîâ 
òåîðåìè Øàóäåðà ïðîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî, ÿê ó ðîáîò³ [4], ÿêùî ïîçíà÷èòè 

0 3 4min ,T T T= { } . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Çíàéäåìî äîâæèíó ïðîì³æêó 10,T[ ] . ×èñëî 1 1,  0T T T< ≤ , ïîâèííî çà-
äîâîëüíÿòè óìîâó (18), ùî çàáåçïå÷óºòüñÿ âèêîíàííÿì òàêî¿ íåð³âíîñò³: 

 1 0 21 0 1
0 0 0

1 min ( , ) ( , , ,0) (0, , , 0, , ) ( , )
2

t

x
D

x y G y t d G y t τϕ η η ≥ η τ µ η τ −∫ ∫ ∫ [
 

 

 1 21 0 2
0 0

(0, , ) ( ) ( , ) (0, , , , , ) ( , )
t

f a d d G y t hηη τ− η τ − τ µ η τ η τ − η τ µ η τ −∫ ∫] [


 

 2 21 0 3
0 0

( , , ) ( ) ( , ) (0, , , ,0, ) ( , )
t h

f h a d d G y tηη η ξ− η τ − τ µ η τ η τ − ξ τ µ ξ τ −∫ ∫] [  

 21 0 4(0, , , , , ) ( , ) ( )G y t a d dη ξ− ξ τ µ ξ τ τ ξ τ −]  

 21 0 11 0
0 0 0

(0, , , , , ) ( , , ) (0, , , , , )
t h

xG y t f G y tξ− ξ η τ ξ η τ + ξ η τ ×∫ ∫ ∫


{  

 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )b u b uξ η× ξ η τ ξ η τ + ξ η τ ξ η τ +[  

 ( , , ) ( , , )c u d d d+ ξ η τ ξ η τ ξ η τ]} , (36) 

äå 1( , , , )G y t η τ  – ôóíêö³ÿ ¥ð³íà ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ îäíîâèì³ðíîãî 
ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³. Îö³íèâøè çâåðõó ïðàâó ÷àñòèíó íåð³âíîñò³ (36) ³ 
âèêîðèñòàâøè îö³íêè (22), (34), (35), îòðèìàºìî îö³íêó äëÿ 1T . 
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3. ªäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó. Ïåðåéäåìî äî ïèòàííÿ ïðî ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ (1)–(5). 

Òåîðåìà. Íåõàé âèêîíóºòüñÿ óìîâè 

(A5):  ( , , ) ( ),     1,2,     ( , , ) ( );     ( , , ),  1,2i T T ib x y t C i c x y t C b x y t i∈ Ω = ∈ Ω = , 

( , , )c x y t  çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà â TΩ  çà ïðîñòîðîâèìè 

çì³ííèìè ç ïîêàçíèêîì ,  0 1β < β < ; 

(A6):  ( ) 0,       0,t t Tν > ∈ [ ] . 

Òîä³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(5) ºäèíèé. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ³ñíóº äâà ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ ( , )i ia u , 

1, 2i = . Ïîçíà÷èìî 1 2 1 2( ) ( ) ( ),   ( , , ) ( , , ) ( , , )A t a t a t U x y t u x y t u x y t= − = − . Òîä³ 

ïàðà ôóíêö³é ( ,  )A U  çàäîâîëüíÿº óìîâè 

 1 2 1 2( ) ( ) ( , , ) ( , , )t x yU a t U A t u b x y t U b x y t U= ∆ + ∆ + + +  

 ( , , ) ,        ( , , ) Tc x y t U x y t+ ∈ Ω , (37) 

 0 0 0 0t x x h y yU U U U U= = = = == = = = = , (38) 

 1 0 2 0( ) (0, , ) ( ) (0, , ),       0,x xa t U y t A t u y t t T= − ∈ [ ] . (39) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêö³þ ¥ð³íà 11G∗  çàäà÷³ (37), (38), ¿¿ ðîçâ’ÿçîê çîáðàçèìî 
òàêèì ÷èíîì: 

 11 2
0 0 0

( , , ) ( , , , , , ) ( )
t h

U x y t G x y t A u d d d∗= ξ η τ τ ∆ ξ η τ∫ ∫ ∫


. 

Ï³äñòàâëÿþ÷è éîãî â óìîâó ïåðåâèçíà÷åííÿ (39), îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ â³ä-
íîñíî íåâ³äîìî¿ ( )A t : 

 2 0 1 11 0 2
0 0 0

( ) (0, , ) ( ) (0, , , , , ) ( )
t h

x xA t u y t a t G y t A u d d d∗= − ξ η τ τ ∆ ξ η τ∫ ∫ ∫


. 

Îñê³ëüêè 2 2( ( ), ( , , ))a t u x y t  – ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(5), òî 

 2 2 0( ) (0, , ) ( )xa t u y t t= ν  

³ ç óìîâè (A6) âèïëèâàº, ùî 2 0(0, , ) 0,  0,xu y t t T> ∈ [ ] . Òîä³ ç âëàñòèâîñòåé 

³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó îòðèìóºìî ( ) 0,  0,A t t T≡ ∈ [ ] .  
Âíàñë³äîê ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó ïðÿìî¿ çàäà÷³ (37), (38) îòðèìóºìî, ùî 

( , , ) 0,  ( , , ) TU x y t x y t≡ ∈ Ω . Îòæå, ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(5) ºäèíèé.  

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Çàóâàæèìî, ùî ïîä³áí³ òåîðåìè ìîæíà äîâåñòè ó âèïàäêó óìîâ ïåðå-
âèçíà÷åííÿ âèãëÿäó 

 0 0( ) (0, , ) ( , 0, ) ( )x ya t u y t u x t t+ = ν[ ] , 

äå 0 0,  x y  – äîâ³ëüí³ ô³êñîâàí³ òî÷êè ç ïðîì³æê³â (0, ),  (0, )h   â³äïîâ³äíî. 
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ СТАРШЕГО КОЭФФИЦИЕНТА 
В ДВУМЕРНОМ ПАРАБОЛИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ  
 
Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè íåèçâåñòíîãî ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà â 
äâóìåðíîì ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò êîýôèöèåíò 
çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè. 
 
INVERSE PROBLEM OF DETERMINATION OF LEADING 
COEFFICIENT IN TWO-DIMENSIONAL PARABOLIC EQUATION 
 
We establish the existence and uniqueness conditions for solution of the inverse 
problem, which consists in finding the unknown leading coefficient in two-dimensional 
parabolic equation. It is assumed that this coefficient depends only on time. 
 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 28.12.02 


