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ВАРІАЦІЙНА МОДЕЛЬ НЕЛІНІЙНОЇ МЕХАНІКИ 
ІНЕРЦІЙНИХ ПРУЖНИХ СИСТЕМ  
 

Íà îñíîâ³ ïîâíîãî ôóíêö³îíàëà Ãàì³ëüòîíà ñôîðìóëüîâàíî âàð³àö³éíó ïîñòà-
íîâêó êðàéîâèõ çàäà÷ íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíèõ ïðóæíèõ ñèñòåì. 
Âñòàíîâëåíî ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ëîêàëüíîãî ñòàíó, ÿê³ âðàõîâóþòü åôåê-
òè âçàºìîâïëèâó ïîñòóïàëüíî¿, îáåðòàëüíî¿ ³ äåôîðì³âíî¿ ôîðì ðóõó òà ðå-
ëàêñàö³éí³ ÿâèùà.  

 
Ïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ òà âèãîòîâëåííÿ åëåìåíò³â êîí-

ñòðóêö³é ³ ïðèëàä³â, ÿê³ ïðàöþþòü â óìîâàõ ä³¿ íåñòàö³îíàðíèõ ïåð³îäè÷íî 
çì³ííèõ â ÷àñ³ çîâí³øí³õ íàâàíòàæåíü, ò³ñíî ïîâ’ÿçàíà ç ïîáóäîâîþ ìàòåìà-
òè÷íèõ ìîäåëåé íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè, ÿê³ á íàéá³ëüø àäåêâàòíî âðàõîâóâàëè 
³íåðö³éí³ ïàðàìåòðè õàðàêòåðíèõ ôîðì ðóõó, à òàêîæ ðåëàêñàö³éí³ åôåêòè 
ïðîöåñó äåôîðìóâàííÿ. Ïîñòàíîâêà ö³º¿ ïðîáëåìè òà øëÿõè ¿¿ âèð³øåííÿ 
íà îñíîâ³ äèôóç³éíî¿ òåîð³¿ íåïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ ìåòàëåâèõ ò³ë âè-
ñâ³òëåí³ ó ðîáîòàõ ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à [6, 7]. Òóò, çîêðåìà, âïåðøå ââåäåíî 
òåíçîðí³ ïàðàìåòðè ³íåðö³éíîñò³: òåíçîð ãóñòèíè òà òåíçîð õ³ì³÷íîãî ïîòåí-
ö³àëó.  

Åíåðãåòè÷í³ àñïåêòè ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íåë³í³éíî¿ ìåõà-
í³êè íàâåäåíî â ðîáîòàõ [2, 4]. Çà òàêèì ï³äõîäîì ó ðîáîò³ [3] îäåðæàíî âè-
çíà÷àëüí³ ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ëîêàëüíîãî ñòàíó ç óðàõóâàííÿì âçàºìî-
çâ’ÿçêó òåíçîðíèõ õàðàêòåðèñòèê äåôîðìàö³éíî¿ òà ³íåðö³éíî¿ ôîðì ðóõó.  

Âàð³àö³éí³ ï³äõîäè òà ìåòîäèêó ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íåë³-
í³éíî¿ ìåõàí³êè ïðóæíèõ ñèñòåì ç âèêîðèñòàííÿì ïîâíèõ ôóíêö³îíàë³â Ãà-
ì³ëüòîíà â³äîáðàæåíî ó ðîáîòàõ [1, 5].  

Ó ö³é ðîáîò³ â ðîçâèòîê ðåçóëüòàò³â, îòðèìàíèõ ó ñòàòò³ [3], ïðîïîíó-
ºòüñÿ âàð³àö³éíà ïîñòàíîâêà êðàéîâèõ çàäà÷ íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè ³íåðö³éíèõ 
ïðóæíèõ ñèñòåì íà îñíîâ³ ïîâíîãî ôóíêö³îíàëà Ãàì³ëüòîíà.  

Âèõ³äí³ ïîëîæåííÿ ìîäåë³. Ðîçãëÿäàºìî çàìêíåíó (ìàñî³çîëüîâàíó) 

òåðìîïðóæíó ñèñòåìó ∗K  íåïåðåðâíî ðîçïîä³ëåíèõ ìàòåð³àëüíèõ åëåìåí-

ò³â (òî÷îê) k ∗∈ K , ÿêà ó â³äë³êîâîìó (ïðèðîäíîìó) ñòàí³ ( 0t t≤ , äå t  – ÷àñ), 

íåíàâàíòàæåíà, îäíîð³äíà òà á³ºêòèâíî â³äîáðàæàºòüñÿ íà îáëàñòü 0 0X X∗ ∗∂  

åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó. Òåðìîäèíàì³÷íèé ñòàí ó â³äë³êîâ³é êîíô³ãóðàö³¿ õà-
ðàêòåðèçóºìî òåìïåðàòóðîþ (0)T  ³ ãóñòèíîþ åíòðîï³¿ (0)s , õ³ì³÷íèì ïîòåíö³-

àëîì (0)µ  ³ ãóñòèíîþ ìàñè (0)ρ . 

Íà ïðîì³æêó ÷àñó 1 2,t t[ ] , 1 0t t≥ , ñèñòåìà ∗K  ïåðåáóâàº ï³ä ä³ºþ ñòà-

òè÷íî òà äèíàì³÷íî ïðèêëàäåíîãî çîâí³øíüîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ, ÿêå 
çóìîâëþº òåðìîìåõàí³÷í³ ïðîöåñè òà çì³íó ëîêàëüíîãî ñòàíó ô³çè÷íî ìàëèõ 

ï³äñèñòåì ∗δ ⊂K K . ²äåíòèô³êàö³þ äîâ³ëüíî¿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè k ∗∈ K  ðå-
àë³çóºìî çà äîïîìîãîþ ðàä³óñà-âåêòîðà 0r  ì³ñöÿ ö³º¿ òî÷êè ó â³äë³êîâ³é êîí-

ô³ãóðàö³¿, à ¿¿ ðîçì³ùåííÿ â àêòóàëüíèé ìîìåíò ÷àñó t  – çà äîïîìîãîþ ðà-
ä³óñà-âåêòîðà 0= +r r u , äå 0( , )tu r  – âåêòîð ïåðåì³ùåííÿ.  

Àäèòèâíîþ ì³ðîþ ñòàíó (ñèòóàö³¿) óÿâíî âèä³ëåíî¿ ï³äñèñòåìè ∗⊂K K  
º åíåðã³ÿ ( , )E tK . Ë³í³éíà ÷àñòèíà ïðèðîñòó åíåðã³¿ íà ìàëîìó ïðîì³æêó 

÷àñó ( , )t t dt+  äîð³âíþº  
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d J dt d V
t

+
++ +

∂

∂    = + ⋅ − δΣ + ⋅ δ    ∂    ∫ ∫P u uf , (1) 

äå 0( , )E E t= r  – ãóñòèíà åíåðã³¿; 0( , )n n t+ += r   – âåêòîð ñòàòè÷íî ïðèêëàäå-

íîãî ïîâåðõíåâîãî íàâàíòàæåííÿ; 0( , )n n t+ +=P P r  – âåêòîð ³ìïóëüñó äèíàì³÷-

íî¿ ñêëàäîâî¿ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ; 0( , )t+ += rf f  – âåêòîð ãóñòèíè ìà-

ñîâèõ ñèë; 0( , )
n nQ QJ J t+ += r  – íîðìàëüíà ñêëàäîâà ïîòîêó òåïëà â ñèñòåìó.  

Ó ð³âíÿíí³ (1) ³ íàäàë³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìàòåð³àëüíèé ï³äõ³ä. Ïðè öüî-
ìó íîðìóâàííÿ àäèòèâíèõ ïàðàìåòð³â ô³çè÷íî ìàëèõ ï³äñèñòåì δ ⊂K K  
ïðîâîäèòüñÿ çà îá’ºìîì 0Vδ  ó â³äë³êîâ³é êîíô³ãóðàö³¿ (îáëàñòü 0Xδ ) òà â³ä-

ïîâ³äíî ïàðàìåòð³â ïîâåðõíåâî¿ ä³¿ çà ïëîùåþ 0δΣ  ô³çè÷íî ìàëî¿ ïîâåðõí³ 

0 0X Xδ∂ ⊂ ∂  ï³äñèñòåìè K  ó ö³é ñàì³é êîíô³ãóðàö³¿.  

Çà ³äåàëüíîãî ìåõàí³÷íîãî òà òåïëîâîãî êîíòàêòó íà ïîâåðõí³ 0Xδ  âè-

êîíóþòüñÿ òàê³ ãðàíè÷í³ óìîâè:  

 ˆˆ ,      ,      n n Qn Qn Q n nJ J+ + += ≡ ⋅ = ≡ ⋅ = ≡ ⋅n n J P P n P   . (2) 

Ó çàïèñàíèõ óìîâàõ (2) 0( , )Q Q t≡J J r  – âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêó, ˆ ˆ
0( , )t≡ r   

– òåíçîð íàïðóæåíü Ï³îëè – Ê³ðõãîôà ïåðøîãî ðîäó, ˆ ˆ
0( , )t=P P r  – òåíçîð 

³ìïóëüñó ³íåðö³éíîãî äåôîðìóâàííÿ, n  – çîâí³øíÿ íîðìàëü äî ïîâåðõí³.  
ßêùî ó áàëàíñîâîìó ð³âíÿíí³ (1) âèêîðèñòàòè ãðàíè÷í³ óìîâè (2) i ïå-

ðåéòè â³ä ïîâåðõíåâîãî ³íòåãðàëó ïî îáëàñò³ 0X∂  äî îá’ºìíîãî ïî îáëàñò³ 

0X , òî áàçîâå åíåðãåòè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ íàáóâàº âèãëÿäó  

 
ˆ

ˆ
0 0

0 0 0Q
X X

ddE V d dt d dV
dt

+   δ = ⋅ + ⋅ − + ⋅      ∫ ∫ P u J uf  . (3) 

Ïðè ëîêàëüíîìó îïèñ³ òåïëîâèõ ïðîöåñ³â ó òåðìîìåõàí³÷íèõ ñèñòåìàõ 
ïðèéìàþòü, ùî ïîò³ê òåïëà Q sT=J J , äå 0( , )T T t= r  – àáñîëþòíà òåìïåðà-

òóðà, 0( , )s s t=J J r  – ïîò³ê åíòðîï³¿. Òîä³ ð³âíÿííÿ áàëàíñó òåïëà ìîæíà 

òðàíñôîðìóâàòè ó ð³âíÿííÿ áàëàíñó åíòðîï³¿  

 0
0 ,       s s s s

Tds
dt T

 = − ⋅ + σ σ = − ⋅ 
 

J J


 , 

äå 0( , )s s t= r  – ãóñòèíà åíòðîï³¿, 0sσ ≥  – âèíèêíåííÿ åíòðîï³¿, 0
0

∂≡
∂r

  – 

äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð Ãàì³ëüòîíà. Ïðè öüîìó ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 0( )Q dt T ds− ⋅ =J , 

ÿêà äîçâîëÿº ïîäàòè ð³âíÿííÿ áàëàíñó åíåðã³¿ (3) òàê:  

 
ˆ

ˆ
0 0

0 0 0
X X

ddE V Tds d d V
dt

+   δ = + ⋅ + ⋅ + ⋅ δ      ∫ ∫ P u f u  . (4) 

Åíåðãåòè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ (4) âèêîíóºòüñÿ äëÿ äîâ³ëüíî¿ ìèñëåííî âèä³-

ëåíî¿ ï³äñèñòåìè ∗⊂K K , ó òîìó ÷èñë³ ³ äëÿ ô³çè÷íî ìàëî¿ îáëàñò³ δ ⊂K  
∗⊂ K . Íà ï³äñòàâ³ öüîãî îäåðæóºìî òàêó ëîêàëüíó äèôåðåíö³àëüíó 1-ôîðìó 
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äëÿ ãóñòèíè åíåðã³¿ 0( , )E E t= r :  

 
ˆ ˆ

ˆ ˆ
0 0( )d ddE d d Tds

dt dt
+    = ⋅ + + ⋅ + + ⋅ ⋅ ⊗ +        

P Pf u u     . (5) 

Ââåäåìî ãóñòèíó ³ìïóëüñó ïîñòóïàëüíîãî ðóõó  

 
ˆ

ˆ
1

0

t

t

d dt
dt

+  = ⋅ + +    ∫ Pp f 
   

òà âèêîðèñòàºìî òîòîæí³ñòü  

 
ˆ ˆ

0 0( ) ( )
d dd d d d
dt dt

⋅ + ⋅ ⋅ ⊗ ≡ ⋅ + ⊗ ⋅ ⋅p Pu u v p v P   . 

Òîä³ ð³âíÿííÿ (5) ìîæíà ïîäàòè òàê:  

 dE d H d U′ ′= + , 

 ˆ ˆ
0 0,         ( )d H d d d U Tds d′ ′= ⋅ + ⊗ ⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅ ⊗v p v P u    . (6) 

Òóò d
dt

= uv  – âåêòîð øâèäêîñò³; 0
d
dt t

∂≡ + ⋅
∂

v   – îïåðàòîð ñóáñòàíö³î-

íàëüíî¿ ïîõ³äíî¿ çà ÷àñîì.  
Ñêëàäîâà d H′  õàðàêòåðèçóº çì³íó åíåðã³¿ ³íåðö³éíîãî ðóõó ô³çè÷íî 

ìàëî¿ ï³äñèñòåìè, à ñêëàäîâà d U′  – çì³íó åíåðã³¿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàì³÷-
íîãî ñòàíó. Ïðè öüîìó áàçîâèìè ïàðàìåòðàìè ³íåðö³éíîãî ðóõó º ãóñòèíè 

³ìïóëüñ³â p  ³ P̂  ïîñòóïàëüíîãî òà äåôîðìàö³éíîãî ðóõó, à ñïðÿæåíèìè äî 

íèõ – âåêòîð øâèäêîñò³ v  òà òåíçîð øâèäêîñòåé äåôîðìàö³é 0 ⊗ v  â³äïî-

â³äíî. Áàçîâèìè ïàðàìåòðàìè ëîêàëüíîãî ñòàíó º ãóñòèíà åíòðîï³¿ s  ³ òåí-
çîð äåôîðìàö³¿ 0 ⊗ u  (òåíçîð ´ðàä³ºíòà ì³ñöÿ). Ñïðÿæåíèìè äî íèõ º òåì-

ïåðàòóðà T  ³ òåíçîð íàïðóæåíü ̂  (òåíçîð Ï³îëè – Ê³ðõãîôà ïåðøîãî 
ðîäó).  

Áóäåìî ââàæàòè íàäàë³, ùî ³íåðö³éíà ïðóæíà ñèñòåìà ∗K  çíàõîäèòüñÿ 
ï³ä ä³ºþ ëèøå ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ, òîìó òåðì³÷íèìè åôåêòàìè áóäåìî 
íåõòóâàòè 0T T≈ . Òîä³ åíåðãåòè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ (6) íàáóâàº âèãëÿäó  

 ˆ ˆ
0 0( )dF d d d= ⋅ + ⊗ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⊗v p v P u    , (7) 

äå 0F E T s= − .  

Ïðèéìàºìî, ùî ïðîöåñè äåôîðìóâàííÿ òà ³íåðö³éíîãî ðóõó º âçàºìî-
çâ’ÿçàíèìè òà ïîòåíö³àëüíèìè. Òîä³ äèôåðåíö³àëüíà 1-ôîðìà (7) º ïîâíèì 

äèôåðåíö³àëîì íà ôàçîâîìó ïðîñòîð³ ïàðàìåòð³â ˆ
0( , , )⊗p P u .  

ßêùî ïðóæíèé ïîòåíö³àë ˆ
0( , , )F ⊗p P u  º çàäàíèì, òî ìîæíà çàïèñàòè 

òàê³ âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ëîêàëüíî¿ ñèòóàö³¿ (ñòàíó):  

 ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ1 0 0 2 0( , , ),       ( , , )F F∂ ∂= ≡ ⊗ ⊗ = ≡ ⊗

∂ ∂
v p P u v p P u

p P
     , 

 ˆ ˆˆ
3 0

0

( , , )F∂= ≡ ⊗
∂ ⊗

p P u
u

  


. (8) 

Íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè ïîêëàäåí³ â îñíîâó çàïðîïîíîâàíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ 
ìîäåë³ ìåõàí³êè ³íåðö³éíèõ ïðóæíèõ ñèñòåì [3] ³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òóò ïðè 
âàð³àö³éíîìó ôîðìóëþâàíí³ êðàéîâèõ çàäà÷ íà îñíîâ³ ïîâíèõ åíåðãåòè÷íèõ 
ôóíêö³îíàë³â.  
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Âàð³àö³éíà ïîñòàíîâêà êðàéîâèõ çàäà÷. Çà âèõ³äíèé ïðèéìàºìî ïîâ-
íèé åíåðãåòè÷íèé ôóíêö³îíàë Ãàì³ëüòîíà, ÿêèé çàïèñàíèé çà ï³äõîäîì Ëà´-

ðàíæà äëÿ îáëàñò³ ò³ëà 0 0X X∗ ∗∂  íà ïðîì³æêó ÷àñó 1 2[ )t t, :  

 ˆ ˆ
2

1 0

0 0 0, , , ( , , )
t

t X

d
H H dV

dt
∗

+
∗

   ⊗ = ⊗ + − ⋅ −     ∫ ∫
p

p P u u p P u f u [ ]  

 ˆ

0 0

+ +
0 (2) (2) 0 (2) (2) 0( )n

n

X X

d
d dt dV

dt∗ ∗

+
+

∂

  − + ⋅ Σ − ⋅ + ⊗ ⋅ ⋅     ∫ ∫
P

u u p u P  [ ] . (9) 

Òóò ˆ
0( , , )H ⊗p P u  – ôóíêö³ÿ Ãàì³ëüòîíà; n

n n

d
dt

+
+ +

∗
 + ≡ 
 

P
   – âåêòîð åôåê-

òèâíîãî ïîâåðõíåâîãî íàâàíòàæåííÿ; (2) 0 (2), ( )+ +⊗u u  – çàäàí³ â ê³íöåâèé 

ìîìåíò ÷àñó 2t t=  âåêòîð ïåðåì³ùåííÿ ³ òåíçîð äåôîðìàö³¿. Ïðè öüîìó 

âðàõîâàíî, ùî â ïî÷àòêîâîìó ñòàí³ 1( )t t≤  ³íåðö³éíà ìåõàí³÷íà ñèñòåìà íå-
íàâàíòàæåíà.  

Ïåðøà âàð³àö³ÿ ôóíêö³îíàëà Ãàì³ëüòîíà ïîäàºòüñÿ òàê:  

 ˆ ˆ
ˆ

2

1 0

0 0, , ,
t

t X

H HH
∗

∗
 ∂ ∂   δ ⊗ = − ⋅ δ + − ⊗ ⋅ ⋅ δ +     ∂   ∂∫ ∫p P u u v p v P

p P
  [ ]  

 ˆ
0 0

0

( )H dV∂  + − ⋅ ⋅ δ ⊗ +  ∂ ⊗ 
u

u
 


  

 

0

0
n n

n n

X

d d
d dt

dt dt∗

+
+

∂

  + + − − ⋅ δ Σ +     ∫
P P

u   

 

0

(2) (2) (2) (1) (1)( )
X∗

++ − ⋅ δ − ⋅ δ +∫ u u p u p{  

 ˆ ˆ
0 (2) 0 (2) (2) 0 (1) (1) 0( ) ( ) ( ) dV++ ⊗ − ⊗ ⋅ ⋅ δ − ⊗ ⋅ ⋅ δu u P u P [ ]   } . 

Ç âàð³àö³éíîãî ð³âíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ³íåðö³éíîãî ïðóæíîãî ò³ëà  

 ˆ
0, , , 0H∗δ ⊗ =p P u u[ ]  

âèïëèâàþòü òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîäåë³ ó ëîêàëüíîìó ôîðìóëþâàíí³:  
– âèçíà÷àëüí³ ô³çè÷í³ ð³âíÿííÿ  

 ˆ
0( , , )H∂= ≡ ⊗

∂
v v p P u

p
 , 

 ˆ
ˆ0 0 0( )( , , )H∂⊗ = ≡ ⊗ ⊗

∂
v v p P u

P
   , 

 ˆˆ ˆ
0

0

( , , )H∂= ≡ ⊗
∂ ⊗

p P u
u

  


 (10) 

â îáëàñò³ 0 1 2[ , ]X t t∗  ;  

– ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõí³ ò³ëà  

 n n
n n

d d
dt dt

+
+  + = +  

 

P P
   

â îáëàñò³ 0 1 2[ , ]X t t∗∂  ;  
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– ÷àñîâ³ ãðàíè÷í³ óìîâè  

 0 1 0 2 (2) 0( , ) 0,       ( , ) ( )t t += =u r u r u r , 

 0 0 1 0 0 2 0 (2) 0( )( , ) 0,    ( )( , ) ( ) ( )t t +⊗ = ⊗ = ⊗u r u r u r   . 

Ñôîðìóëüîâàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (10) âêàçóþòü íà òå, ùî ôóíêö³ÿ Ãà-

ì³ëüòîíà ˆ( , , )H ⊗p P u  º ôóíêö³ºþ ëîêàëüíîãî ñòàíó ³íåðö³éíî¿ ïðóæíî¿ 
ñèñòåìè ³ â³äïîâ³äíî äèôåðåíö³àëüíà 1-ôîðìà  

 ˆ ˆ
0 0( ) ( )dH d d d= ⋅ + ⊗ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⊗v p v P u     (11) 

º ïîâíèì äèôåðåíö³àëîì íà ôàçîâîìó ïðîñòîð³ ˆ( , , )⊗p P u .  
Çàóâàæèìî, ùî äèôåðåíö³àëüíà 1-ôîðìà (11) äëÿ ôóíêö³¿ Ãàì³ëüòîíà 

ñï³âïàäàº ç äèôåðåíö³àëüíîþ 1-ôîðìîþ (7) äëÿ ïðóæíîãî ïîòåíö³àëó â³ëü-

íî¿ åíåðã³¿ Ãåëüìãîëüöà ˆ( , , )F ⊗p P u . Òîìó ìîæíà ïðèéíÿòè, ùî  

 ˆ ˆ( , , ) ( , , )H F⊗ ≡ ⊗p P u p P u  . 

Äîñòàòíüîþ óìîâîþ ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà Ãàì³ëüòîíà (9) º óìîâà éîãî 
îïóêëîñò³, òîáòî óìîâà äîäàòíî¿ âèçíà÷åíîñò³ éîãî äðóãî¿ âàð³àö³¿:  

 ˆ
2

1 0

2 2
0 0, , , 0

t

t X

d
H H dV dt

dt
∗

∗
   δ ⊗ = δ + ⋅ >      ∫ ∫

p
p P u u u[ ] . (12) 

ßêùî âðàõóâàòè, ùî  

 ( )
d d
dt dt

= ⋅ − ⋅p
p u p v , 

òî âàð³àö³éíó óìîâó (12) ìîæíà ïîäàòè òàê:  

 
2

1 0 0

2 2 2
0 (2) (2) 0( ) ( ) 0

t

t X X

H H dV dt dV
∗ ∗

∗
 

δ = δ − ⋅ + δ ⋅ > 
 

∫ ∫ ∫p v p u . 

Ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ. ²çîòðîïí³ ñèñòåìè. Â ³íåðö³éíèõ äåôîðì³â-
íèõ ñèñòåìàõ ôóíêö³ºþ ëîêàëüíîãî ñòàíó (ëîêàëüíî¿ ñèòóàö³¿) ô³çè÷íî ìà-
ëî¿ ï³äñèñòåìè ∗δ ∈K K  â ³çîòåðì³÷íèõ óìîâàõ º ïîòåíö³àë â³ëüíî¿ åíåðã³¿ 

ˆ( , , )F ⊗p P u , ÿêèé îäíî÷àñíî ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê â³äïîâ³äíó ìîäåë³ 

ôóíêö³þ Ãàì³ëüòîíà ˆ( , , )H ⊗p P u , äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ äèôåðåíö³àëüí³ 
1-ôîðìè (7) ³ (11) â³äïîâ³äíî. Äëÿ ïîòåíö³àëüíîãî îïèñó ³íåðö³éíî¿ ñèñòåìè 
âèêîíóþòüñÿ ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) ³ (10).  

Ïåðø³ äâà ç ð³âíÿíü (10) ñêëàäàþòü äèíàì³÷íó ñèñòåìó ð³âíÿíü äåôîð-
ìàö³éíî¿ òà ïîñòóïàëüíî¿ ôîðì ðóõó ô³çè÷íî ìàëî¿ ï³äñèñòåìè ç óðàõóâàí-
íÿì åôåêò³â ¿õ âçàºìîâïëèâó. Âîäíî÷àñ òðåòº ð³âíÿííÿ º ð³âíÿííÿì ëîêàëü-
íîãî ð³âíîâàæíîãî ñòàíó ô³çè÷íî ìàëî¿ ï³äñèñòåìè, ÿêèé â³ääçåðêàëþº âðà-
õóâàííÿ ðåëàêñàö³éíèõ (äèñèïàòèâíèõ) åôåêò³â.  

Äëÿ ³çîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â ïðóæíèé ïîòåíö³àë ˆ
0( , , )F ⊗p P u  º ôóíê-

ö³ºþ â³ä ñêàëÿðíèõ ³íâàð³àíò³â ïàðàìåòð³â ëîêàëüíîãî ñòàíó ˆ
0( , , )⊗p P u . 

Ïðè âñòàíîâëåíí³ ë³í³éíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü ëîêàëüíîãî ñòàíó (ñèòóàö³¿) (8) 
äîñèòü îáìåæèòèñÿ ñêàëÿðíèìè ³íâàð³àíòàìè äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. 

Çà íåçàëåæí³ ³íâàð³àíòè ôàçîâèõ êîîðäèíàò ˆ
0( , , )⊗p P u  ìîæíà ïðèéíÿòè, 

çîêðåìà, òàê³:  

 ˆ ˆ ˆ(2) (3)
1 1 0( ) ,           ( )I I I I= ≡ ⋅ ⋅ = ⊗P P I u , 
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 ˆ ˆ(1) (2) (3)
2 2 2 0 0( ),       ,        ( ) ( )s s s sI I I I I I= ⋅ = ⋅ = ⊗ ⋅ ⊗p p P P u u ( ) ( ) , 

 ( ) ( )ˆ ˆ2 3
21 21 0 0,        ( ) ( )a a a aI I I I= ⋅ = ⊗ ⋅ ⊗P P u u  ( ( ) ) ( ( ) ) . 

Òóò âåðõí³ ³íäåêñè s a,  âêàçóþòü íà òå, ùî ðîçãëÿäàºìî ñèìåòðè÷íó àáî 
àíòèñèìåòðè÷íó ñêëàäîâó òåíçîðà.  

Äî íàâåäåíèõ ñêàëÿðíèõ ³íâàð³àíò³â íåîáõ³äíî äîëó÷èòè ñêàëÿðí³ ³íâà-
ð³àíòè, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü åíåðã³þ âçàºìîâïëèâó ëîêàëüíîãî ³íåðö³éíîãî 
ðóõó òà äåôîðìóâàííÿ  

 ˆ(12) (13)
2 2 0( ),       ( ( ))I I I I= × = × ⊗p P p u , 

 ˆ ˆ(23) (23)
2 0 2 0( ) ( ),      s s a aI I I I∗= ⋅ ⊗ = ⋅ ⊗P u P u ( ) ( ( ) ) . 

ßê íàñë³äîê îäåðæèìî òàê³ ô³çè÷í³ ð³âíÿííÿ ìîäåë³:  

 ˆ ˆˆ
0

1
∗ ∗

ρ = − β ⋅ ⋅ − α ρ ⋅ ⋅ ⊗  ρ ρ
v p ª P ª u


, 

 ˆ ˆ ˆ0 0 1
0 1

1 1 1 1 1
3 2

s d dP e   ⊗ = − β ρ + − β ρ +   ρ η η    
v I P e  


( )  

 ˆˆ ˆ
1

1

1 1
2

a
∗∗

ρ  ′+ − β ρ − β ⋅  ρ  η
P ª p

 , (13) 

 ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
0 1 1( ) 2 ( ) 2 ( )d dK e G G ∗

′ ′= − α ε + − α + − α − α ⋅I e ª p    . (14) 

Òóò  

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
0

1( ),      ( ) ,      ( ),      
3

s dP I e I e= = ⊗ = = −P e u e e e I , 

 ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
0 0

1( ) ,      ( ) ,      ( ),      
3

a s dI= ⊗ = ⊗ ε = = − εu v I      , 

 ˆ
0( )a= ⊗ v , 

ª̂  – àíòèñèìåòðè÷íèé òåíçîð Ëåâ³ – ×èâ³òà; ρ  – îá’ºìíà ãóñòèíà; ρ  – ë³-

í³éíà ãóñòèíà; K  – ìîäóëü îá’ºìíîãî ñòèñêó; G  – ìîäóëü çñóâó; G′  – ìî-

äóëü ïðóæíîãî ïîâîðîòó; 0 K∗ρ η ≡ ; 1 G∗ρ η ≡ ; 1 G∗
∗
′ρ η ≡ ; ( , , )K G G∗ ∗ ∗

′  – 

³íåðö³éí³ ìîäóë³ ïðóæíîñò³; 0 1 1( , , , )∗
′β β β β  – êîåô³ö³ºíòè âçàºìîâïëèâó ïàðà-

ìåòð³â ëîêàëüíîãî ³íåðö³éíîãî ðóõó, äåôîðìóâàííÿ òà ïðóæíèõ ïîâîðîò³â; 

0 1 1( , , , )∗
′α α α α  – êîåô³ö³ºíòè çàëåæíîñò³ ñêëàäîâèõ ³íåðö³éíîãî ðóõó â³ä ïà-

ðàìåòð³â äåôîðìóâàííÿ.  
Ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (13), (14) ìåõàí³êè ³íåðö³éíèõ ïðóæíèõ ñèñòåì 

äîçâîëÿþòü çàïèñàòè â³äïîâ³äí³ ìîäåë³ áàëàíñîâ³ ð³âíÿííÿ äëÿ ïîñòóïàëü-
íî¿, îáåðòàëüíî¿ ³ äåôîðìàö³éíèõ ôîðì ðóõó  

 
ˆ ˆˆˆ

0 0
l

d d d
dt dt dt

+
∗ ∗

ρ   ρ + α ⊗ = ⋅ + − β ⋅ ⋅ +    ρ   
v P Pv ª f   , 

 
ˆ ˆˆ0 1

0 0
1

( ) 1( )
2 2

a a
ad d d

dt dt dt∗∗

′ ⊗ β ρ  ρ + ⊗ = − β ⋅ ⋅     ρ  η 

v P Pv ª



  , 

 
ˆ0 0

0
0

( ) 1
3 3

d d
dt dt

⋅ β ρ + ⋅ =  η 
v Pv


 , 

 
ˆ

0 1
0

1

( ) ( )1( )
2 2

d s d
dd d

dt dt

⊗ β ρ + ⊗ =  η 
v P

v


 . (15) 
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Òðåòº ³ ÷åòâåðòå ç ð³âíÿíü (15) ñôîðìóëüîâàíî äëÿ ñêëàäîâèõ òåíçîðà 

0 ⊗ v , ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü çì³íó îá’ºìó òà ôîðìè ô³çè÷íî ìàëî¿ ï³äñèñ-

òåìè.  
Ð³âíÿííÿ (15) ðàçîì ç ô³çè÷íèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè (13), (14), à òàêîæ ç 

â³äïîâ³äíèìè ïðîñòîðîâî-÷àñîâèìè óìîâàìè º âèõ³äíèìè äëÿ ïîñòàíîâêè ³ 
ìàòåìàòè÷íîãî ôîðìóëþâàííÿ â³äïîâ³äíèõ ïðîñòîðîâî-÷àñîâèõ êðàéîâèõ 
çàäà÷ ìåõàí³êè ³íåðö³éíèõ ïðóæíèõ ñèñòåì. Âîäíî÷àñ, çàïðîïîíîâàíà âàð³-
àö³éíà ïîñòàíîâêà êðàéîâèõ çàäà÷ íà îñíîâ³ ïîâíîãî ôóíêö³îíàëà Ãàì³ëüòî-
íà ìîæå áóòè åôåêòèâíî âèêîðèñòàíà äëÿ ðîçðîáêè àëãîðèòì³â ³ ïðîãðàì 
ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ê³ëüê³ñíîãî àíàë³çó ïàðàìåòð³â äèíàì³÷íèõ ïðîöåñ³â.  

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (13) ìîæíà òðàêòóâàòè 
ÿê ïåðø³ ³íòåãðàëè ð³âíÿíü ðóõó (15) äëÿ äèíàì³÷íî¿ ³íåðö³éíî¿ ïðóæíî¿ 
ñèñòåìè ç óðàõóâàííÿì äèñèïàòèâíèõ åôåêò³â.  

Ðîáîòà âèêîíàíà çà ÷àñòêîâî¿ ô³íàíñîâî¿ ï³äòðèìêè Äåðæàâíîãî ôîíäó 
ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü (ïðîåêò ¹ 01.07/128)  
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ВАРИАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ НЕЛИНЕЙНОЙ МЕХАНИКИ ИНЕРЦИОННЫХ УПРУГИХ СИСТЕМ  
 
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëíîãî ôóíêöèîíàëà Ãàìèëüòîíà ñôîðìóëèðîâàíà âàðèàöèîí-
íàÿ ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ íåëèíåéíîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ óïðóãèõ ñèñ-
òåì. Ïîëó÷åíû ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ëîêàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ó÷èòûâàþùèå 
ýôôåêòû âçàèìîñâÿçè ïîñòóïàòåëüíîé, âðàùàòåëüíîé è äåôîðìàöèîííîé ôîðì 
äâèæåíèÿ, à òàêæå ðåëàêñàöèîííûå ÿâëåíèÿ.  
 
VARIATIONAL MODEL OF NONLINEAR MECHANICS FOR INERTIAL ELASTIC SYSTEMS  
 
On the basis of Hamilton functional the variational formulation of the boundary-value 
problems of nonlinear mechanics for deformable elastic systems is developed. Physical 
relations of local state, which take into account the interaction effects of translational, 
rotational and deformable motion forms and relaxation phenomena, are determined.  
 
²í-ò ïðèêë. ìàòåìàòèêè òà ôóíäàì. íàóê Îäåðæàíî 
íàö. óí-òó «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â 21.07.05 
 


