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ÓÄÊ 539.3 
 

Т. С. Нагірний1,2, К. А. Червінка3 
 

НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН І МІЦНІСТЬ ЛОКАЛЬНО 
НЕОДНОРІДНОГО ШАРУ В ПРОЦЕСІ НАГРІВАННЯ  
 

Çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä ³ âèâ÷åíî âïëèâ òåìïåðàòóðè íà ìåæó ì³öíîñò³ òà ¿¿ 
ðîçì³ðíèé åôåêò äëÿ øàðó â ïðîöåñ³ éîãî íàãð³âàííÿ (îõîëîäæåííÿ). Çà áàçîâ³ 
ïðèéíÿòî ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîäåë³ ëîêàëüíî-ãðàä³ºíòíîãî òåðìîïðóæíîãî ò³ëà 
òà êðèòåð³é ïåðøî¿ êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ ì³öíîñò³. 

 
Ðåàëüí³ åëåìåíòè êîíñòðóêö³é çâè÷àéíî ïåðåáóâàþòü ó ñêëàäíèõ óìî-

âàõ êîìïëåêñíî¿ âçàºìîä³¿ ç îòî÷åííÿì, ÿêå çíà÷íîþ ì³ðîþ ìîæå çì³íþâàòè 
¿õí³ åêñïëóàòàö³éí³, ó òîìó ÷èñë³ ì³öí³ñí³, õàðàêòåðèñòèêè. Òîìó âàæëèâîãî 
çíà÷åííÿ íàáóâàº ðîçâèòîê ìîäåëüíèõ óÿâëåíü ç ìåòîþ âðàõóâàííÿ âíóò-
ð³øíüî¿ ñòðóêòóðè òà àäåêâàòíîãî îïèñó ïîâåä³íêè ðåàëüíèõ ò³ë. Ó ðîáîòàõ 
[1, 2, 5, 8] ïîêàçàíî, ùî ëîêàëüíî ãðàä³ºíòíèé ï³äõ³ä ó òåðìîìåõàí³ö³ äîçâî-
ëÿº îïèñóâàòè çàëåæí³ñòü ì³öíîñò³ â³ä òåìïåðàòóðè òà äîì³øîê. Ó ðàìêàõ 
öüîãî ï³äõîäó âèâ÷åíî [1, 8] çàëåæí³ñòü ìåæ³ ì³öíîñò³ â³ä ïîñò³éíî¿ â ÷àñ³ 
òåìïåðàòóðè òà âñòàíîâëåíî óçãîäæåí³ñòü îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò³â ç â³äîìè-
ìè åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè. Çíà÷íèé ïðàêòè÷íèé ³ íàóêîâèé ³íòåðåñ 
ìàþòü äîñë³äæåííÿ âïëèâó çì³ííî¿ ó ÷àñ³ òà çà ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè 
òåìïåðàòóðè ò³ëà íà éîãî ì³öí³ñòü. Òàêèé ³íòåðåñ çóìîâëåíèé òàêîæ òèì, 
ùî ïðîâåäåííÿ â³äïîâ³äíèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü º ïðàêòè÷íî íå-
ìîæëèâèì.  

Ó ö³é ðîáîò³ çà ëîêàëüíî ãðàä³ºíòíîãî ï³äõîäó â òåðìîìåõàí³ö³ âèâ÷åíî 
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí øàðó ó ïðîöåñ³ éîãî íàãð³âàííÿ (îõîëîä-
æåííÿ). Íà ö³é îñíîâ³ ç âèêîðèñòàííÿì ïåðøîãî êðèòåð³þ ì³öíîñò³ äîñë³ä-
æåíî âïëèâ òåìïåðàòóðè íà ìåæó ì³öíîñò³ òà ¿¿ ðîçì³ðíèé åôåêò.  

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî òåðìîïðóæíèé øàð, ÿêèé ó äåêàðòî-
â³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò , ,x y z{ }  çàéìàº îáëàñòü x ≤   ïðîñòîðó òà íàâàíòà-
æåíèé íà íåñê³í÷åííîñò³ ðîçòÿãóâàëüíèìè çóñèëëÿìè ³íòåíñèâíîñò³ p  ó íà-

ïðÿìêó îñ³ Oy . Ââàæàºìî, ùî íà â³ëüíèõ â³ä ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ ïî-

âåðõíÿõ x = ±   ò³ëà çàäàíî çíà÷åííÿ çáóðåííÿ õ³ì³÷íîãî ïîòåíö³àëó 

0aη ≠ . Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0τ =  òåìïåðàòóðà øàðó º îäíîð³äíîþ ³ 

äîð³âíþº òåìïåðàòóð³ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà T∗ . Äëÿ 0τ >  íà ïîâåðõ-

íÿõ øàðó x = ±   çàäàíî â³äì³ííå â³ä T∗  çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè aT  ( aT T∗≠ ).  
Çà ðîçãëÿäóâàíî¿ çîâí³øíüî¿ ä³¿ ó ò³ë³ ðåàë³çóºòüñÿ îäíîâèì³ðíà çà 

ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ x  ñèòóàö³ÿ  

 ( , ),     ( , ),    ( , )x x xσ = σ τ η = η τ θ = θ τ , 

äå σ  – òåíçîð íàïðóæåíü; T T∗θ = −  – çáóðåííÿ òåìïåðàòóðè T  â³äíîñíî 

ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ T∗ .  
Ïðèéìàþ÷è çà êëþ÷îâ³ ôóíêö³¿ íåíóëüîâ³ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðó-

æåíü σ , õ³ì³÷íèé ïîòåíö³àë η  ³ òåìïåðàòóðó θ , ë³í³éíó ñèñòåìó ð³âíÿíü 
ëîêàëüíî ãðàä³ºíòíî¿ òåðìîïðóæíîñò³, ùî îïèñóº êâàç³ñòàòè÷íó ïîâåä³íêó 
ðîçãëÿäóâàíîãî øàðó, çàïèøåìî ó âèãëÿä³ [2] 
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äå ,yy zzσ σ  – êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü; :σ = σ I , I  – îäèíè÷íèé 

òåíçîð; , ,m ib a æ , 1, 2, 3i = , – ñòàë³. 

2. Ïîáóäîâà òà àíàë³ç ðîçâ’ÿçêó. Ç àíàë³çó ñèñòåìè ð³âíÿíü (1) âèïëè-
âàº, ùî âèâ÷åííÿ ïîâåä³íêè øàðó çâîäèòüñÿ äî ïîñë³äîâíîãî âèçíà÷åííÿ 
òåìïåðàòóðè òà ïîäàëüøîãî äîñë³äæåííÿ õ³ì³÷íîãî ïîòåíö³àëó é íàïðóæåíü. 
Â³äïîâ³äíî äî ô³çè÷íî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³ ïî÷àòêîâ³ òà ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ 
òåìïåðàòóðè ïðèéìàºìî ó âèãëÿä³  

 ( ,0) 0,        ( , ) axθ = θ ± τ = θ . 

Çã³äíî ç [3] òåìïåðàòóðà ó øàð³ îïèñóºòüñÿ ôîðìóëîþ 
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Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî çì³íó çà ÷àñîì 
2

a∗ ττ =


 

çâåäåíî¿ òåìïåðàòóðè 
a

∗ θθ =
θ

 íà ñåðåäèíí³é 

ïîâåðõí³ øàðó (ïðè 0x = ) ÿê íà òàê³é, ùî õà-
ðàêòåðèçóº ïðîöåñ íàãð³âàííÿ (îõîëîäæåííÿ).  

Çà â³äîìî¿ òåìïåðàòóð³ õ³ì³÷íèé ïîòåí-
ö³àë ³ íåíóëüîâ³ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðó-
æåííÿ âèçíà÷àºìî íà îñíîâ³ ïåðøèõ òðüîõ ð³âíÿíü ñèñòåìè (1) ³ òàêèõ 
óìîâ: 

 ax=±
η = η


 (2) 

íà ïîâåðõíÿõ x = ±   øàðó òà  

 2 ,   0,   0,   0yy yy zz zzdx p x dx dx x dx
− − − −

σ = σ = σ = σ =∫ ∫ ∫ ∫
   

   

  (3) 

ó äîâ³ëüíèõ ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³çàõ ò³ëà consty = , constz = .  
Õ³ì³÷íèé ïîòåíö³àë ³ íàïðóæåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ñï³ââ³ä-

íîøåíü (1)–(3), ìàþòü âèãëÿä  
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Õ³ì³÷íèé ïîòåíö³àë ³ íàïðóæåííÿ ó ðîçãëÿäóâàí³é òî÷ö³ (áåçðîçì³ðíà 
êîîðäèíàòà /x  ) çàëåæàòü â³ä òîâùèíè øàðó (áåçðîçì³ðíîãî ïàðàìåòðà 

ξ ), òîìó ¿ì âëàñòèâèé ðîçì³ðíèé åôåêò [3, 7]. Ïðè çá³ëüøåíí³ òîâùèíè 

øàðó ( ξ → +∞ ) ö³ âåëè÷èíè ïðÿìóþòü äî òàêèõ çíà÷åíü: 
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Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0τ =  ³ ïðè τ → ∞  ñòàí øàðó º ð³âíî-
âàæíèì. Òîä³ íàïðóæåííÿ îïèñóþòüñÿ ôîðìóëàìè 
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Íåíóëüîâèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ò³ëà â ð³âíîâàç³ çà â³äñóò-
íîñò³ çîâí³øíüîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ çóìîâëåíèé ïðèïîâåðõíåâîþ íåîä-
íîð³äí³ñòþ, ñïðè÷èíåíîþ ð³çíèìè óìîâàìè âçàºìîä³¿ ÷àñòèíîê ó ïðèïîâåðõ-

íåâèõ ³ âíóòð³øí³õ îáëàñòÿõ ò³ëà. Ïðè öüîìó ïàðàìåòð 1−ξ  º õàðàêòåðíèì 
ðîçì³ðîì îáëàñò³ ïðèïîâåðõíåâî¿ íåîäíîð³äíîñò³. Ç àíàë³çó íàâåäåíèõ âèùå 
ôîðìóë âèïëèâàº, ùî òåìïåðàòóðà íå âïëèâàº íà õàðàêòåðíèé ðîçì³ð îáëàñ-
ò³ ïðèïîâåðõíåâî¿ íåîäíîð³äíîñò³, îäíàê ìîæå çì³íþâàòè ê³ëüê³ñí³ çíà÷åííÿ 
ðîçãëÿäóâàíèõ ïîë³â.  

Ïîâåä³íêó ïîë³â çâåäåíèõ õ³ì³÷íîãî ïîòåíö³àëó ( )( ) x
a

∗η = η − η η/  ³ íà-

ïðóæåíü ( )2 ( )x
zz mb∗σ = σ η/ , äå ( ) 2 2 2 2

1 2 3( )x
a apη = η + + θ ξæ æ æ / , äëÿ çíà÷åíü 

ïàðàìåòð³â 0.5D = , 5ξ = , 2 2 2 2 2 2
3 1 2 3( ) 10a a apξ θ η + + θ =æ æ æ æ /  çîáðàæåíî íà 

ðèñ. 2, 3. Êðèâ³ 1–3 íà ðèñ. 2 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì çâåäåíîãî ÷àñó 0∗τ = , 

0.25,  2 , êðèâ³ 1, 2 íà ðèñ. 3 – çíà÷åííÿì çâåäåíîãî ÷àñó 0, 2∗τ = . 
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Ó âèïàäêó ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ ðîçòÿãó ( 0p > ) íàéá³ëüøèìè íàïðó-

æåííÿìè ó ò³ë³ º ïîâåðõíåâ³ íàïðóæåííÿ ( , )yyσ ± τ , ÿê³ çì³íþþòüñÿ â³ä 

çíà÷åííÿ 
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ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0τ =  äî çíà÷åííÿ  
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ïðè τ → ∞  çà ôîðìóëîþ 

 
2 2 2
1 2 3

2
2

1 ( )1( , )
2 ( )

a a
yy

p
p

η + + θ − χ ξσ ± τ = + ⋅ +
χ ξ

æ æ æ
æ




 

 2 2
3 2 2

1

( 1)
exp ( )

2 ( )

n
m n

a n
nn n

b
a

∞

=

α−+ θ −ν τ
ν χ ξ ξ + ν

∑æ
 

. (6) 

3. Ì³öí³ñòü øàðó â ïðîöåñ³ éîãî íàãð³âàííÿ. Âèêîðèñòàºìî ö³ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ äëÿ âèâ÷åííÿ ì³öíîñò³ øàðó â ïðîöåñ³ éîãî íàãð³âàííÿ ( 0aθ > ) ÷è 

îõîëîäæåííÿ ( 0aθ < ). Çà êðèòåð³é êðèõêîãî ðóéíóâàííÿ ò³ëà ïðèéìåìî 
êðèòåð³é ïåðøî¿ êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ ì³öíîñò³ [6]. Ââàæàºìî, ùî ò³ëî çðóéíó-
ºòüñÿ ìèòòºâî, ÿêùî íàéá³ëüø³ ãîëîâí³ íàïðóæåííÿ õî÷à áè â îäí³é òî÷ö³ 

ò³ëà äîñÿãàþòü êðèòè÷íîãî äëÿ ìàòåð³àëó çíà÷åííÿ crσ . Âðàõîâóþ÷è ñï³â-
â³äíîøåííÿ (6), äëÿ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ³íòåíñèâíîñò³ ñèëîâîãî íàâàíòà-

æåííÿ crp , ùî ïðèçâîäèòü äî ðóéíóâàííÿ øàðó, îäåðæóºìî 
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ßêùî ÷åðåç +σ  ïîçíà÷èòè ³íòåíñèâí³ñòü êðèòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ, ùî 

ïðèçâîäèòü äî ðóéíóâàííÿ òîâñòèõ øàð³â ( 1ξ  ) ïðè ïî÷àòêîâ³é òåìïåðà-

òóð³ ( 0θ = ), òî ôîðìóëó (7) çàïèøåìî ÿê 
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Äëÿ òîâñòèõ øàð³â, äëÿ ÿêèõ ðîçì³ðíèé åôåêò º íåõòóâàëüíî ìàëèì, öå 
ñï³ââ³äíîøåííÿ ñïðîùóºòüñÿ:  
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Ïðàâó ñòîðîíó ñï³ââ³äíîøåíü (8), (9) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê òàêó, ùî 
îïèñóº ì³öí³ñòü øàðó ïðè éîãî íàãð³âàíí³ (îõîëîäæåíí³) ç óðàõóâàííÿì ³ 
áåç óðàõóâàííÿ ðîçì³ðíîãî åôåêòó â³äïîâ³äíî. Ïðè τ → ∞  ³íòåíñèâí³ñòü 
êðèòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ äëÿ òîíêèõ ïë³âîê ïðÿìóº äî çíà÷åííÿ 
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à äëÿ òîâñòèõ øàð³â, òîâùèíà ÿêèõ º çíà÷íî á³ëüøîþ â³ä õàðàêòåðíîãî 
ðîçì³ðó îáëàñò³ ïðèïîâåðõíåâî¿ íåîäíîð³äíîñò³, – äî 
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Ïðàâ³ ñòîðîíè öèõ ñï³ââ³äíîøåíü ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê òàê³, ùî îïèñóþòü 
ì³öí³ñòü øàðó, òåìïåðàòóðà ÿêîãî º îäíîð³äíîþ. 

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü â³ä ÷àñó çâåäåíîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ 
çîâí³øíüîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ øàðó 

( cr crp p∗ = σ/ ) ó ïðîöåñ³ éîãî íàãð³âàííÿ äëÿ 

10ξ = , 0.75D = , 2 2 cr
3 1,  2,  3a mbθ σ =/æ  (êðè-

â³ 1–3), 2 2 2 cr
1 3 2( ) ( ) 0.25,  0.5a aη + θ σ =/æ æ æ  (â³ä-

ïîâ³äíî ñóö³ëüí³ òà øòðèõîâ³ ë³í³¿).  
Áà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ ñèëîâîãî íàâàíòà-

æåííÿ, ùî ïðèçâîäèòü äî êðèõêîãî ðóéíóâàí-
íÿ øàðó, ìîíîòîííî çìåíøóºòüñÿ ç ÷àñîì. 
Ñï³ââ³äíîøåííÿ (9) ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ 
çíàõîäæåííÿ ÷àñó τ  ðóéíóâàííÿ øàðó ïðè 

çàäàíîìó ñèëîâîìó íàâàíòàæåíí³. Ïðèéìàþ÷è, ùî cr ( )p pτ = , ç (9) îäåðæó-
ºìî òàêå òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ:  
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ßêùî ðîçâ’ÿçîê τ  öüîãî ð³âíÿííÿ ³ñíóº, òî â³í º ìîìåíòîì ÷àñó, êîëè 
øàð çðóéíóºòüñÿ. Â ³íøîìó âèïàäêó (êîëè ð³âíÿííÿ íå ìàº ðîçâ’ÿçêó) ìåæà 
ì³öíîñò³ íå äîñÿãàºòüñÿ.  

4. Âèñíîâêè. Íà îñíîâ³ âèêîíàíèõ äîñë³äæåíü ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, 
ùî: 

• Çíà÷åííÿ ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ, ùî ïðèçâîäèòü äî ðóéíóâàííÿ ò³ëà, 
âèçíà÷àºòüñÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèì ñòàíîì, ñïðè÷èíåíèì ñèëîâîþ 
³ òåìïåðàòóðíîþ çîâí³øí³ìè ä³ÿìè, òà íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèì ñòà-
íîì, çóìîâëåíèì ð³çíèìè óìîâàìè âçàºìîä³¿ ÷àñòèíîê ó âíóòð³øí³é îá-
ëàñò³ ò³ëà òà íà éîãî ïîâåðõí³. 

• Ó ðàìêàõ ðîçãëÿäóâàíî¿ ìîäåë³ ëîêàëüíî íåîäíîð³äíîãî òåðìîïðóæíîãî 
ò³ëà òåìïåðàòóðà çì³íþº çíà÷åííÿ ïðèïîâåðõíåâèõ íàïðóæåíü, âïëè-
âàþ÷è òàêèì ÷èíîì íà âåëè÷èíó êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ñèëîâîãî íàâàí-
òàæåííÿ ³ ðîçì³ðíèé åôåêò ìåæ³ ì³öíîñò³. 

• Ïðè çàäàíîìó ñèëîâîìó íàâàíòàæåíí³ îäåðæàí³ ôîðìóëè îïèñóþòü 
çàëåæí³ñòü ìåæ³ ì³öíîñò³ øàðó òà ¿¿ ðîçì³ðíîãî åôåêòó â³ä òåìïåðàòó-
ðè (çá³ëüøåííÿ ì³öíîñò³ ïðè îõîëîäæåíí³ òà çìåíøåííÿ ïðè íàãð³âàí-
í³). Îòðèìàíî òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ, ÿêå ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî 
äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷àñó ðóéíóâàííÿ øàðó â ïðîöåñ³ éîãî íàãð³âàííÿ.  

 

Ðîáîòà ÷àñòêîâî ï³äòðèìàíà Äåðæàâíèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíèõ äî-
ñë³äæåíü Ì³í³ñòåðñòâà îñâ³òè ³ íàóêè Óêðà¿íè (ïðîåêò ¹ 01.07/128). 
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Рис. 4 
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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ И ПРОЧНОСТЬ ЛОКАЛЬНО 
НЕОДНОРОДНОГО СЛОЯ В ПРОЦЕССЕ НАГРЕВА 
 
Ïðåäëîæåí ïîäõîä è èçó÷åíî âëèÿíèå òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöó ïðî÷íîñòè è åå 
ðàçìåðíûé ýôôåêò äëÿ ñëîÿ â ïðîöåññå åãî íàãðåâà (îõëàæäåíèÿ). Â êà÷åñòâå 
áàçîâûõ ïðèíÿòû ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè ëîêàëüíî-ãðàäèåíòíîãî òåðìîóïðóãîãî 
òåëà è êðèòåðèé ïåðâîé êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. 
 
STRESSED-STRAINED STATE AND STRENGTH OF LOCALLY 
INHOMOGENEOUS LAYER DURING HEATING PROCESS  
 
An approach is proposed and temperature influence on the strength limit and its size 
effect are investigated for a layer during its heating (cooling). The relations of locally-
gradient thermoelastic solid model and the first classical criterion of strength are taken 
as the base for consideration.  
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