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ВЗАЄМОДІЯ ДОВІЛЬНО РОЗМІЩЕНИХ ТРІЩИН 
З КУТОВИМ ВИРІЗОМ ЗА АНТИПЛОСКОЇ ДЕФОРМАЦІЇ 
 

Ðîçãëÿíóòî àíòèïëîñê³ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ íåñê³í÷åííîãî êëèíà ç 
êðèâîë³í³éíèìè òð³ùèíàìè. Êðàéîâ³ çàäà÷³ çâåäåíî äî ñèíãóëÿðíîãî ³íòåã-
ðàëüíîãî ð³âíÿííÿ íà êîíòóðàõ ðîçð³ç³â. ×èñëîâ³ ðîçâ’ÿçêè îòðèìàíî äëÿ 
âíóòð³øí³õ ïðÿìîë³í³éíî¿ òð³ùèíè ³ òð³ùèíè âçäîâæ äóãè åë³ïñà, à òàêîæ 
êðàéîâèõ ðàä³àëüíèõ òð³ùèí, ÿê³ âèõîäÿòü ç âåðøèíè êëèíà. Äîñë³äæåíî 
âïëèâ êóòîâîãî âèð³çó òà ðîçòàøóâàííÿ ³ îð³ºíòàö³¿ òð³ùèí íà êîåô³ö³ºí-
òè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó âåðøèíàõ òð³ùèí ³ êëèíà. 

 
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ áàãàòîçâ’ÿçíèõ 

îáëàñòåé ìîæíà çíà÷íî ñïðîñòèòè, ÿêùî îòðèìàòè ¿õ çàãàëüí³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ 
òîòîæíî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâ³ óìîâè íà îäíîìó ÷è äåê³ëüêîõ êîíòóðàõ. Ó 
âèïàäêó àíòèïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ íà îñíîâ³ â³äîìèõ ðåçóëüòàò³â äëÿ ñèñòåìè 
ðîçð³ç³â ó ïëîùèí³ çà öèêë³÷íî¿ ñèìåòð³¿ [3] îòðèìàíî çàãàëüíå çîáðàæåííÿ 
êîìïëåêñíîãî ïîòåíö³àëó íàïðóæåíü ÷åðåç ñòðèáêè íàïðóæåíü ³ ïåðåì³-
ùåíü íà êðèâîë³í³éíèõ êîíòóðàõ, ÿê³ òîòîæíî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâ³ óìîâè 
(íóëüîâ³ íàïðóæåííÿ àáî ïåðåì³ùåííÿ) íà ãðàíÿõ êëèíà [5]. Öå çîáðàæåííÿ 
âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáóäîâè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü àíòèïëîñêî¿ 
çàäà÷³ äëÿ êëèíà ç òð³ùèíàìè òà îòâîðàìè äîâ³ëüíî¿ ôîðìè. Çàïðîïîíîâàíî 
[7] òàêîæ äåùî ³íøèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïîä³áíèõ çàäà÷ äëÿ êëèíà ç ïðÿ-
ìîë³í³éíèìè òð³ùèíàìè ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ìåëë³íà. Íèæ÷å ç 
âèêîðèñòàííÿì âèùåçãàäàíîãî ï³äõîäó, ïðîàíàë³çîâàíî âçàºìîä³þ êóòîâîãî 
âèð³çó ç äîâ³ëüíî îð³ºíòîâàíèìè òð³ùèíàìè (âíóòð³øí³ìè òà êðàéîâèìè). 

Ñèíãóëÿðíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî (ðèñ. 1) ïðóæíèé êëèí 
³ç ñèñòåìîþ âíóòð³øí³õ êðèâîë³í³éíèõ òð³ùèí ,  1, ,k k N=L  . Íåõàé ãðàí³ 

êëèíà â³ëüí³ â³ä íàïðóæåíü, à íà áåðåãàõ òð³ùèí çàäàíî íàâàíòàæåííÿ ( )tτ : 
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äå L  – ñóêóïí³ñòü êîíòóð³â kL . Ââàæàòèìå-
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IIIK  – êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü 

ó âåðøèí³ ñóö³ëüíîãî êëèíà; 1 (2 )λ = − π β/  – 
ïîêàçíèê îñîáëèâîñò³ íàïðóæåíü ó âåðøèí³ 
êóòîâîãî âèð³çó ç êóòîì ðîçõèëó 2β , 2β > π/ . 

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ øóêàòèìåìî ìåòîäîì ñóïåðïîçèö³¿. Òîä³ êîìïëåêñíèé 
ïîòåíö³àë íàïðóæåíü ìàòèìå âèãëÿä [5] 
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äå øóêàí³ ôóíêö³¿ ( )k t′γ  – ïîõ³äí³ â³ä ñòðèáêà ïåðåì³ùåíü íà êîíòóð³ kL . 
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äå 
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 − λ τ = +   τ − τ + 
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 = − τ −   π
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Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4) ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè óìîâè îäíîçíà÷íîñò³ ïå-
ðåì³ùåíü ïðè îáõîä³ êîæíîãî ç êîíòóð³â kL : 
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k

d k N′γ τ τ = =∫ 
L

. (5) 

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (3) çíàéäåìî âèðàç äëÿ êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâ-
íîñò³ íàïðóæåíü ó âåðøèí³ êóòîâîãî âèð³çó 
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äå äðóãèé äîäàíîê äàº ïîïðàâêó, ùî âðàõîâóº íàÿâí³ñòü ó êëèí³ òð³ùèíè. 

Êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó âåðøèíàõ òð³ùèí kt −=   ³ 

kt +=   çíàéäåìî çà ôîðìóëîþ [3]  
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Íåõàé ïàðàìåòðè÷íå ð³âíÿííÿ êîíòóðó L  âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ 

 ( ),         1 1t R= ω ξ − ≤ ξ ≤ , (8) 

äå R  – äåÿêèé ïàðàìåòð, ùî ìàº ðîçì³ðí³ñòü äîâæèíè. 
Âðàõîâóþ÷è çàì³íó (8), çâåäåìî ð³âíÿííÿ (4) òà óìîâó (5) äî âèãëÿäó 
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Çàñòîñîâóþ÷è äî ð³âíîñòåé (9) ³ (10) êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè ¥àóññà –
×åáèøåâà, îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü [3]  
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Òàêèì ÷èíîì, êðàéîâó çàäà÷ó ïðî âçàºìîä³þ íåñê³í÷åííîãî ïðóæíîãî 
êëèíà ç êðèâîë³í³éíèìè òð³ùèíàìè çâåäåíî äî ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðè÷-
íèõ ð³âíÿíü. 

Âíóòð³øíÿ ïðÿìîë³í³éíà òð³ùèíà ó 
êëèí³. Íåõàé ïðÿìîë³í³éíèé ðîçð³ç L  ç 
öåíòðîì íà ä³éñí³é îñ³ Ox  ðîçì³ùåíèé ï³ä 
êóòîì α  äî íå¿ (ðèñ. 2). Ãðàí³ êëèíà òà áå-
ðåãè òð³ùèíè â³ëüí³ â³ä íàâàíòàæåííÿ, à íà 
íåñê³í÷åííîñò³ ïîëå íàïðóæåíü âèçíà÷àºòüñÿ 
êîìïëåêñíèì ïîòåíö³àëîì (2). 

Òîä³ 

 ( ) (2 ) Re ( ) ( )p −λ −λ′η = − π ω η ω η [ ] . (13) 

Ïàðàìåòðè÷íå ð³âíÿííÿ êîíòóðó L  çà-
ïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) exp ( ) ,      ,       i R dω ξ = ξ α + ε = ε = / . 

Îòæå, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè n  ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü (11) ³ 
(12) äëÿ çíàõîäæåííÿ n  íåâ³äîìèõ âåëè÷èí ( ),  1, ,ku k nξ =  . Âðàõîâóþ÷è 

ôîðìóëè (6) ³ (7), îòðèìàºìî âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðó-
æåíü ó âåðøèíàõ òð³ùèíè òà êóòîâîãî âèð³çó: 
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ðàíæà [3]  
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Íà ðèñ. 3 ïîäàíî çàëåæíîñò³ â³äíîñíèõ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íà-
ïðóæåíü ó âåðøèíàõ òð³ùèíè 
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â³ä âåëè÷èíè d/ .  

Äëÿ 0.25d </  íàÿâí³ñòü òð³ùèíè ïðàêòè÷íî íå âïëèâàº íà Ê²Í ó 

âåðøèí³ êëèíà. Êîëè d→ , êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó âåð-
øèí³ êëèíà (ðèñ. 3b) ³ âåðøèí³ òð³ùèíè t a=  (ïóíêòèðí³ ë³í³¿ íà ðèñ. 3a) 
ïðÿìóþòü äî íåñê³í÷åííîñò³, à ó âåðøèí³ t b=  (ñóö³ëüí³ ë³í³¿ íà ðèñ. 3a) – 
äî ñê³í÷åííîãî çíà÷åííÿ, ÿêå â³äïîâ³äàº êðàéîâ³é òð³ùèí³ äîâæèíè 2 , ùî 
âèõîäèòü ç âåðøèíè êëèíà [5]  
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Рис. 3 

Ïðè 1 2λ = /  îòðèìàí³ äàí³ óçãîäæóþòüñÿ ç â³äîìèìè [4, 9] äëÿ ãðàíè÷-
íîãî âèïàäêó, êîëè êëèí âèðîäæóºòüñÿ ó ïëîùèíó ç íàï³âíåñê³í÷åííîþ òð³-
ùèíîþ. 

Çàëåæí³ñòü â³ä êóòà α êîåô³ö³ºíò³â 
³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó âåðøèí³ 

t b=  òð³ùèíè 3F+  (ñóö³ëüí³ ë³í³¿) ³ êëèíà 
0
3F  (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü 

âåëè÷èíè d/  íàâåäåíî íà ðèñ. 4 ïðè 

3 4β = π/ . Íàéá³ëüø³ çíà÷åííÿ âîíè ïðè-

éìàþòü ïðè 0α =  (òð³ùèíà ëåæèòü íà 
á³ñåêòðèñ³ êëèíà). Êîëè ðîçð³ç ïåðïåíäè-
êóëÿðíèé äî á³ñåêòðèñè êëèíà ( 2α = π/ ), 

Ê²Í 3F+  ïðàêòè÷íî äîð³âíþþòü íóëåâ³. 

Òð³ùèíà âçäîâæ äóãè åë³ïñà. Ðîçãëÿíåìî íåñê³í÷åííèé ïðóæíèé êëèí 
ç ðîçð³çîì óçäîâæ äóãè åë³ïñà (ðèñ. 5). Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàí³ êëèíà òà áå-
ðåãè òð³ùèíè â³ëüí³ â³ä íàâàíòàæåííÿ, à íà íåñê³í÷åííîñò³ ïîëå íàïðó-
æåíü âèçíà÷àºòüñÿ êîìïëåêñíèì ïîòåíö³àëîì (2). Òîä³ ìàº ì³ñöå ñï³ââ³äíî-
øåííÿ (13). 

Çàïèñàâøè ïàðàìåòðè÷íå ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³ 

 ( ) cos ( ) sin ( ),      ,        i R a b aω ξ = αξ + ε αξ = ε = / , 

îòðèìóºìî ñèñòåìó n  ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü (11), (12) äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ n  íåâ³äîìèõ âåëè÷èí ( ),  1, ,n ku k nξ =  . 

Êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó âåðøèíàõ òð³ùèíè òà êëèíà 
çíàéäåìî çà ôîðìóëàìè (14) ³ (15). 

Íà ðèñ. 6 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíèõ Ê²Í ó âåðøèí³ t b=  òð³ùè-

íè (ñóö³ëüí³ ë³í³¿) 3F+  òà êëèíà (øòðèõîâ³ ë³í³¿) 0
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Ïîêëàâøè ϕ = β , îòðèìàºìî ãðàíè÷íèé âèïàäîê, êîëè ó êëèí³ ç êóòîì 

ðîçõèëó 2β > π  º ðîçâàíòàæóâàëüíèé åë³ïòè÷íèé âèð³ç. ×èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê 
øóêàºìî ó òîìó æ êëàñ³ ôóíêö³é, ùî é ó âèïàäêó âíóòð³øíüî¿ òð³ùèíè, 
àëå ïðè öüîìó óìîâó îäíîçíà÷íîñò³ ïåðåì³ùåíü ïðè îáõîä³ êîíòóðó òð³ùè-
íè (10) çàì³íþºìî óìîâîþ ð³âíîñò³ íóëåâ³ êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðó-
æåíü ó ë³â³é  
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âåðøèí³ òð³ùèíè. Ïðè öüîìó ÷èñëîâ³ ðîçðàõóíêè ïîêàçàëè, ùî íå ìàº çíà-
÷åííÿ, ÿêó ç óìîâ âèêîðèñòîâóâàòè. 

Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè Ñîõîöüêîãî – Ïëåìåëÿ [2], çàïèøåìî ãðàíè÷íå 
çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( )F z  ïðè ï³äõîä³ äî êîíòóðó L  ñïðàâà 
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Íà ðèñ. 7 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü 
â³ä êóòà θ, − β ≤ θ ≤ β , â³äíîñíîãî íà-

ïðóæåííÿ 0
z IIIa Kλ

θτ /  íà êîíòóð³ âèð³çó 

äëÿ 3 4β = π/ . 

Äëÿ êðóãîâîãî îòâîðó 1a b =/  ö³ 
ðåçóëüòàòè çá³ãàþòüñÿ ç àíàë³òè÷íèì 
ðîçâ’ÿçêîì [5] 
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Ïðè 1 2λ = / , a b=  îòðèìóºìî ðîçâàíòàæóâàëüíèé êðóãîâèé âèð³ç ³ç 
öåíòðîì ó âåðøèí³ íàï³âíåñê³í÷åííî¿ òð³ùèíè [1]. 

Êðàéîâ³ òð³ùèíè. Íåõàé ðîçð³ç 1L  âèõîäèòü ç âåðøèíè êëèíà ï³ä êó-

òîì  α  äî îñ³ Ox  (ðèñ. 8). Ãðàí³ êëèíà òà 
áåðåãè òð³ùèíè â³ëüí³ â³ä íàâàíòàæåííÿ, à 
íà íåñê³í÷åííîñò³ çàäàíî íàïðóæåííÿ (2).  

Çàäà÷à äëÿ òàêî¿ îáëàñò³ çâîäèòüñÿ äî 
ñèíãóëÿðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (9). 
Óìîâó îäíîçíà÷íîñò³ ïåðåì³ùåíü çàì³íþº-
ìî óìîâîþ ð³âíîñò³ íóëåâ³ êîåô³ö³ºíòà ³í-
òåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü íà ïî÷àòêó òð³-
ùèíè. 

Íà ðèñ. 9 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü â³äíîñ-
íîãî êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü 

3F+  ó âåðøèí³ òð³ùèíè t a=  â³ä êóòà α  

äëÿ çíà÷åíü êóòà ðîçõèëó êëèíà 2,  ,  3 4,  5 6β = π π π π/ / / . Äëÿ β = π  â³äíîñ-

íèé êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ F+  ó ê³íö³ òð³ùèíè äîáðå óçãîäæóºòüñÿ ç ÷èñ-
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ëîâèìè ðåçóëüòàòàìè [6] òà àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì [8]  
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α π
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Ïðè 0α =  îòðèìàºìî â³äîìèé ðåçóëüòàò [4] äëÿ ïðÿìîë³í³éíî¿ òð³ùè-
íè, ùî âèõîäèòü ç âåðøèíè êëèíà. 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ç âåðøèíè êëèíà âèõîäÿòü äâ³ êðàéîâ³ òð³-
ùèíè âçäîâæ ïðÿìîë³í³éíèõ êîíòóð³â 1L  òà 2L  ï³ä êóòîì θ = α  ³ θ = − ϕ  

äî îñ³ Ox  (ðèñ. 8). 
Ïàðàìåòðè÷í³ ð³âíÿííÿ êîíòóð³â ,  1,2k k =L , çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 1 2( ) ( 1) exp ( ),      ( ) ( 1) exp ( ),    1 1i iω ξ = ξ + α ω ξ = ξ + − ϕ − ≤ ξ ≤ . 

Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ñèíãóëÿðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (9). Ïðè öüî-
ìó óìîâè îäíîçíà÷íîñò³ ïåðåì³ùåíü ïðè îáõîä³ êîíòóð³â 1L  òà 2L  çàì³íþ-
ºìî óìîâàìè ð³âíîñò³ íóëåâ³ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü íà ïî-
÷àòêó òð³ùèí 
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 Рис. 9 Рис. 10 

Íà ðèñ. 10 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíîãî Ê²Í 3F+  ó âåðøèí³ t b=  

òð³ùèíè â³ä âåëè÷èíè α  ïðè ϕ = α , 1 2=   äëÿ çíà÷åíü êóòà 2 3, 3 4β = π π/ / , 

5 6π/ . Ïðè 4α = π/  êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü äîñÿãàº ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åííÿ. 

Âèñíîâêè. Àíòèïëîñê³ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ íåñê³í÷åííîãî êëèíà 
ç êðèâîë³í³éíèìè ðîçð³çàìè çâåäåíî äî ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
íà êîíòóðàõ ðîçð³ç³â. Äîñë³äæåíî âïëèâ êóòîâîãî âèð³çó òà ðîçòàøóâàííÿ ³ 
îð³ºíòàö³¿ òð³ùèí íà êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó âåðøèíàõ òð³-
ùèíè òà êëèíà. Îòðèìàíî ÷èñëîâ³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ âíóòð³øí³õ ïðÿìîë³í³éíî¿ 
òð³ùèíè ³ òð³ùèíè âçäîâæ äóãè åë³ïñà òà êðàéîâèõ ðàä³àëüíèõ òð³ùèí, ÿê³ 
âèõîäÿòü ç âåðøèíè êëèíà. ßê ãðàíè÷íèé âèïàäîê îòðèìàíî òàêîæ ðîçïîä³ë 
íàïðóæåíü íà êîíòóð³ åë³ïòè÷íîãî âèð³çó ç öåíòðîì ó âåðøèí³ êëèíà. 
Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàí³ äëÿ íàáëèæåíî¿ îö³íêè âçà-
ºìîä³¿ êóòîâîãî âèð³çó òà òð³ùèíè (÷è ðîçâàíòàæóâàëüíèõ îòâîð³â) ó ñê³í-
÷åííîìó ò³ë³. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПРОИЗВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННЫХ ТРЕЩИН 
С УГЛОВЫМ ВЫРЕЗОМ ПРИ АНТИПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ 
 
Ðàññìîòðåíû àíòèïëîñêèå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ áåñêîíå÷íîãî êëèíà ñ 
êðèâîëèíåéíûìè òðåùèíàìè. Êðàåâûå çàäà÷è ñâåäåíû ê ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèÿì íà êîíòóðàõ ðàçðåçîâ. Ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ êëèíà ñ 
âíóòðåííèìè ïðÿìîëèíåéíîé òðåùèíîé è òðåùèíîé âäîëü äóãè ýëëèïñà, à òàêæå 
äëÿ êðàåâûõ ðàäèàëüíûõ òðåùèí, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû êëèíà. Èññëåäîâàíî âëè-
ÿíèå óãëîâîãî âûðåçà è ïîëîæåíèÿ, à òàêæå îðèåíòàöèè òðåùèí íà êîýôôèöèåí-
òû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â âåðøèíàõ òðåùèí è êëèíà. 
 
INTERACTION OF ARBITRARILY PLACED CRACKS 
WITH WEDGE CUT UNDER ANTIPLANE STRAIN 
 
The antiplane problems of elasticity theory for an infinite wedge with curvilinear 
cracks are considered. The boundary-value problems are reduced to singular integral 
equations on contours of cuts. Numerical solutions for the wedge with an internal 
rectilinear crack or a crack along an arc of ellipse as well as for the edge cracks 
originating from the wedge tip are obtained. Influence of a wedge cut and crack 
positions on the stress intensity factors in the crack and the wedge tips is investigated. 
 
1 Áÿëèñò. ïîë³òåõí³êà, Áÿëèñòîê, Ïîëüùà, Îäåðæàíî 
2 Ô³ç.-ìåõ. ³í-ò ³ì. Ã. Â. Êàðïåíêà ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 15.03.05 
 
 


