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Ðîçãëÿäàºòüñÿ êëàñè÷íà äâîâèì³ðíà á³ãàðìîí³÷íà çàäà÷à äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ 
îáëàñò³. Â³äîáðàæåíî äåÿê³ àñïåêòè ³ñòîð³¿ ïðîáëåìè. Ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ 
âèÿâëÿºòüñÿ åôåêòèâíèì ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ ïðî òåðìîïðóæíó ð³âíîâà-
ãó ïðÿìîêóòíèêà òà òåðìîïðóæíèé çãèí æîðñòêî çàùåìëåíî¿ ïëàñòèíêè. 
Ïðîñë³äêîâàíî âçàºìíèé çâ’ÿçîê ì³æ ìàòåìàòè÷íèì òà ³íæåíåðíèì ï³äõîäà-
ìè äî öèõ çàäà÷. Íàâåäåíî äâà òèïîâèõ ïðèêëàäè. 

 
Óñóíóòè íàçàâæäè ïîä³ë íàóê íà 
÷èñòó ³ ïðèêëàäíó ìàòåìàòèêó. 
 Ã. Ëÿìå [30, ñ. 437] 

 
1. Âñòóï. Ó çâ’ÿçêó ç âåëèêèìè óñï³õàìè òåõí³êè çíà÷íîþ ì³ðîþ çðîñ-

òàº ³íòåðåñ äî âèâ÷åííÿ ïèòàíü, ïîâ’ÿçàíèõ ç òåðìîíàïðóæåíèì ñòàíîì ð³ç-
íèõ êîíñòðóêö³é ³ ñïîðóä. Ïðîáëåìà òåïëîâèõ íàïðóæåíü â åëåìåíòàõ êîí-
ñòðóêö³é ³ ïîâ’ÿçàíèé ç íåþ íàóêîâèé íàïðÿìîê – òåðìîïðóæí³ñòü îòðèìà-
ëè â ñåðåäèí³ XX ñòîë³òòÿ ³ñòîòíèé ðîçâèòîê ç îãëÿäó íà âàæëèâ³ ïðàêòè÷-
í³ çàäà÷³, ÿê³ âèíèêàþòü ïðè ðîçðîáö³ íîâèõ êîíñòðóêö³é ïàðîâèõ ³ ãàçîâèõ 
òóðá³í, ðåàêòèâíèõ ³ ðàêåòíèõ äâèãóí³â, àòîìíèõ ðåàêòîð³â òîùî. Åëåìåíòè 
öèõ êîíñòðóêö³é ïðàöþþòü â óìîâàõ íåð³âíîì³ðíîãî ³ íàé÷àñò³øå – íåñòàö³-
îíàðíîãî íàãð³âàííÿ, ïðè ÿêîìó âèíèêàþòü ãðàä³ºíòè òåìïåðàòóðè é íåîä-
íàêîâå òåïëîâå ðîçøèðåííÿ îêðåìèõ ÷àñòèí. Òàêå íåð³âíîì³ðíå òåïëîâå 
ðîçøèðåííÿ íå ìîæå ïðîõîäèòè â³ëüíî â ïðóæíîìó ò³ë³ ³ âèêëèêàº òåïëîâ³ 
(òåðì³÷í³, òåìïåðàòóðí³) íàïðóæåííÿ. Çíàííÿ âåëè÷èíè é õàðàêòåðó ä³¿ 
òåïëîâèõ íàïðóæåíü º íåîáõ³äíèì äëÿ âñåá³÷íîãî àíàë³çó ì³öíîñò³ êîí-
ñòðóêö³é.  

Òåðìîïðóæí³ñòü ÿê ñàìîñò³éíèé ðîçä³ë òåîð³¿ ïðóæíîñò³ âèíèêëà äî-
ñèòü äàâíî – ë³í³éí³ ð³âíÿííÿ äëÿ âðàõóâàííÿ âïëèâó íàãð³âó áóëè íåçà-
ëåæíî âñòàíîâëåí³ Æ. Äþàìåëåì [76] ³ Ô. Íåéìàíîì [101]. Íåð³âíîì³ðí³ñòü 
íàãð³âó âèêëèêàº ïîÿâó äîäàòêîâèõ ÷ëåí³â, ïðîïîðö³éíèõ äî òåìïåðàòóðè â 
çàêîí³ Ãóêà, ³ ô³êòèâíî¿ ñèëè, ïðîïîðö³éíî¿ äî ãðàä³ºíòà òåìïåðàòóðè, â 
ð³âíÿííÿõ äëÿ ïåðåì³ùåíü Ëÿìå. Íàéïðîñò³ø³ îäíîâèì³ðí³ çàäà÷³ ïðî òåì-
ïåðàòóðí³ íàïðóæåííÿ áóëè ðîçâ’ÿçàí³ ÿê ó öèõ ðîáîòàõ, òàê ³ ó âè-
çíà÷íîìó ìåìóàð³ Äæ. Ìàêñâåëëà [96]. Ç öüîãî ÷àñó çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ 
ïîñò³éíî ðîçãëÿäàëèñÿ ÿê ó ôóíäàìåíòàëüíèõ ï³äðó÷íèêàõ ç òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ Ñ. Ï. Òèìîøåíêà [53, § 66], [55, §§ 65, 113–115], [61, §§ 148–164], 
áàòüêà é ñèíà Ôåïïë³â [64, §§ 97–101], Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à [44, ðîçä. IV, §§ 10, 
11, ðîçä. VI, § 3, ðîçä. IX, §§ 11–13, ðîçä. X, §§ 3, 15, 16 ³ ÷èñëåíí³ âïðàâè 
äî öèõ ðîçä³ë³â], òàê ³ (îäíàê äîñèòü êîðîòêî) ó êàï³òàëüíèõ òðàêòàòàõ 
À. Ëÿâà [35, § 74], Ì. ². Ìóñõåë³øâ³ë³ [42, § 62] ³ À. ². Ëóð’º [33, ðîçä. 1, § 13, 
ðîçä. 3, § 7, ðîçä. 4, § 4]. Êð³ì òîãî, ïîâí³ñòþ öèì çàäà÷àì ïðèñâÿ÷åíî ðÿä 
â³ò÷èçíÿíèõ [18, 19, 25, 31, 36, 37, 48, 49] ³ ïåðåêëàäíèõ çàêîðäîííèõ ìîíî-
ãðàô³é [2, 8, 39, 43, 45], ÿê³ ì³ñòÿòü äîêëàäíó á³áë³îãðàô³þ. Ñåðåä öüîãî ð³ç-
íîìàí³òòÿ ï³äðó÷íèê³â ³ ìîíîãðàô³é îñîáëèâå ì³ñöå çàéìàþòü ï³äðó÷íèêè 
À. Ä. Êîâàëåíêà [20, 21, 23] ç îãëÿäó íà êîìïàêòí³ñòü, ÷³òê³ñòü âèêëàäó ïî-
ñòàíîâîê çàäà÷ ³ ìåòîä³â ¿õíüîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³, ðàçîì ç òèì, øèðîòó 
îõîïëåííÿ ìàòåð³àëó ïðàêòè÷íî ç óñ³õ ðîçä³ë³â ñòàòè÷íî¿ ³ äèíàì³÷íî¿ òåð-
ìîïðóæíîñò³, ãëèáîêèé àíàë³ç ìîæëèâîñò³ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ðå-
çóëüòàò³â. Íå âèïàäêîâî, ùî ïåðøèé ç ï³äðó÷íèê³â áóâ ïåðåêëàäåíèé íà 
àíãë³éñüêó ìîâó [87]. 

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ìîæíà ðîçãëÿäàòè òåðìîíàïðóæåíèé ñòàí ïðóæ-
íîãî ò³ëà â óìîâàõ ïëîñêî¿ çàäà÷³: ïëîñêà äåôîðìàö³ÿ äîâãîãî ò³ëà ñòàëîãî 
ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó, êîëè òåðì³÷í³ ïðîöåñè íå çàëåæàòü â³ä ïîçäîâæíüî¿ 
êîîðäèíàòè òà (óçàãàëüíåíîãî) ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó òîíêî¿ îäíî-
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çâ’ÿçíî¿ ³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíêè ñòàëî¿ òîâùèíè. Ïëîñê³ êâàç³ñòàòè÷í³ çàäà÷³ 
òåðìîïðóæíîñò³ â íàïðóæåííÿõ çà â³äîìîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ³ çà â³ä-
ñóòíîñò³ ïîâåðõíåâèõ ñèëîâèõ íàâàíòàæåíü íà êîíòóð³ ò³ëà çâîäÿòüñÿ äî 
íåîäíîð³äíîãî á³ãàðìîí³÷íîãî ð³âíÿííÿ ñòîñîâíî îäí³º¿ ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ 
ïðè íóëüîâèõ çíà÷åííÿõ ö³º¿ ôóíêö³¿ ³ ¿¿ íîðìàëüíî¿ ïîõ³äíî¿ íà âñ³é ãðà-
íèö³. Îñîáëèâèé ³íòåðåñ ïðèâåðòàº äâîâèì³ðíà ïðÿìîêóòíà îáëàñòü, îñê³ëü-
êè òàê³ ïëàñòèíêè àáî äîâã³ áðóñè º øèðîêî ðîçïîâñþäæåíèìè åëåìåíòàìè 
áàãàòüîõ êîíñòðóêö³é. 

Çàäà÷³ òåïëîâîãî çãèíó òîíêî¿ ³çîòðîïíî¿ ïðóæíî¿ ïëàñòèíè, çàùåìëå-
íî¿ ïî âñüîìó êîíòóðó, òàêîæ çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåîäíîð³äíîãî 
á³ãàðìîí³÷íîãî ð³âíÿííÿ äëÿ íîðìàëüíîãî ïðîãèíó ïðè íóëüîâèõ çíà÷åííÿõ 
ïðîãèíó òà êóòà ïîâîðîòó íà êîíòóð³. ² â öüîìó âèïàäêó ïðÿìîêóòíà ïëàñ-
òèíêà òàêîæ ñòàíîâèòü îñîáëèâèé ³íòåðåñ, õî÷à âîäíî÷àñ çðîáëåíî ïîð³âíÿ-
íî ìàëî, ùîá ìàòè ÷³òêå óÿâëåííÿ, ùó â³äáóâàºòüñÿ ó âèïàäêàõ, â³äì³ííèõ 
â³ä íàéïðîñò³øîãî âèïàäêó ÷èñòî öèë³íäðè÷íîãî çãèíó äîâãî¿ ïàíåë³. 

Êëàñè÷íà á³ãàðìîí³÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à äëÿ ïðÿìîêóòíèêà é äîñ³ ñòà-
íîâèòü ÷èìàëèé ³íòåðåñ ó ìåõàí³ö³ òà ïðèêëàäí³é ìàòåìàòèö³. Îäíàê ï³äõ³ä 
äî ¿¿ äîñë³äæåííÿ íàé÷àñò³øå áóâàº ð³çíèì: ìàòåìàòèêà ö³êàâèòü ëèøå ïî-
ñòàíîâêà ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ òà ñòðîã³ñòü ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ, íàé÷àñò³øå – 
áåç óñÿêîãî ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ, ó òîé ÷àñ ÿê ³íæåíåð ö³êàâèòüñÿ, 
íàñàìïåðåä, ïðàêòè÷íîþ ñòîðîíîþ êîíêðåòíî¿ çàäà÷³ é âèêîðèñòîâóº ìàòå-
ìàòèêó ëèøå ÿê çíàðÿääÿ [86]. Ñï³âïðàöÿ ì³æ ïðèêëàäíèìè ìàòåìàòèêàìè, 
ç îäí³º¿ ñòîðîíè, òà ìåõàí³êàìè é ³íæåíåðàìè – ç ³íøî¿, º îñîáëèâî âàæëè-
âîþ ñüîãîäí³, îñê³ëüêè ìåõàí³êè é ³íæåíåðè-äîñë³äíèêè ïîñò³éíî çàö³êàâëåí³ 
â ÿêîìîãà òî÷í³øîìó ðîçâ’ÿçàíí³ øèðîêîãî êîëà çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äå-
ôîðìîâàíèé ñòàí ð³çíèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é. Ó òîé ÷àñ ÿê ìåõàí³êè é 
³íæåíåðè ìîæóòü âíåñòè áàãàòî ³ñòîòíîãî â ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ 
ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ïðè âèáîð³ ìîäåë³, âîíè, ó ñâîþ ÷åðãó, îäåðæóþòü çíà÷íó 
äîïîìîãó ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ â³ä ïðèêëàäíèõ ìàòåìàòèê³â, ÿê³ çàö³êàâ-
ëåí³ â çàñòîñóâàíí³ ñâî¿õ ìåòîä³â, ôîðìóë ³ òåîðåì ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³. 
Ìîæëèâîñò³ ë³í³éíèõ ìîäåëåé ïðè îïèñ³ ëîêàëüíèõ îñîáëèâîñòåé ïîë³â íà-
ïðóæåíü âñåá³÷íî îáãîâîðþâàëèñÿ ó [13]. 

Äåùî ç ³ñòîð³¿. Íà çîð³ ðîçâèòêó òåîð³¿ ïðóæíîñò³ íà ïî÷àòêó Õ²Õ ñòîë³òòÿ 
íå áóëî íåîáõ³äíîñò³ â òàêîìó ñï³âðîá³òíèöòâ³. Òâîðö³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ Ê. Íàâüå, 
Î. Êîø³, Ñ. Ïóàññîí çàê³í÷èëè çíàìåíèòó École Polytechnique é îäåðæàëè ãëèáîêó 
ìàòåìàòè÷íó òà ³íæåíåðíó îñâ³òó. Íàñòóïí³ äîñë³äíèêè (íàïðèêëàä, Ã. Ëÿìå ³ 
Á. Ñåí-Âåíàí) íå ò³ëüêè îòðèìàëè òàêó æ îñâ³òó, àëå é áóëè ïðàêòè÷íèìè ³íæåíå-
ðàìè ïðîòÿãîì òðèâàëîãî ïåð³îäó. Ã. Ëÿìå, íàïðèêëàä, ó â³éñüêîâîìó çâàíí³ ïîëêîâ-
íèêà Êîðïóñó ³íæåíåð³â øëÿõ³â ñïîëó÷åííÿ áðàâ àêòèâíó ó÷àñòü ó áóä³âíèöòâ³ ²ñà-
àê³¿âñüêîãî ñîáîðó â Ñàíêò-Ïåòåðáóðç³, à çãîäîì òàêîæ ó ïðîåêòóâàíí³ é áóä³âíèöòâ³ 
çàë³çíè÷íî¿ ë³í³¿ ì³æ Ïàðèæåì ³ Ñåí-Æåðìåíîì. Ï³çí³øå, íà ïî÷àòêó ÕÕ ñòîë³òòÿ, 
í³ìåöüêèé ìàòåìàòèê Ô. Êëåéí ãîâîðèâ ïðî íåîáõ³äí³ñòü á³ëüø ò³ñíèõ çâ’ÿçê³â ì³æ 
ìàòåìàòèêàìè é ³íæåíåðàìè òà àêòèâíî ñïðèÿâ óòâîðåííþ ïðè ¥åòò³í´åíñüêîìó óí³-
âåðñèòåò³ òðüîõ äîñë³äíèöüêèõ ³íñòèòóò³â, ñåðåä ÿêèõ áóëè ³íñòèòóòè ïðèêëàäíî¿ 
ìàòåìàòèêè (äèðåêòîð Ê. Ðóí´å) ³ ïðèêëàäíî¿ ìåõàí³êè (äèðåêòîð Ë. Ïðàíäòëü). Äëÿ 
ï³äòðèìàííÿ çâ’ÿçêó ì³æ íîâèìè ³íñòèòóòàìè é êàôåäðàìè ÷èñòî¿ ìàòåìàòèêè áóâ 
òàêîæ îðãàí³çîâàíèé íàóêîâèé ñåì³íàð ³ íàóêîâå òîâàðèñòâî ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè 
³ ìåõàí³êè. Ñ. Ï. Òèìîøåíêî â ðåöåíç³¿ (J. Appl. Mech., 1951, 18, ñ. 233–234) íà çá³ð-
íèê ïðàöü ñèìïîç³óìó ç ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè, ïðîâåäåíîãî Àìåðèêàíñüêèì ìàòå-
ìàòè÷íèì òîâàðèñòâîì, â³äçíà÷èâ ïðîãðåñ â îáëàñò³ ³íæåíåðíî¿ ìåõàí³êè â Ðîñ³¿ íà 
ïî÷àòêó ÕÕ ñòîë³òòÿ çàâäÿêè ðîáîòàì ³ âïëèâîâ³ òàêèõ âåëèêèõ ô³ãóð, ÿê Ì. ª. Æó-
êîâñüêèé, Î. Ì. Êðèëîâ, Ñ. Î. ×àïëèã³í. Â³í ïèñàâ, ùî «òåïåð Ðîñ³ÿ çàéìàº ñèëüíó 
ïîçèö³þ â òàêèõ îáëàñòÿõ, ÿê òåîð³ÿ ïðóæíîñò³, ïëàñòè÷íîñò³ òà íåë³í³éíà ìå-
õàí³êà». (Äîñèòü ñì³ëèâà çàÿâà, ÿêùî âðàõóâàòè ÷àñ ³ ì³ñöå íàïèñàííÿ öèõ ðÿäê³â.) 

Óæå â ïåðø³é òðåòèí³ ÕÕ ñòîë³òòÿ òèïîâ³ ïðèêëàäè ï³äõîä³â äî äîñë³ä-
æåííÿ á³ãàðìîí³÷íî¿ çàäà÷³ â ïðÿìîêóòíèêó ç ïîçèö³é ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòè-
êè áóëè íàâåäåí³ â ïëåíàðí³é äîïîâ³ä³ ãîëëàíäñüêîãî ìåõàí³êà Ê. Á. Á³çåíî 
[70] íà ïåðøîìó Ì³æíàðîäíîìó êîíãðåñ³ ç ïðèêëàäíî¿ ìåõàí³êè òà ó òðàäè-
ö³éíèõ ùîð³÷íèõ ïðåçèäåíòñüêèõ çâåðíåííÿõ áðèòàíñüêèõ ìåõàí³ê³â ³ ìàòå-
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ìàòèê³â À. Ëÿâà [91] ³ À. Ê. Ä³êñîíà [75] äî Ëîíäîíñüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî òî-
âàðèñòâà. Ïðè öüîìó ãîëîâí³ ìàòåìàòè÷í³ ïèòàííÿ â á³ãàðìîí³÷í³é ïðîá-
ëåì³ ñòîñóâàëèñÿ ìîæëèâîñò³ ðîçâ’ÿçàííÿ ñïåö³àëüíîãî ôóíêö³îíàëüíîãî 
ð³âíÿííÿ â êîìïëåêñí³é ïëîùèí³, çá³æíîñò³ êîìïëåêñíèõ ðÿä³â çà íåîðòîãî-
íàëüíèìè âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè òà ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó ïðè ðîçðèâíèõ çíà-
÷åííÿõ çàäàíî¿ ôóíêö³¿ ó êóòîâèõ òî÷êàõ ïðÿìîêóòíèêà. Ãîëîâí³ ³íæåíåðí³ 
ïèòàííÿ ñòîñóâàëèñÿ òîãî, íàñê³ëüêè òîâñòîþ ïîâèííà áóòè ïðóæíà ïëàñ-
òèíêà, ùîá âèòðèìàòè ïðèêëàäåíå íàâàíòàæåííÿ, ³ äå çíàõîäÿòüñÿ ì³ñöÿ 
ìàêñèìàëüíèõ íàïðóæåíü ³ ¿õí³ çíà÷åííÿ. Ö³ ïèòàííÿ º æèòòºâî âàæëèâèìè 
ïðè ïðîåêòóâàíí³ áóäü-ÿêî¿ ³íæåíåðíî¿ ñïîðóäè. 

Âèäàòíèé óêðà¿íñüêèé â÷åíèé-ìåõàí³ê àêàäåì³ê ÀÍ ÓÐÑÐ Àíàòîë³é 
Äìèòðîâè÷ Êîâàëåíêî (1905–1973) óñï³øíî ïîºäíàâ îáèäâà ï³äõîäè äî ðîç-
â’ÿçàííÿ ÷èñëåííèõ á³ãàðìîí³÷íèõ ïðîáëåì ó ãàëóç³ òåðìîïðóæíîñò³. Ó áà-
ãàòüîõ ñâî¿õ ïðàöÿõ [24] ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ñòàòè÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ 
òåðìîïðóæíîñò³ â³í â³ðòóîçíî êîðèñòóâàâñÿ òåîð³ºþ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèõ 
ôóíêö³é. Õàðàêòåðíèé ïðèêëàä: ó 1972 ð. ç ïî¿çäêè â Ñòàíôîðä (ÑØÀ) íà 
12-é Ì³æíàðîäíèé êîíãðåñ ç òåîðåòè÷íî¿ ³ ïðèêëàäíî¿ ìåõàí³êè â³í ïðèâ³ç 
óí³êàëüíèé äîâ³äíèê [68] (òîä³ ùå íå áóëî éîãî ðîñ³éñüêîãî ïåðåêëàäó), ÿêèé 
íàäàâ íåîö³íåííó äîïîìîãó ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ áàãàòüîõ ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ 
çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³. 

Çàö³êàâëåí³ñòü âèäàòíèõ ìåõàí³ê³â äî ³ñòîð³¿ ñâîº¿ íàóêè (äèâ., íàïðè-
êëàä, êíèãè Î. Ì. Êðèëîâà [29], À. Ëÿâà [35], Å. Ìàõà [38], Ñ. Ï. Òèìîøåíêà 
[57], Ê. Òðóñäåëëà [62] – òóò íàçâàíî ëèøå íàéá³ëüø â³äîì³ êíèãè, ³íàêøå 
ñïèñîê ë³òåðàòóðè ìîæå âèÿâèòèñÿ áåçìåæíèì), º õàðàêòåðíîþ. Àíàòîë³é 
Äìèòðîâè÷ íå áóâ ó öüîìó â³äíîøåíí³ âèíÿòêîì: â³í áóâ íàóêîâèì ðåäàêòî-
ðîì ïðàö³ ç ³ñòîð³¿ óêðà¿íñüêî¿ ìåõàí³êè [51]; àâòîðîâ³, áóäó÷è ñòóäåíòîì 
Êè¿âñüêîãî óí³âåðñèòåòó ³ â³äâ³äóþ÷è éîãî ñïåö³àëüíèé êóðñ ç òåðìîïðóæ-
íîñò³ ïëàñòèí ³ îáîëîíîê [22], íåîäíîðàçîâî äîâîäèëîñÿ ÷óòè éîãî íàòõíåíí³ 
â³äãóêè ïðî ðîáîòè ãåí³àëüíîãî Ê. ¥àóññà ç òåîð³¿ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíê-
ö³é, ïðî ïðîôåñîð³â Êè¿âñüêîãî óí³âåðñèòåòó Ì. ª. Âàùåíêà-Çàõàð÷åíêà 
(îäíîãî ç òâîðö³â îïåðàö³éíîãî ÷èñëåííÿ) ³ Ì. Ì. Ø³ëëåðà (îäíîãî ç çàñíîâ-
íèê³â ïðèíöèïó àä³àáàòè÷íî¿ íåäîñÿæíîñò³ – íîâîãî ôîðìóëþâàííÿ äðóãîãî 
çàêîíó òåðìîäèíàì³êè, ÿêèé âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè âèâ÷åíí³ äåôîðìóâàííÿ 
íåð³âíîì³ðíî íàãð³òîãî ³çîòðîïíîãî îäíîð³äíîãî ïðóæíîãî ò³ëà) é ³íøèõ âè-
äàòíèõ ìàòåìàòèê³â ³ ô³çèê³â íàñò³ëüêè äîðîãîãî éîãî íàóêîâîìó ñåðöþ XIX 
ñòîë³òòÿ. Ó ò³, òàê áè ìîâèòè, «ãëèáîêî äîêîìïüþòåðí³-äî³íòåðíåòí³ ÷àñè» 
â³í ö³ëêîì ïîä³ëÿâ äóìêó, âèñëîâëåíó àêàäåì³êîì Î. Ì. Êðèëîâèì ùå â 
1913 ð. [28, ñ. 3]: «ß äîòðèìóâàâñÿ ãîëîâíèì ÷èíîì ñïîñîá³â âèêëàäó “ñòà-
ðèõ àâòîð³â” Ôóð’º, Ïóàññîíà, Êîø³, äëÿ ÿêèõ îñíîâíà ìåòà ïîëÿãàëà â 
ïîáóäîâ³ ðîçâ’ÿçêó, à íå â áåçäîãàííî ñòðîãîìó éîãî îá´ðóíòóâàíí³ òà íå â 
äîâåäåíí³ éîãî ³ñíóâàííÿ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó àáî ïðè âñòàíîâëåíèõ íåîá-
õ³äíèõ îáìåæåííÿõ».  

Â³ä À. Ä. Êîâàëåíêà àâòîð óïåðøå ïî÷óâ ïðî òðóäíîù³ òî÷íîãî ðîçâ’ÿ-
çàííÿ ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ êðóãîâîãî öèë³íäðà ñê³í÷åí-
íî¿ äîâæèíè òà çàäà÷ ïðî íåîñåñèìåòðè÷íå äåôîðìóâàííÿ ïîðîæíèñòî¿ 
ñôåðè. Â îáîõ âèïàäêàõ áóëî çãàäàíå ³ì’ÿ âèäàòíîãî ôðàíöóçüêîãî ìàòåìà-
òèêà é ³íæåíåðà XIX ñòîë³òòÿ Ã. Ëÿìå ÿê â³ðòóîçíîãî òâîðöÿ åôåêòèâíèõ 
ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ [89, 90] ç éîãî íàòõíåííèì çàêëèêîì 
«Íàóêà íà ìàðø³!». (Ê. ¥àóññ, çîêðåìà, íàçèâàâ Ëÿìå íàéâèäàòí³øèì ìàòå-
ìàòèêîì Ôðàíö³¿ òîãî ÷àñó, à Æ. Áåðòðàí â³äçíà÷àâ éîãî âèäàòí³ ³íæåíåðí³ 
çä³áíîñò³; ñàì æå Ëÿìå ââàæàâ, ùî éîãî íàéá³ëüøèé âíåñîê ó ìàòåìàòè÷íó 
ô³çèêó ïîëÿãàº ó ðîçðîáö³ òåîð³¿ ³ ââåäåíí³ â êîðèñòóâàííÿ êðèâîë³í³éíèõ 
îðòîãîíàëüíèõ êîîðäèíàò [90].) 

Ó ö³é ñòàòò³ ç íàãîäè þâ³ëåéíî¿ äàòè – 100-ð³÷÷ÿ â³ä äíÿ íàðîäæåííÿ 
À. Ä. Êîâàëåíêà, âèêëàäàºòüñÿ â ³ñòîðè÷íîìó êîíòåêñò³ ïðîáëåìà ñï³ââ³äíî-
øåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî é ³íæåíåðíîãî ï³äõîä³â äî ðîçâ’ÿçàííÿ òèïîâèõ äâî-
âèì³ðíèõ çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà. 
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2. Ïîñòàíîâêà á³ãàðìîí³÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³ â ïðÿ-
ìîêóòíèêó. Ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³ çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ äâîâèì³ðíîãî íàïðó-
æåíîãî ñòàíó â äîâã³é ïðÿìîêóòí³é ïðèçì³ ïðè ïîâåðõíåâèõ íàâàíòàæåííÿõ, 
ÿê³ çàëèøàþòüñÿ íåçì³ííèìè âçäîâæ îñ³ ïðèçìè (ñòàí ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿), 
àáî â òîíê³é ïëàñòèí³ ï³ä ä³ºþ íàâàíòàæåíü ó ¿¿ ïëîùèí³ (ïëîñêèé íàïðóæå-
íèé ñòàí) çâîäèòüñÿ äî á³ãàðìîí³÷íî¿ çàäà÷³. Çà â³äñóòíîñò³ ìàñîâèõ ñèë 
íîðìàëüí³ xσ , yσ  ³ äîòè÷í³ xyτ  íàïðóæåííÿ ìîæóòü áóòè âèðàæåí³ ÷åðåç 

îäíó ñêàëÿðíó ôóíêö³þ ( , )F x y , íàçâàíó Äæ. Ìàêñâåëëîì [95] «ôóíêö³ºþ 
íàïðóæåííü Åð³», çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåíü 

 
2 2 2

2 2
,        ,        x y xy

F F F
x yy x

∂ ∂ ∂σ = σ = τ = −
∂ ∂∂ ∂

. (1) 

Ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³¿ F  âèðàæàº óìîâè ñóì³ñíîñò³ äåôîðìàö³é ó 
ïðóæíîìó ò³ë³ 

 2 2 0F∇ ∇ = , (2) 

äå 
2 2

2
2 2x y

∂ ∂∇ = +
∂ ∂

 – äâîâèì³ðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà. 

Ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ ð³âíÿííÿ (2) ïðè ñòàòè÷íî çð³âíîâàæåíèõ íîðìàëü-
íèõ ³ äîòè÷íèõ ïîâåðõíåâèõ íàâàíòàæåííÿõ, ïðèêëàäåíèõ íà òîðöÿõ, ìàþòü 
âèãëÿä 
 ( ),      ( ),         ,    x xyp y t y x a y b+ +σ = τ = = ≤ ,  

 ( ),      ( ),         ,   x xyp y t y x a y b− −σ = τ = = − ≤ ,  

 ( ),      ( ),         ,     y xyq x s x y b x a+ +σ = τ = = ≤ ,  

 ( ),      ( ),         ,   y xyq x s x y b x a− −σ = τ = = − ≤ . (3) 

Äëÿ ïëîñêî¿ êâàç³ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà, 
ùî çíàõîäèòüñÿ â íåîäíîð³äíîìó êâàç³ñòàö³îíàðíîìó òåìïåðàòóðíîìó ïîë³ 
T , ôóíêö³ÿ íàïðóæåíü F , çà ÿêîþ çã³äíî ç (1) âèçíà÷àþòüñÿ òåïëîâ³ íà-
ïðóæåííÿ, çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ [2, 20] 

 2 2 2 0F C T∇ ∇ + ∇ = , (4) 

ó ÿêîìó TC E= α  äëÿ (óçàãàëüíåíîãî) ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó òà 

1
TE

C
α

=
− ν

 äëÿ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Òóò ñòàë³ E  ³ ν  – â³äïîâ³äíî ìîäóëü 

Þíãà òà êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà ïðóæíîãî ³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó, Tα  – êîåô³-
ö³ºíò ë³í³éíîãî òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ, ÿê³ ïðèéìàþòüñÿ íåçàëåæíèìè â³ä 
òåìïåðàòóðè. Çà â³äñóòíîñò³ ïîâåðõíåâèõ íàâàíòàæåíü íà ñòîðîíàõ ïðÿìî-
êóòíèêà ãðàíè÷í³ óìîâè (3) ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó 

 0,     0,      FF x a
x

∂= = = ±
∂

, 

 0,     0,      FF y b
x

∂= = = ±
∂

. (5) 

Ïðè ñòàö³îíàðíîìó òåìïåðàòóðíîìó ïîë³ áåç äæåðåë òåïëà, 

 2 0T∇ = , (6) 

ïëîñêà çàäà÷à òåðìîïðóæíîñò³ (4), (5) ñòàº ö³ëêîì îäíîð³äíîþ ³ ìàº ò³ëüêè 
íóëüîâèé ðîçâ’ÿçîê. Öå º ÷àñòêîâèì âèïàäêîì çàãàëüíîãî òâåðäæåííÿ, âñòà-
íîâëåíîãî Ì. ². Ìóñõåë³øâ³ë³ [41], ùî â îäíîçâ’ÿçíîìó â³ëüíîìó ïðóæíîìó 
ò³ë³, ÿêå çíàõîäèòüñÿ â óìîâàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ àáî (óçàãàëüíåíîãî) 
ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó, ñòàö³îíàðíå òåìïåðàòóðíå ïîëå íå âèêëèêàº 
íàïðóæåíü xσ , yσ , xyτ .  
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Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 ( )TF F F∗= + , (7) 

äå ôóíêö³ÿ F∗  º çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì îäíîð³äíîãî á³ãàðìîí³÷íîãî ð³âíÿííÿ 

(2), à ôóíêö³ÿ ( )TF  º ÷àñòêîâèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ Ïóàññîíà 

 2 ( ) 0TF CT∇ + = . (8) 

Çà ÷àñòêîâèì ðîçâ’ÿçêîì ( )TF  ïëîñêó çàäà÷ó òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ ïðÿ-
ìîêóòíèêà ìîæíà çâåñòè äî ³çîòåðì³÷íî¿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ (2), (3) äëÿ á³ãàðìî-

í³÷íî¿ ôóíêö³¿ íàïðóæåíü F∗ .  
Ó òåîð³¿ çãèíó òîíêèõ ïðóæíèõ ïëàñòèí ð³âíÿííÿ, ùî îïèñóº íîðìàëü-

íèé ïðîãèí ( , )w x y  ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ ³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíè ñòàëî¿ òîâùè-

íè h , ìàº âèãëÿä 

 2 2D w p∇ ∇ = , (9) 

äå ñòàëà 
3

212(1 )
EhD =

− ν
 – öèë³íäðè÷íà æîðñòê³ñòü ïëàñòèíêè, à ( , )p x y  – 

³íòåíñèâí³ñòü íàâàíòàæåííÿ, íîðìàëüíîãî äî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ 0z = . 
Ó ð³çíèõ ³íæåíåðíèõ êîíñòðóêö³ÿõ êðà¿ ïëàñòèíè ìîæóòü áóòè ö³ëêîì 

çàêð³ïëåí³ øëÿõîì ¿õíüîãî ïðèºäíàííÿ äî æîðñòêèõ ðàì, ùî íå äîçâîëÿþòü 
æîäíèõ çñóâ³â ³ êóò³â ïîâîðîòó: 

 0,      0,      ,    ww x a y b
x

∂= = = ± ≤
∂

, 

 0,      0,      ,     ww y b x a
y

∂= = = ± ≤
∂

. (10) 

Äëÿ âèïàäêó ÷èñòî òåïëîâîãî çãèíó ïëàñòèíè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ â çàäà-
íîìó êâàç³ñòàö³îíàðíîìó òåìïåðàòóðíîìó ïîë³ ( , , , )T x y z t , ð³âíÿííÿ äëÿ 

ïðîãèíó ( ) ( , )Tw x y  ìàº âèãëÿä [2, 20] 
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2 2 ( ) 2

/2

1 ,        
1

h
T

T T T
h

D w M M E Tz dz
−

∇ ∇ = − ∇ = α
− ν ∫  (11) 

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (10). 
Ç ïîð³âíÿííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ (9), (10) ³ (11), (10) âèïëèâàº, ùî ðîçâ’ÿ-

çóâàííÿ çàäà÷³ ïðî ÷èñòî òåïëîâèé çãèí æîðñòêî çàùåìëåíî¿ ïðÿìîêóòíî¿ 
ïëàñòèíêè ÷åðåç ïðîãèí åêâ³âàëåíòíå äî ðîçâ’ÿçàííÿ ³çîòåðì³÷íî¿ çàäà÷³ 
äëÿ ò³º¿ æ çàùåìëåíî¿ ïëàñòèíè ï³ä ä³ºþ ô³êòèâíîãî ïîïåðå÷íîãî íàâàíòà-

æåííÿ ³íòåíñèâí³ñòþ ( ) 21
1

T
Tp M= − ∇

− ν
. Òàêèì ÷èíîì, ìåòîäè é ðîçâ’ÿçêè, 

ðîçâèíóò³ òà îòðèìàí³ äëÿ ³çîòåðì³÷íîãî âèïàäêó [54, 56, 60], ìîæíà áåçïî-
ñåðåäíüî çàñòîñóâàòè ³ äî ðîçãëÿäóâàíî¿ òåðìîïðóæíî¿ çàäà÷³. 

Êîìïîíåíòè òåïëîâèõ íàïðóæåíü âèçíà÷àþòüñÿ ïðè öüîìó ñï³ââ³äíî-
øåííÿìè 
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äå çãèíí³ òà êðóòíèé ìîìåíòè, çóìîâëåí³ åêâ³âàëåíòíèì íàâàíòàæåííÿì 
( )Tp , âèçíà÷àþòüñÿ ç³ ñï³ââ³äíîøåíü 
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3. Äåÿê³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ á³ãàðìîí³÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ó ïðÿ-
ìîêóòíèêó. Íå íàìàãàþ÷èñü îõîïèòè âñþ ³ñòîð³þ ðîçâèòêó òà óäîñêîíàëþ-
âàííÿ àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ á³ãàðìîí³÷íî¿ ïðîáëåìè äëÿ ïðÿ-
ìîêóòíî¿ îáëàñò³, äåòàëüíî îïèñàí³ â [98], çóïèíèìîñÿ ëèøå íà äåê³ëüêîõ 
õàðàêòåðíèõ ìîìåíòàõ. Ïðè öüîìó âèÿâëÿºòüñÿ, ùî îñíîâí³ ìåòîäè ðîçâ’ÿ-
çàííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè âèòðèìàëè íàéñòðîã³øó ïåðåâ³ðêó – ³ñïèò ÷àñîì. 

Ñåðåä ð³çíèõ ï³äõîä³â äî ðîçâ’ÿçàííÿ á³ãàðìîí³÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ 
äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ ìîæíà âèä³ëèòè äâà îñíîâíèõ: âàð³àö³éíèé ìåòîä 
Ð³òöà (àáî åíåðãåòè÷íèé ìåòîä Òèìîøåíêà) ³ ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿. 

3.1. Âàð³àö³éíèé ìåòîä. Öåé ìåòîä áóâ çàïðîïîíîâàíèé øâåéöàð-
ñüêèì ô³çèêîì Â. Ð³òöåì ó ôóíäàìåíòàëüí³é ñòàòò³ [104], â îñíîâ³ ÿêî¿ ëå-
æèòü éîãî habilitationsschrift (äèñåðòàö³ÿ) â ¥åòò³í´åíñüêîìó óí³âåðñèòåò³. 
Öåé âèäàòíèé ìåìóàð ïîêëàâ (ïîðÿä ç ðîáîòàìè ëîðäà Ðåëåÿ) ïî÷àòîê çà-
ñòîñóâàííþ âàð³àö³éíèõ ìåòîä³â äëÿ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè [34]. 
Ñ. Ï. Òèìîøåíêî çãàäóâàâ [59, ñ. 114], ùî, ïðî÷èòàâøè â á³áë³îòåö³ Êè¿â-
ñüêîãî ïîë³òåõí³÷íîãî ³íñòèòóòó ó ñâ³æîìó íîìåð³ æóðíàëó «Annalen der 
Physik» ñòàòòþ (ÿêà âèÿâèëàñÿ, íà æàëü, îñòàííüîþ) Â. Ð³òöà [105] ïðî íà-
áëèæåíå îá÷èñëåííÿ çà äîïîìîãîþ âàð³àö³éíîãî ìåòîäó ÷àñòîò çãèííèõ êî-
ëèâàíü ïðÿìîêóòíî¿ ïëàñòèíêè ç â³ëüíèìè êðàÿìè, â³í â³äðàçó æ çàñòîñó-
âàâ [52] öåé ï³äõ³ä äî çàäà÷³ ïðî çãèí ïðÿìîêóòíî¿ ïëàñòèíêè ç æîðñòêî çà-
ùåìëåíèìè êðàÿìè, à òàêîæ çàïðîïîíóâàâ öþ òåìó ÿê äèïëîìíó (!) ðîáîòó 
[47]. Ñ. Ï. Òèìîøåíêî çãîäîì çàçíà÷àâ [57, ñ. 404]: «²ìîâ³ðíî, ùî í³ÿêèé ³í-
øèé ìàòåìàòè÷íèé ïðèéîì íå äîçâîëèâ ðîçãîðíóòè íàóêîâ³ äîñë³äæåííÿ 
ç îïîðó ìàòåð³àë³â ³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ íàñò³ëüêè øèðîêî, ÿê öåé ìåòîä». 

Ñ. Ï. Òèìîøåíêî, ïîñò³éíî â³ääàþ÷è íàëåæíå «â³äîìîìó ñïîñîáó ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ ð³âíÿíü ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, çàïðîïîíîâàíîìó Âàëüòåðîì Ð³ò-
öåì» (òàê áóëî íàïèñàíî â ïåðåäìîâ³ äî ïåðøî¿ ÷àñòèíè êóðñó òåîð³¿ ïðóæ-
íîñò³ [53]), âîë³â íàçèâàòè öåé ï³äõ³ä íà÷àëîì íàéìåíøî¿ ðîáîòè àáî ïðèí-
öèïîì ì³í³ìóìó ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿, àáî åíåðãåòè÷íèì ìåòîäîì [54, § 56], 
[55, § 43], [60, § 80], [61, § 94]. Ïðè öüîìó ì³í³ì³çàö³¿ ï³äëÿãàº âèðàç 
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äëÿ çíà÷åííÿ åíåðã³¿ äåôîðìàö³¿ ïðÿìîêóòíî¿ ïëàñòèíêè ,  x a y b≤ ≤  
îäèíè÷íî¿ òîâùèíè ïðè çíà÷åíí³ êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà 0ν =  (îñê³ëüêè äëÿ 
ïëîñêèõ çàäà÷ â îäíîçâ’ÿçí³é îáëàñò³ ðîçïîä³ë íàïðóæåíü íå çàëåæèòü â³ä 
ïðóæíèõ ñòàëèõ ìàòåð³àëó). 

Äåùî ç ³ñòîð³¿. Åíåðãåòè÷íèé ìåòîä Òèìîøåíêà âèêëèêàâ çàïåêëó é íåñïðà-
âåäëèâó êðèòèêó ç áîêó ïðîôåñîðà òåîðåòè÷íî¿ àåðîãàçîäèíàì³êè Óí³âåðñèòåòó ²ë-
ë³íîéñ, Óðáàíà (ÑØÀ), ôîí Ì. Ç. Êðæ³âîáëîòöê³, âèñëîâëåíó íèì ó ñòàòò³ [88] ³ â 
äèñêóñ³ÿõ ñòîñîâíî ñòàòåé [73, 83]. Ñóòü êðèòèêè ïîëÿãàëà â òîìó, ùî åíåðãåòè÷íèé 
ï³äõ³ä, «âèíàéäåíèé îäíèì ç àâòîð³â ³ îïóáë³êîâàíèé â îäíîìó ç éîãî ï³äðó÷íèê³â», 
ïî-ïåðøå, íå ìîæå ââàæàòèñÿ ñòðîãèì ç ìàòåìàòè÷íî¿ òî÷êè çîðó äëÿ âèïàäêó 
ðîçïîä³ëåíèõ íàâàíòàæåíü ³, ïî-äðóãå, ùî Ñ. Ï. Òèìîøåíêî «ïðèïóñòèâ âåëèêó íå-
ñïðàâåäëèâ³ñòü ñòîñîâíî ïîìåðëîãî øâåéöàðñüêîãî ô³çèêà», íå çãàäàâøè éîãî ³ìåí³ 
ïðè îïèñ³ åíåðãåòè÷íîãî ìåòîäó. Àíàë³ç óñ³õ êíèã Òèìîøåíêà ïîêàçóº, ùî ö³ òâåð-
äæåííÿ º â ö³ëîìó íåîá´ðóíòîâàíèìè. Íå çãàäóþ÷è ÿâíî ³ìåí³ Â. Ð³òöà â ïåðøîìó 
âèäàíí³ ï³äðó÷íèêà [55] ó ðîçä³ë³, ÿêèé ñòîñóâàâñÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ äëÿ 
ïðÿìîêóòíèêà (à Â. Ð³òö, ä³éñíî, íå ðîçãëÿäàâ ö³º¿ çàäà÷³), ó äðóãîìó âèäàíí³ [110] ó 
ðîçä³ë³ åíåðãåòè÷íèõ ìåòîä³â äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïëîñêèõ çàäà÷ Ñ. Ï. Òèìîøåíêî â 
§ 48 ÷³òêî çãàäàâ ³ì’ÿ Â. Ð³òöà ÿê òâîðöÿ öüîãî ìåòîäó. Öåé ïàðàãðàô áóâ ïðîïóùå-
íèé ó òðåòüîìó âèäàíí³ ôóíäàìåíòàëüíîãî ï³äðó÷íèêà [61], àëå é òóò Ñ. Ï. Òèìî-
øåíêî â § 94 (ó âèíîñö³) â³äì³òèâ, ùî òàêèé ï³äõ³ä íàçèâàºòüñÿ ìåòîäîì Ð³òöà àáî 
Ðåëåÿ – Ð³òöà òà íàâ³â â³äïîâ³äí³ ïîñèëàííÿ. Á³ëüøå òîãî, Ñ. Ï. Òèìîøåíêî â äðó-
ãîìó âèäàíí³ êíèãè [60] âêàçàâ (ó § 81) íà ìîæëèâ³ñòü îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíò³â ó ïî-
äàíí³ ïðîãèíó æîðñòêî çàùåìëåíî¿ ïðÿìîêóòíî¿ ïëàñòèíêè ó âèãëÿä³ ðÿäó çà ñèñòå-
ìîþ ôóíêö³é, ÿêà çàäîâîëüíÿº âñ³ ãðàíè÷í³ óìîâè, áåç ôàêòè÷íîãî âèçíà÷åííÿ åíåð-
ã³¿ ñèñòåìè, â³äì³òèâøè, ùî «ïðèíöèï, ÿêèé ïðèâîäèòü äî ð³âíÿíü, â³äîìèõ ÿê ð³â-
íÿííÿ Ãàëüîðê³íà, áóâ âêàçàíèé Ð³òöåì».  
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Íàçâà «ìåòîä Ãàëüîðê³íà» òðàäèö³éíî øèðîêî âèêîðèñòîâóâàëàñÿ â ÑÐÑÐ [46]. 
Ó çàêîðäîíí³é ë³òåðàòóð³ ï³ñëÿ äîïîâ³ä³ Ê. Á. Á³çåíî [70], ó ÿê³é (ç ïîñèëàííÿì íà 
Ã. Ãåíê³) ñàìå òàê áóëî íàçâàíî ï³äõ³ä, öåé òåðì³í óâ³éøîâ ó øèðîêèé âæèòîê. 
Ã. Ãåíê³, ó ñâîþ ÷åðãó, ïîçíàéîìèâñÿ ç îñíîâíîþ ñòàòòåþ Á. Ã. Ãàëüîðê³íà [7] â îðèã³-
íàë³ (â³í áóâ ðîñ³éñüêèì â³éñüêîâîïîëîíåíèì ï³ä ÷àñ Ïåðøî¿ ñâ³òîâî¿ â³éíè é ÷àñòè-
íó ÷àñó ïðîâ³â ó ïîëîí³ â Ñàðàòîâ³) òà, ïðàöþþ÷è ï³ñëÿ öüîãî â Òåõí³÷í³é øêîë³ â 
Äåëüôò³ (Í³äåðëàíäè) ó Á³çåíî, øèðîêî çàñòîñîâóâàâ öåé ï³äõ³ä. Âàðòî, îäíàê, â³äì³-
òèòè, ùî ñàì Ê. Á. Á³çåíî [69, 70] ââàæàâ ï³äõîäè Ð³òöà é Ãàëüîðê³íà ö³ëêîì åêâ³âà-
ëåíòíèìè. Ö³êàâ³ â³äîìîñò³ ïðî ³ñòîð³þ âèíèêíåííÿ ³ ðîçâèòêó öüîãî âàð³àö³éíîãî 
ìåòîäó ì³ñòèòü êíèãà Å. ². Ãðèãîëþêà [9]. 

Ñ. Ï. Òèìîøåíêî [109] ðîçãëÿíóâ ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó íàé-
ìåíøî¿ ðîáîòè (åíåðãåòè÷íîãî ìåòîäó) äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ (2), 
(3) ïðî ðîçòÿãóâàííÿ ïðÿìîêóòíèêà ò³ëüêè íîðìàëüíèìè çóñèëëÿìè, ðîçïî-
ä³ëåíèìè çà ïàðàáîë³÷íèì çàêîíîì íà òîðöÿõ ,x a= ±  òîáòî 
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Öåé ðîçâ’ÿçîê áóëî ïîò³ì íèì â³äòâîðåíî â [55, § 43] ³ [61, § 94], à òà-
êîæ âèêîðèñòàíî â ï³äðó÷íèêó Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à [44, ðîçä. XIV, § 12]. Âèáè-
ðàþ÷è ôóíêö³þ íàïðóæåíü F  ó âèãëÿä³ 
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ó ÿêîìó ïåðøèé äîäàíîê ïîâí³ñòþ çàäîâîëüíÿº íåíóëüîâ³ ãðàíè÷í³ óìîâè 
(3), à äîäàòêîâ³ ÷ëåíè ç äîâ³ëüíèìè ñòàëèìè 1α , 2α , 3α  çàäîâîëüíÿþòü 
òîòîæíî íóëüîâ³ ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ íîðìàëüíî¿ ïîõ³äíî¿, 
Ñ. Ï. Òèìîøåíêî çíàéøîâ ó ïåðøîìó òà â äðóãîìó íàáëèæåííÿõ (âåðõí³ 
³íäåêñè 1 ³ 2 â³äïîâ³äíî) 

äëÿ êâàäðàòà a b= :  

 (1) (1) (1)
1 2 36

     0.04253 ,      0S
a

α = α = α = , 

 (2) (2) (2)
1 2 36 8

0.04040 ,          0.01174S S
a a

α = α = α = ; 

äëÿ ïðÿìîêóòíèêà 2a b= :  

 (1) (1) (1)
1 2 34 2

0.09074 ,        0S
a b

α = α = α = , 

 (2) (2) (2)
1 2 34 2 6 2 6 2

0.07983 ,        0.1250 ,       0.01826S S S
a b a b a b

α = α = α = , 

òà íàâ³â ðîçïîä³ë íàïðóæåíü xσ  ïî âèñîò³ â ïåðåð³ç³ 0x =  (äèâ. ðèñ. 97 ó 
[55] àáî ðèñ. 133 ó [61]). 

²íø³ çàäà÷³ ïðî ðîçòÿãóâàííÿ ³ çãèí ñê³í÷åííèõ ïðÿìîêóòíèõ ïëàñòèí 
(òàê çâàíèõ «áàëîê-ñò³íîê»), ðîçãëÿíóò³ íà îñíîâ³ ïðèíöèïó íàéìåíøî¿ ðî-
áîòè òà ³íøîãî âàð³àö³éíîãî ï³äõîäó – íà îñíîâ³ òåîðåìè Êàñò³ëüÿíî, íàâå-
äåíî â êíèãàõ [1, ðîçä. III, § 2], [32, ðîçä. V, §§ 14–16, ðîçä. VI], [50, §§ 91–
93], [44, ðîçä. XIV, § 12], [63, § 55] ³ â ñòàòòÿõ [14, 65, 72, 78, 82]. Ó ö³ëîìó 
âàð³àö³éí³ ìåòîäè âèÿâèëèñÿ äîñòàòíüî åôåêòèâíèìè òà äîçâîëèëè ïðè ïî-
ð³âíÿíî íåâåëèêîìó îáñÿç³ îá÷èñëåíü (ö³ëêîì ïîñèëüíèõ íàâ³òü «äîêîìïüþ-
òåðíîìó» â÷åíîìó ïî÷àòêó é ñåðåäèíè ÕÕ ñòîë³òòÿ) îäåðæóâàòè äàí³, äî-
ñòàòíüî íàä³éí³ äëÿ ³íæåíåðíèõ îö³íîê ì³öíîñò³ êîíñòðóêö³é. 
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3.2. Ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿. Ó Êè¿âñüê³é øêîë³ òåðìîìåõàí³êè, ñòâîðåí³é 
Àíàòîë³ºì Äìèòðîâè÷åì Êîâàëåíêîì, äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ãðàíè÷íî¿ á³ãàðìîí³÷-
íî¿ çàäà÷³ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà çíà÷íå çàñòîñóâàííÿ îäåðæàâ ìåòîä ñóïåðïî-
çèö³¿ [10, 12, 17]. ²äåÿ ìåòîäó çàïðîïîíîâàíà â äâàíàäöÿò³é ëåêö³¿ êëàñè÷íî-
ãî êóðñó Ã. Ëÿìå [89] äëÿ çàãàëüíî¿ òðèâèì³ðíî¿ çàäà÷³ ïðî ð³âíîâàãó ïðóæ-
íîãî ïàðàëåëåï³ïåäà ï³ä ä³ºþ íîðìàëüíèõ íåð³âíîì³ðíèõ íàâàíòàæåíü. Ó 
ìåìóàð³ Å. Ìàò’º [93], ÿêèé ï³çí³øå áóâ ïîâí³ñòþ â³äòâîðåíèé ó éîãî ëåêö³-
ÿõ [94], öåé ï³äõ³ä áóâ çàñòîñîâàíèé äî ïëîñêî¿ çàäà÷³ ïðî ïðóæíó ð³âíîâàãó 
ïðÿìîêóòíèêà, îäíàê ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â îòðèìàíî íå áóëî. Ïîäàëüøèé 
ðîçâèòîê ìåòîäó é îäåðæàííÿ êîíêðåòíèõ äàíèõ äëÿ çãèíó æîðñòêî çàùåì-
ëåíî¿ ïëàñòèíè ïîâ’ÿçàíèé ó ïåðø³é ïîëîâèí³ ÕÕ ñòîë³òòÿ ç äèñåðòàö³éíè-
ìè ðîáîòàìè ìàòåìàòèêà Á. Ì. Êîÿëîâè÷à [26], ³íæåíåðà-êîðàáëåáóä³âíèêà 
². Ã. Áóáíîâà [4] ³ ìåõàí³êà Ã. Ãåíê³ [82], çàõèùåíèõ â³äïîâ³äíî ó Ñàíêò-Ïå-
òåðáóðçüêîìó óí³âåðñèòåò³ é Ïîë³òåõí³÷íîìó ³íñòèòóò³ òà â Òåõí³÷í³é øêîë³ 
Äàðìøòàäòó, ëåêö³ÿìè ç áóä³âåëüíî¿ ìåõàí³êè êîðàáëÿ òîä³ âæå ïðîôåñîðà, 
ãåíåðàë-ìàéîðà êîðïóñó êîðàáåëüíèõ ³íæåíåð³â ². Ã. Áóáíîâà [5] ó Ìîðñüê³é 
àêàäåì³¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã), ðîáîòàìè Ê. Å. ²í´ë³ñà [84, 85], îïóáë³êîâàíèìè 
â ïðîâ³äíèõ áðèòàíñüêèõ òåõí³÷íèõ æóðíàëàõ, äèñåðòàö³ÿìè ó÷í³â Ñ. Ï. Òè-
ìîøåíêà [56, 60], çàõèùåíèìè íàïðèê³íö³ òðèäöÿòèõ ðîê³â ÕÕ ñòîë³òòÿ ó 
ðÿä³ óí³âåðñèòåò³â ÑØÀ, êîìïàêòíîþ ³ çì³ñòîâíîþ ñòàòòåþ Ã. Ï³êåòà [102], 
âåëèêîìó, àëå ìàëîâ³äîìîìó ìåìóàð³ Ê. Øðåäåðà (ìàéáóòíüîãî ïðåçèäåíòà 
Àêàäåì³¿ Íàóê ÍÄÐ) [106], ³ áàãàòüìà ³íøèìè ðîáîòàìè, îïóáë³êîâàíèìè â 
æóðíàëàõ áóêâàëüíî íà âñ³õ êîíòèíåíòàõ. Äîñòàòíüî ïîâíèé îãëÿä ë³òåðà-
òóðè ìîæíà çíàéòè â [10, 98, 107]. 

Îñíîâíà ³äåÿ ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ äëÿ á³ãàðìîí³÷íèõ çàäà÷ äëÿ ïðÿìî-
êóòíèêà ïîëÿãàº ó âèêîðèñòàíí³ ñóìè äâîõ ðÿä³â Ôóð’º çà ïîâíèìè ñèñòå-
ìàìè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é çà êîîðäèíàòàìè x  ³ y . Îáèäâà ðÿäè òî-
òîæíî çàäîâîëüíÿþòü á³ãàðìîí³÷íå ð³âíÿííÿ â ïðÿìîêóòí³é îáëàñò³, à ïî-
ñë³äîâíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â ðÿä³â Ôóð’º º äîñòàòí³ìè äëÿ âèêîíàííÿ äâîõ äî-
â³ëüíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ ôóíêö³¿ ³ ¿¿ íîðìàëüíî¿ ïîõ³äíî¿ íà âñ³õ ÷îòè-
ðüîõ ñòîðîíàõ ïðÿìîêóòíèêà. Ç îãëÿäó íà íåîðòîãîíàëüí³ñòü ôóíêö³é âèðà-
çè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â îäíîãî ðÿäó çàëåæèòü â³ä óñ³õ êîåô³ö³ºíò³â ³íøîãî ðÿäó 
³, íàâïàêè. Öå ïðèçâîäèòü äî íåîáõ³äíîñò³ ðîçâ’ÿçàííÿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè 
ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü, ÿêà âèðàæàº çàëåæí³ñòü ì³æ êîåô³ö³ºíòàìè 
ðÿä³â Ôóð’º ³ ïðèêëàäåíèì íàâàíòàæåííÿì. 

Äëÿ âèïàäêó, êîëè øóêàíà ôóíêö³ÿ íàïðóæåíü ( , )F x y  àáî ïðîãèí 

( , )w x y  ïëàñòèíêè º ïàðíèìè çà îáîìà êîîðäèíàòàìè, çàëåæíî â³ä òîãî, ÿêà 
ç óìîâ – ÷è äëÿ ñàìî¿ ôóíêö³¿, ÷è äëÿ ¿¿ íîðìàëüíî¿ ïîõ³äíî¿ âèêîíóºòüñÿ 
òîòîæíî, îòðèìóºìî äâà òèïè íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì.  

Êîëè ãðàíè÷íà óìîâà äëÿ íîðìàëüíî¿ ïîõ³äíî¿ âèêîíóºòüñÿ òîòîæíî, 
íåñê³í÷åííà ñèñòåìà äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â ðÿä³â Ôóð’º 

mX  ³ Y  ïðè â³äîìèõ â³ëüíèõ ÷ëåíàõ mF  ³ H  ìàº âèãëÿä 

 
2

2 2 2
1

4
( ) ,         1

( )
m

m m m
m

X b b Y F m
∞

=

α β
∆ α = + ≤ ≤ ∞

α + β
∑ 


 

, 

 
2

2 2 2
1

4
( ) ,           1

( )
m

m
m m

Y a a X H
∞

=

β α
∆ β = + ≤ ≤ ∞

α + β
∑ 

  


 , (17) 

äå ïîçíà÷åíî 
(2 1)

2m
m

a
− πα = , 

(2 1)
2b
− πβ =


, 

2
( ) tanh

cosh

ξ∆ ξ = ξ +
ξ

.  

Íàâïàêè, êîëè ãðàíè÷íà óìîâà äëÿ ôóíêö³¿ âèêîíóºòüñÿ òîòîæíî, òîä³ 
íåñê³í÷åííà ñèñòåìà äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â ðÿä³â Ôóð’º 

nX  ³ kY  ïðè â³äîìèõ â³ëüíèõ ÷ëåíàõ nC  ³ kD  ìàº òàêèé âèãëÿä:  
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3

1 2 2 2
1

4
( ) ,      1

( )
n

n n k n
k k n

X b b Y C n
∞

=

γ
∆ γ = + ≤ ≤ ∞

δ + γ
∑ , 

 
3

1 2 2 2
1

4
( ) ,      1

( )
k

k k n k
n n k

Y a a X D k
∞

=

δ
∆ δ = + ≤ ≤ ∞

γ + δ
∑ , (18) 

äå n
n
a
πγ = , k

k
b
πδ = , 1 2

( ) coth
sinh

ξ
∆ ξ = ξ +

ξ
.  

Äëÿ âñ³õ ñôîðìóëüîâàíèõ âèùå ìåõàí³÷íèõ çàäà÷ ïðè íå çàíàäòî «åê-
çîòè÷íèõ» ãðàíè÷íèõ óìîâàõ àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà â³ëüíèõ ÷ëåí³â ìàº 
âèãëÿä 

 3 32 2
0 02 2

( ),     ,    ( ),     m
m

f h
F f O m m H h O− −= + + → ∞ = + + → ∞

α β


  , 

 2 21 1( ),     ,            ( ),     n k
n k

c d
C O n n D O k k− −= + → ∞ = + → ∞

γ δ
, 

äå 0f , 2f , 0h , 2h , 1c , 1d  – äåÿê³ ñòàë³. 

Îñíîâíèìè ïèòàííÿìè ïðè äîñë³äæåíí³ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì (17) ³ (18) 
º: ÷è ³ñíóº (ºäèíèé) ¿õ ðîçâ’ÿçîê ³ ÿê çà ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü îïåðàö³é âñòà-
íîâèòè íàáëèæåí³ çíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ³ îö³íèòè ïîõèáêó. Íåçâàæàþ÷è íà 
ïîç³ðíó ïðîñòîòó (ë³í³éí³ ð³âíÿííÿ!), òåîð³ÿ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì ìàº ðÿä 
âàæêèõ ì³ñöü, ùî ³íîä³ ïðèçâîäèëî äî ñóïåðå÷íîñòåé ³ íåðîçóì³ííÿ. Ö³ 
òðóäíîù³, çâè÷àéíî, ïîâ’ÿçàí³ ç ïîäâ³éíîþ íåñê³í÷åíí³ñòþ ê³ëüêîñò³ íåâ³äî-
ìèõ ³ ê³ëüêîñò³ ð³âíÿíü. 

Òðàäèö³éíèé ñïîñ³á ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì, ÿêèé ìàº íàçâó 
ìåòîäó ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿, çàïðîïîíîâàíèé Æ. Ôóð’º ùå â 1807 ð. (äèâ. [79] 
äëÿ ïîâíîãî ïåðâ³ñíîãî òåêñòó), áóâ îïóáë³êîâàíèé íèì ó 1822 ð. ó ôóíäà-
ìåíòàëüíîìó òðàêòàò³ [77]. Çã³äíî ç Ôóð’º íåñê³í÷åííó ñèñòåìó (18) íåîá-
õ³äíî ðîçãëÿäàòè ÿê ãðàíè÷íó ôîðìó òàê çâàíî¿ íîðìàëüíî¿ ñê³í÷åííî¿ ñèñ-
òåìè 

 
3

( , ) ( , )
1 2 2 2

1

4
( ) ,    1

( )

K
N K N K n

n n k n
k k n

X b b Y C n N
=

γ
∆ γ = + ≤ ≤

δ + γ
∑ , 

 
3

( , ) ( , )
1 2 2 2

1

4
( ) ,    1

( )

N
N K N K k

k k n k
n n k

Y a a X D k K
=

δ
∆ δ = + ≤ ≤

γ + δ
∑ , (19) 

ó ÿê³é ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ ( , ) ,  1N K
nX n N≤ ≤ , ³ ( , ) ,  1N K

kY k K≤ ≤ , çá³ãàºòüñÿ 

ç ê³ëüê³ñòþ ð³âíÿíü. Äëÿ çàäàíèõ N  ³ K  íåâ³äîì³ â ñèñòåì³ (19) ìîæíà çíà-
éòè áóäü-ÿêèì ñïîñîáîì. (Íàïðèêëàä, Æ. Ôóð’º [77, ðîçä. 3] íàâ³òü îäåðæàâ 
ÿâí³ âèðàçè äëÿ íåâ³äîìèõ ó ñâî¿é êîíêðåòí³é ñê³í÷åíí³é ñèñòåì³, à Á. Ì. Êî-
ÿëîâè÷ [26] äîâ³â, ùî ìåòîä ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ñê³í-
÷åííî¿ ñèñòåìè (19) ñõîäèòüñÿ.) Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ öèõ íåâ³äîìèõ çì³-
íþþòüñÿ, êîëè çá³ëüøóºìî ¿õíþ ê³ëüê³ñòü ³ â³äïîâ³äíî ê³ëüê³ñòü ð³âíÿíü äëÿ 

¿õíüîãî âèçíà÷åííÿ. Ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ, äî ÿêèõ ïðÿìóþòü ( , )N K
nX  ³ ( , )N K

kY  

äëÿ êîæíîãî n  ³ k , êîëè N  ³ K  íåîáìåæåíî çðîñòàþòü (äîïóùåííÿ ïðî ³ñ-
íóâàííÿ öèõ ãðàíèöü ñêëàäàº çì³ñò «ïðèíöèïó Ôóð’º»), íàçèâàþòüñÿ ãîëîâ-
íèìè ðîçâ’ÿçêàìè íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (18). 

Ï³çí³øå Á. Ì. Êîÿëîâè÷ [27] ïîâåðíóâñÿ äî ðåçóëüòàò³â ñâîº¿ äîêòîð-
ñüêî¿ äèñåðòàö³¿ [26] ³ ðîçâèíóâ ñïåö³àëüíó òåîð³þ ë³ì³òàíò³â, ÿêà äîçâî-
ëÿº çà ðîçâ’ÿçêîì íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (19) âèçíà÷èòè âåðõíþ ³ íèæíþ 
ãðàíèö³ äëÿ âñ³õ íåâ³äîìèõ. (Öÿ òåîð³ÿ â³äðàçó æ áóëà äåòàëüíî îïèñàíà â 
êíèç³ [15], ùî íå ïåðåøêîäèëî îäíîìó ç ¿¿ ìîëîäèõ àâòîð³â ð³çêî êðèòè-
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êóâàòè ñòàðîãî ïðîôåñîðà ñàìå ç öèõ ïèòàíü.) Á³ëüøå òîãî, Á. Ì. Êîÿëîâè÷ 
äîâ³â, ùî äëÿ ñèñòåìè (18) çà ïåâíèõ îáìåæåíü íà ìàòðèöþ ³ â³ëüí³ ÷ëåíè, 
ÿê³ âèêîíóþòüñÿ äëÿ çàäà÷³ ïðî çãèí æîðñòêî çàùåìëåíî¿ ïëàñòèíêè ï³ä 
ä³ºþ ð³âíîì³ðíîãî íàâàíòàæåííÿ, ñïðàâäæóºòüñÿ çàêîí àñèìïòîòè÷íèõ 
âèðàç³â äëÿ ïîâåä³íêè íåâ³äîìèõ ç âåëèêèìè íîìåðàìè: 

 lim limn k
n k

X Y G
→∞ →∞

= =  (20) 

ç³ ñòàëîþ G , ÿêà, âçàãàë³ êàæó÷è, íå äîð³âíþº íóëåâ³. Á. Ì. Êîÿëîâè÷ [27, 
ñ. 167] ñôîðìóëþâàâ ïðèíöèïîâå ïèòàííÿ ïðî çíàõîäæåííÿ ÷èñëà G  a pri-
ori áåç ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè (18) ³ ìàâ íàì³ð ïðèñâÿòèòè öüîìó îêðåìå äî-
ñë³äæåííÿ. Î÷åâèäíî, â³ê (éîìó áóëî òîä³ 63 ðîêó) ³ íàñòóïíà äîâãà äèñêóñ³ÿ 
ïðî ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì (äèâ. [40] äëÿ äåòàëüíèõ ïîñè-
ëàíü), íà æàëü, íå äîçâîëèëè éîìó ðîçãëÿíóòè öå íàéâàæëèâ³øå ïèòàííÿ. 
Ïèòàííÿ ïðî ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó äëÿ âèïàäêó íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì, ïîâ’ÿçà-
íèõ ç á³ãàðìîí³÷íîþ ïðîáëåìîþ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà, áóëî îñòàòî÷íî âñòàíîâ-
ëåíî òåîðåìîþ Ï. Ñ. Áîíäàðåíêà [3]. Öå ïèòàííÿ, çäàâàëîñÿ, íå ïîâèííî âè-
íèêàòè, îñê³ëüêè ùå Å. Ìàò’º [92] äîâ³â ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó á³ãàðìîí³÷íî¿ çà-
äà÷³ (àëå íå íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì, äî ÿêèõ âîíà ìîæå áóòè çâåäåíà!) äëÿ çà-
ãàëüíîãî âèïàäêó äâîâèì³ðíî¿ îäíîçâ’ÿçíî¿ îáëàñò³. Îäíàê íåäàâíÿ äèñêóñ³ÿ 
[74, 99] câ³ä÷èòü, ùî é òóò ìàþòü ì³ñöå ïåâí³ òîíêîù³. 

Ñèñòåìà (17) º ïîâí³ñòþ ðåãóëÿðíîþ, à ñèñòåìà (18) º ðåãóëÿðíîþ. Òî-
ìó äî íèõ çàñòîñîâí³ âñ³ çàãàëüí³ òåîðåìè [16, ðîçä. I, § 2] ïðî ³ñíóâàííÿ 
ãîëîâíèõ ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³ ìîæóòü áóòè çíàéäåí³ ÿê ìåòîäîì ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿, 
òàê ³ ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Íàÿâí³ñòü çàêîíó (20) çìóøóº îáå-
ðåæíî ï³äõîäèòè äî ðîçâ’ÿçàííÿ öèõ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì çà äîïîìîãîþ 
ìåòîäó ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿, îïèñàíîãî âèùå. Õî÷à öåé ïðîöåñ ó ãðàíèö³ 
ñõîäèòüñÿ äî ãîëîâíèõ ðîçâ’ÿçê³â, àëå ïðè êîíêðåòíèõ îá÷èñëåííÿõ çàâæäè 
ìàºìî 

 0,     ,          0,     n kX n N Y k K= > = > . (21) 

ßêùî âðàõóâàòè, ùî íåâ³äîì³ nX  ³ kY  º êîåô³ö³ºíòàìè ðÿä³â Ôóð’º ó 

çîáðàæåííÿõ äëÿ øóêàíèõ ôóíêö³é, òî î÷åâèäíî, ùî íåçíàííÿ ¿õíüî¿ 
àñèìïòîòèêè íå äîçâîëèòü âðàõóâàòè òîíêîù³ îñîáëèâîñòåé ïîë³â ïîáëèçó 
ãðàíèö³ é, çîêðåìà, – ïîáëèçó êóòîâèõ òî÷îê. Öÿ îáñòàâèíà áóëà âïåðøå 
÷³òêî çàçíà÷åíà â ìîíîãðàô³¿ Â. Ò. Ãð³í÷åíêà [10]. 

Ó íàø³é ðîáîò³ [98] çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ìåëë³íà áóëî îòðèìàíî 
óçàãàëüíåííÿ çàêîíó Êîÿëîâè÷à (20) íà íåñê³í÷åíí³ ñèñòåìè (17) ³ (18), ÿê³ 
âèíèêàþòü ïðè ðîçãëÿä³ êîíêðåòíèõ á³ãàðìîí³÷íèõ çàäà÷ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà. 

Äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (17) ñïðàâäæóºòüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà 

 
2

0 0
2

2

4
m m

m

f h EX x
b a

π  = + + + π α π −
, 

 
2

0 0
2

2

4

h f EY y
a b

π  = + + + π β π − 


 (22) 

ç 

 1 3Re ( ) ,     ( ),      m m m mx E O m m−γ −
γ= α + ξ ξ = → ∞ , 

 1 3Re ( ) ,     ( ),         y E O−γ −
γ= − β + η η = → ∞      , (23) 

äå 1 2.73959 1.11902iγ = +  – êîð³íü òðàíñöåíäåíòíîãî ð³âíÿííÿ 1sin
2

 γπ − γ = 
 

 

0=  ç íàéìåíøîþ ä³éñíîþ ÷àñòèíîþ; E  ³ Eγ  – â³äïîâ³äíî ä³éñíà òà êîìï-

ëåêñíà ñòàë³. 
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Ñòàëó E  ìîæíà âèçíà÷èòè â ÿâíîìó âèãëÿä³: 

 0 0
1 1

( ) ( )
2 m

m

E F f H h
ab

∞ ∞

= =

π  = − + −  ∑ ∑ 


. (24) 

Ó òåðì³íàõ íåâ³äîìèõ mx  ³ y  íåñê³í÷åííà ñèñòåìà (17) íàáóâàº âèãëÿäó 

 ˆ
cosh

2 2

2 2 2 2
1

4 2( ) ,    1
( )

m
m m m

m m

bx b b y E F m
b

∞

=

α β
∆ α = − + ≤ ≤ ∞

β + α α
∑ 


 

, 

 ˆ
cosh

2 2

2 2 2 2
1

4 2( ) ,      1
( )

m
m

m m

ay a a x E H
a

∞

=

β α
∆ β = − + ≤ ≤ ∞

α + β β
∑ 

  
 

 , (25) 

äå ˆ
mF  ³ Ĥ  – â³äîì³ âåëè÷èíè, î÷åâèäíèì ÷èíîì çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíî-

øåíü (22) âèðàæåí³ ÷åðåç mF  ³ 
 

H , ÿê³ ìàþòü ïîðÿäêè 2( ),  O m m− → ∞ , ³ 
2( ),  O − → ∞  , â³äïîâ³äíî. Íåñê³í÷åííó ñèñòåìó (25) ç îãëÿäó íà àñèìïòî-

òè÷íó ïîâåä³íêó (23) óæå ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè ñïîñîáîì ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿, ïðè-
÷îìó çâè÷àéíî ê³ëüê³ñòü ð³âíÿíü º íåâåëèêîþ. Òàêèé ï³äõ³ä íàçèâàþòü ìå-
òîäîì ïîêðàùåíî¿ ðåäóêö³¿.  

Ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïëåêñíî¿ ñòàëî¿ Eγ , ÿêà º âàæëèâîþ ïðè 

âèâ÷åíí³ ëîêàëüíî¿ ïîâåä³íêè âåëè÷èí ïîáëèçó êóòîâèõ òî÷îê, ìàþòü âè-
ãëÿä 

 ˆ ˆlim lim2 2

1 1

4 ,        4m m m m
m m

y F x H
∞ ∞

→∞ →∞= =

− β = α − α = β∑ ∑   
. (26) 

Ïðè öüîìó â ñèñòåìàõ (19), (26) ïîòð³áíî ïåðåéòè äî íîâèõ íåâ³äîìèõ mξ , 

η , Eγ  ³ ðîçâ’ÿçóâàòè (òåïåð âæå êîìïëåêñíó) ñèñòåìó ñïîñîáîì ïðîñòî¿ 

ðåäóêö³¿. 
Äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (18) ìàº ì³ñöå àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà 

 ,         n n k kX G x Y G y= + = +  

ç 

 1 2Re ( ) ,       ( ),      n n n nx G O n n−λ −
λ= γ + ξ ξ = → ∞ , 

 1 2Re ( ) ,     ( ),      k k kky G O k k−λ −
λ= − δ + η η = → ∞ , 

äå 1 1.73959 1.11902iλ = +  – êîð³íü òðàíñöåíäåíòíîãî ð³âíÿííÿ 1cos
2

 λπ + 
 

 

1 0+ λ + =  ç íàéìåíøîþ ä³éñíîþ ÷àñòèíîþ, à G  ³ Gλ  – ä³éñíà òà êîìï-

ëåêñíà ñòàë³. 
Ó íåñê³í÷åíí³é ñèñòåì³ (18) ñòàëó G  íå ìîæíà â çàãàëüíîìó âèïàäêó 

âèçíà÷èòè ÿâíî. Ó òåðì³íàõ íåâ³äîìèõ nx , ky , G  öÿ íåñê³í÷åííà ñèñòåìà 

ìàº âèãëÿä 

 
3

1 2 2 2
1

4 2( ) ,     1
( )

n
n n k n

nk k n

x b b y G C n
∞

=

γ
∆ γ = − + ≤ ≤ ∞

γδ + γ
∑ , 

 
3

1 2 2 2
1

 
4 2( ) ,     1

( )
k

k k n k
kn n k

y a a x G D k
∞

=

δ
∆ δ = − + ≤ ≤ ∞

δγ + δ
∑ , (27) 

ç äîäàòêîâèì ð³âíÿííÿì 

 
2 2 2 2

2 2
1 1 1 1

2 2
3sinh sinh

n k
n k

n kn k n kn k

C Db a a bx y G
b a

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

++ + = +
γ δγ δ

∑ ∑ ∑ ∑ . (28) 



151 

Ó ð³âíÿíí³ (28) äîäàíêè â ñóìàõ, ùî ñòîÿòü ó ë³âèõ ÷àñòèíàõ, ñïàäàþòü 
íàäçâè÷àéíî øâèäêî. Òîìó ïåðø³ íåâ³äîì³ nx  ³ ky  (ÿê³ çì³íþþòüñÿ âêðàé 

ìàëî ïðè çá³ëüøåíí³ N  ³ K  ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (27) 
ñïîñîáîì ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿) íàä³éíî âèçíà÷àþòü çíà÷åííÿ ñòàëî¿ G . 

Ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïëåêñíî¿ ñòàëî¿ Gλ  ìàþòü âèãëÿä 

 
1 1

2 4 lim ,          2 4 limk n n n k k
n kk n

G y C G x D
∞ ∞

→∞ →∞= =

− = γ − = δ∑ ∑ . (29) 

Àíàëîã³÷íî äî ïîïåðåäíüîãî â ñèñòåìàõ (27), (29) ³ ð³âíÿíí³ (28) ïîòð³áíî 
ïåðåéòè äî íîâèõ íåâ³äîìèõ, nξ , kη , Gλ  ³ ðîçâ’ÿçóâàòè (òåïåð óæå êîìï-

ëåêñíó) ñèñòåìó ìåòîäîì ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ñï³ââ³äíî-
øåííÿ (26) ³ (29) ìàþòü ÷³òêó ³íòåðïðåòàö³þ ó òåðì³íàõ ìåõàí³÷íèõ õàðàê-
òåðèñòèê êîíêðåòíî¿ çàäà÷³. 

4. Ðîçâ’ÿçîê á³ãàðìîí³÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ó ïðÿìîêóòíèêó. Ðîçãëÿ-
íåìî ïîáóäîâó ðîçâ’ÿçê³â òèïîâèõ á³ãàðìîí³÷íèõ çàäà÷ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà 
ìåòîäîì ñóïåðïîçèö³¿. Çóïèíèìîñÿ ëèøå íà âèïàäêó ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåðìî-
ïðóæíîñò³, îñê³ëüêè äåòàë³ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â äëÿ çãèíó ïëàñòèí íàâåäåíî 
â [40]. 

Äëÿ ðîçãëÿíóòèõ íèæ÷å äâîõ çàäà÷ ïðî òåìïåðàòóðí³ íàïðóæåííÿ â 
ïðÿìîêóòíèêó ïðè ñèìåòðè÷íîìó çà îáîìà êîîðäèíàòàìè òåìïåðàòóðíîìó 
ïîë³ ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çâîäèòüñÿ äî ñèëîâèõ çàäà÷ ïðî ñèìåòðè÷íå íàâàíòà-
æåííÿ ïðÿìîêóòíèêà ò³ëüêè íîðìàëüíèìè àáî ò³ëüêè äîòè÷íèìè çóñèëëÿìè. 
Õî÷à ö³ çàäà÷³ ìîæíà é îá’ºäíàòè, òîáòî ðîçãëÿíóòè ºäèíèì ñïîñîáîì ïîáó-
äîâó íà îñíîâ³ ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ ðîçâ’ÿçêó çàãàëüíî¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ 
(1)–(3), äîö³ëüíî ðîçãëÿíóòè äâà ñïîñîáè âèáîðó ñèñòåìè ïîâíèõ òðèãîíî-
ìåòðè÷íèõ ôóíêö³é. Òàêèé ïîä³ë äîçâîëÿº âèêëàñòè ñóòü ìåòîäó ñóïåðïî-
çèö³¿ ç íàéá³ëüøîþ ïðîñòîòîþ. 

4.1. Äëÿ âèïàäêó ñèìåòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ ïðÿìîêóòíèêà äîâ³ëüíîþ 
ñèñòåìîþ íîðìàëüíèõ ñèë ( ) ( ) ( )p y p y p y+ −= = , ( ) ( ) ( )q x q x q x+ −= =  âèðàç 
äëÿ ôóíêö³¿ íàïðóæåíü Åð³ ìîæíà âèáðàòè ó âèãëÿä³ 

 2 20 0

2 2
p q

F x y= + +  

 
2

1

cosh sinh1( 1) coth cos
sinh sinh

n n n n
n n

n n nn n

X y y
b b b y x

b b

∞

=

γ γ  + − γ + − γ −  γ γ γ γ  
∑  

 
2

1

cosh sinh1( 1) coth cos
sinh sinh

k k k k
k k

k k kk k

Y x x
a a a x y

a a

∞

=

δ δ  − − δ + − δ  δ δ δ δ  
∑ , (30) 

äå n
n
a
πγ = , k

k
b
πδ = , à ñèëîâå íàâàíòàæåííÿ çàäàºòüñÿ ðîçâèíåííÿìè â ðÿ-

äè Ôóð’º 

 0 0
1

1 1( ) cos ,   ( ) ,    ( ) cos
2

a a

n n n n
n a a

q x q q x q q x dx q q x x dx
a a

∞

= − −

= + γ = = γ∑ ∫ ∫ , 

 0 0
1

1 1( ) cos ,   ( ) ,    ( ) cos
2

b b

k k k k
k b b

p y p p y p p y dy p p y y dy
b b

∞

= − −

= + δ = = δ∑ ∫ ∫ . 

Îá÷èñëþþ÷è çã³äíî ç (1) êîìïîíåíòè íàïðóæåíü, îòðèìóºìî, ùî íóëüî-
â³ ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü âèêîíàí³ òîòîæíî. Óìîâè äëÿ 
íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü ï³ñëÿ ñòàíäàðòíèõ ðîçâèíåíü ó ðÿäè Ôóð’º ïðèâî-
äÿòü äî íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (18) äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ðÿä³â nX  ³ kY , ó ÿê³é 
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 1( 1) ,        ( 1)n k
n n n k k kC q D p+= − γ = − δ , 

ïðè öüîìó 

 0 0
1 1

( ) ( )n k

n kn k

C D
p b p q a q

∞ ∞

= =

+ = − − +
γ δ∑ ∑ . 

Ðîçâ’ÿçóþ÷è íåñê³í÷åííó ñèñòåìó (18) ñïîñîáîì ïîêðàùåíî¿ ðåäóêö³¿, 
òîáòî ç âèêîðèñòàííÿì ñèñòåìè (27), (28), ïðè íåâåëèê³é ê³ëüêîñò³ ð³âíÿíü 
îäåðæóºìî äàí³ ïðî çíà÷åííÿ âñ³õ êîåô³ö³ºíò³â ðÿä³â Ôóð’º nX  ³ kY . Ï³ä-

ñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ öèõ êîåô³ö³ºíò³â ÷åðåç nx , ky , G  ó âèðàç äëÿ ôóíê-

ö³¿ íàïðóæåíü (30) ³ âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæí³ñòü [74, 99] 

 
2

1

cosh sinh( 1) 1coth cos
sinh sinh

n
n n

n n
n n nn n

y y
b b b y x

b b

∞

=

γ γ−   γ + − γ −  γ γ γ γ  
∑  

 
2

1

cosh sinh( 1) 1coth cos
sinh sinh

k
k k

k k
k k kk k

x x
a a a x y

a a

∞

=

δ δ−   − δ + − δ =  δ δ δ δ  
∑  

 
2 2 22 2 24 4 ( )( )

,
45 24 24

b ya xa b −−−= − +  

ÿêà, óò³ì, áóëà â³äîìà ùå ². Ã. Áóáíîâó [5, § 20] àáî [6, ñ. 150], ìîæíà çàïè-
ñàòè âèðàçè äëÿ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü ó ïðÿìîêóòíèêó 

 
2

2
0

1

1 ( 1) ( , , ) cos
2 3

n
x n n n

n

bp G y b x A y b x
∞

=

 σ = + − + − γ γ + 
  ∑  

 
1

( 1) ( , , ) cosk
k k k

k

a y B x a y
∞

=

+ − δ δ∑ , 

 
2

2
0

1

1 ( 1) ( , , ) cos
2 3

n
y n n n

n

aq G x b x B y b x
∞

=

 σ = − − − − γ γ − 
  ∑  

 
1

( 1) ( , , ) cosk
k k k

k

a y A x a y
∞

=

− − δ δ∑ , (31) 

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ 

 1 cosh sinh( , , ) coth
sinh sinh

z zA z h h h z
h h

λ λ λ = λ − − λ λ λ 
, 

 1 cosh sinh( , , ) coth
sinh sinh

z zB z h h h z
h h

λ λ λ = λ + − λ λ λ 
. 

Óñ³ ðÿäè øâèäêî çá³ãàþòüñÿ óñþäè, âêëþ÷àþ÷è ãðàíèöþ ïðÿìîêóòíèêà 
ç êóòîâèìè òî÷êàìè, òîìó ó ðîçðàõóíêàõ äîñòàòíüî óçÿòè ëèøå äåê³ëüêà 
ïåðøèõ ÷ëåí³â. 

Îá÷èñëþþ÷è ð³çíèöþ íàïðóæåíü x yσ − σ  ó êóòîâ³é òî÷ö³ x a= , y b= , 

îòðèìóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ) ( )p b q a− =  

 
2 22 2

0 0 2 2
1 1

2 2
3sinh sinh

n k
n kn k

a bb ap q x y G
b a

∞ ∞

= =

+
= − + + +

γ δ
∑ ∑ , (32) 

ó ÿêîìó ëåãêî âï³çíàòè äîäàòêîâå ð³âíÿííÿ (28). Òàêèì ÷èíîì, öå ð³âíÿííÿ 
ìàº ÷³òêèé ô³çè÷íèé çì³ñò, çàéâèé ðàç ï³äòâåðäæóþ÷è ñëîâà ². Ã. Áóáíîâà 
[6, ñ. 138] ïðî òå, ùî «Ïîòð³áíî ïàì’ÿòàòè, ùî äîâ³ëüíà ôîðìóëà, ÿêà 
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ïîâ’ÿçóº ô³çè÷í³ âåëè÷èíè, º ò³ëüêè ñèìâîë³÷íèì âèðàçîì óñ³õ ïðèïóùåíü, 
çðîáëåíèõ ïðè ¿¿ âñòàíîâëåíí³, ³ â îäåðæóâàíèõ ðåçóëüòàòàõ íå ìîæíà 
áà÷èòè ò³ëüêè ãîë³ öèôðè». 

ßêùî ïîâåðíóòèñÿ äî êîåô³ö³ºíò³â nX  ³ kY  ó ðÿäàõ (31) äëÿ íàïðó-

æåíü ó êóòîâ³é òî÷ö³ x a= , y b= , òî ï³ñëÿ äåÿêèõ ïåðåòâîðåíü ç âèêîðèñ-
òàííÿì ð³âíîñòåé [71, 80] 

 
2 2

1 1

1
6sinh sinhn kn k

∞ ∞

= =

β α + βα + = −
α β

∑ ∑ , 

 
1 1

coth 1coth 1 1 ln
2 6

n k

kn
n k

∞ ∞

= =

β − α − βα − α+ = −
β∑ ∑  

ïðè 2αβ = π , ôîðìàëüíî çàëèøèâøè ïåðø³ N  ³ K  äîäàíê³â ó ðÿäàõ, îòðè-
ìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 0
1 1

( , ) ( , , ) ( , , ) ln 1
N K

x n n k k
n k

ab ba b p b X A b b a Y B a a G
a= =

 σ = + γ + δ + + π  ∑ ∑ , 

 0
1 1

( , ) ( , , ) ( , , ) ln 1
N K

y n n k k
n k

ab ba b q b X B b b a Y A a a G
a= =

 σ = − γ − δ + − π  ∑ ∑ . (33) 

Ïîð³âíþþ÷è ö³ âèðàçè ç îòðèìàíèìè ç (30) âèðàçàìè äëÿ íàïðóæåíü 

 0
1 1

( , ) ( , , ) ( , , )
N K

x n n k k
n k

a b p b X A b b a Y B a a
= =

σ = + γ + δ∑ ∑ , 

 0
1 1

( , ) ( , , ) ( , , )
N K

y n n k k
n k

a b q b X B b b a Y A a a
= =

σ = − γ − δ∑ ∑ , (34) 

ó ÿêèõ â ñóìàõ çàëèøåíî ëèøå ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü ÷ëåí³â (à ñàìå öå é â³ä-
áóâàºòüñÿ ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ âèõ³äíî¿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (18) ñïîñîáîì 
ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿), áà÷èìî, ùî ïðè 0G ≠  âèðàçè äëÿ xσ  ³ yσ  ó êóòîâ³é òî÷-

ö³ ìàþòü ô³êñîâàí³ ïîõèáêè ïðè çáåðåæåíí³ äîâ³ëüíî¿ ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ 
÷ëåí³â ó ðÿäàõ (30) äëÿ ôóíêö³¿ íàïðóæåíü Åð³. Ö³ ïîõèáêè íå ìîæóòü áóòè 
óñóíóò³ íàâ³òü ïðè íåîáìåæåíîìó çá³ëüøåíí³ ÷èñåë N  ³ K  ó cê³í÷åíí³é 
ñèñòåì³, îòðèìàí³é ç (18) ìåòîäîì ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿. 

Ö³êàâî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ âèïàäêó êâàäðàòà a b=  ó ïðèêëàä³ Ñ. Ï. Òè-
ìîøåíêà, êîëè íîðìàëüíå íàâàíòàæåííÿ çàäàºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì (15) ³ 

0
2
3

p S= , 
2 2

1 4( 1)
k

k
k

b
p S+

δ
= − , ñòàëó G  ìîæíà âèçíà÷èòè òî÷íî: 

2

S

b
G = − . 

Ä³éñíî, ïîêëàâøè ç îãëÿäó íà ñèìåòð³þ n nx y= − , îäåðæóºìî, ùî ð³âíÿííÿ 

(32) ïðè öüîìó çíà÷åíí³ G  âèêîíóºòüñÿ òîòîæíî, à îáèäâà ðÿäêè â ïàðí³é 

íåñê³í÷åíí³é ñèñòåì³ (27) ïðè 
2

40,  
k

n k
S

b
C D

δ
= = −  ïðèçâîäÿòü äî îäíàêîâèõ 

òèïîâèõ ð³âíÿíü ùîäî íåâ³äîìèõ nx : 

  
3

1 2 2 2 2
1

4 2( ) ,        1
( )

n k
k

n Sx n x n
k n n b

∞

=
∆ π + = ≤ ≤ ∞

π + π
∑ . 

4.2. Äëÿ âèïàäêó ñèìåòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ ïðÿìîêóòíèêà äîâ³ëüíîþ 
ñèñòåìîþ äîòè÷íèõ çóñèëü ïðè ( ) ( ) ( )t y t y t y+ −= − = , ( ) ( ) ( )s x s x s x+ −= − =  
ôóíêö³þ íàïðóæåíü Åð³ âèáèðàºìî ó âèãëÿä³ 

 
1

cosh sinh
( 1) tanh cos

cosh cosh
m m m n

m m
m m nm

X y y
F b b b y x

b b

∞

=

α α = − α − α − α α α ∑  

 
1

cosh sinh
( 1) tanh cos

cosh cosh
Y x x

a a a x y
a a

∞

=

β β − − β − β β β β ∑    
 

  
, (35) 
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äå 
(2 1)

2m
m

a
− πα = , 

(2 1)
2b
− πβ =


, à ñèëîâå íàâàíòàæåííÿ çàäàºòüñÿ ðîçâè-

íåííÿìè â ðÿäè Ôóð’º 

 
1

1( ) sin ,        ( ) sin
a

m m m m
m a

s x s x s s x x dx
a

∞

= −

= α = α∑ ∫ , 

 
1

1( ) sin ,             ( ) sin
b

b

t y t y t t y y dy
b

∞

= −

= β = β∑ ∫   


. (36) 

Îá÷èñëþþ÷è çã³äíî ç (1) êîìïîíåíòè íàïðóæåíü, îòðèìóºìî, ùî íó-
ëüîâ³ ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü âèêîíóþòüñÿ òîòîæíî. 
Óìîâè äëÿ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ï³ñëÿ ñòàíäàðòíèõ ðîçâèíåíü ïðèâîäÿòü äî 
íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (17) äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ðÿä³â Ôóð’º mX  ³ Y , ó ÿê³é 

 1( 1) ,          ( 1)m
m mF s H t+= − = − 

  . 

Ïðè öüîìó äëÿ ãëàäêèõ íàâàíòàæåíü 2( ),  mF O m m−= → ∞  ³ 2( )H O −=  , 

→ ∞ . Îá÷èñëåííÿ çã³äíî ç (24) ç óðàõóâàííÿì çîáðàæåíü (36) äàþòü 

 ( ) ( )
2

E s a t b
ab
π= −[ ] . (37) 

Òàêèì ÷èíîì, êîëè â êóòîâ³é òî÷ö³ íå âèêîíóºòüñÿ óìîâà ïàðíîñò³ äî-
òè÷íèõ íàïðóæåíü, ( ) ( )s a t b≠  (òàêà ñèòóàö³ÿ, â ïðèíöèï³, ìîæëèâà, îñê³ëü-
êè ãðàíèöÿ íå íàëåæèòü ïðóæíîìó ò³ëó ³ íà í³é ìîæóòü áóòè çàäàí³ ö³ëêîì 
äîâ³ëüí³ óìîâè), òî íåâ³äîì³ mX  ³ Y  ïðÿìóþòü äî íóëÿ çà çàêîíàìè (22), 

(23). Íà ï³äñòàâ³ öüîãî äëÿ ïîëÿ íàïðóæåíü ó ïðÿìîêóòíèêó îòðèìóºìî âè-
ðàçè, àíàëîã³÷í³ äî (31), òîìó íåìà ñåíñó òóò âèïèñóâàòè ¿õ ïîâí³ñòþ. Çà-
çíà÷èìî ò³ëüêè, ùî ëîêàëüíà ïîâåä³íêà íàïðóæåíü â îêîë³ êóòîâî¿ òî÷êè â 
ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ( , )ρ ϑ , äå cosx a= − ρ ϑ , siny b= − ρ ϑ  ïðè 0ρ ≥ , 

10
2

≤ ϑ ≤ π  çàäàºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 2( ) ( )
( , ) (sin 2 2 ) ( )

2x
s a t b

O
−σ ρ ϑ = ϑ − π + ϑ + ρ , 

 2( ) ( )
( , ) (sin 2 2 ) ( )

2y
s a t b

O
−σ ρ ϑ = − ϑ − ϑ + ρ , 

 2 2 2( , ) ( ) cos ( ) sin ( )xy s a t b Oτ ρ ϑ = ϑ − ϑ + ρ . (38) 

Ç öèõ ñï³ââ³äíîøåíü âèïëèâàº, ùî â êóòîâ³é òî÷ö³ íå ò³ëüêè äîòè÷í³ 
íàïðóæåííÿ ìàþòü ðîçðèâ âåëè÷èíè ( ) ( )s a t b− , çàäàíèé ãðàíè÷íèìè óìîâà-
ìè, àëå é íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ òàêîæ ìàþòü ðîçðèâ âåëè÷èíè 
( ) ( )

2
s a t b− π . Öåé íåñïîä³âàíèé ðåçóëüòàò áóâ âïåðøå îòðèìàíèé ó çàì³òö³ 

[103] ïðè àíàë³ç³ ïðîñòî¿ çàäà÷³ äëÿ ÷âåðòüïëîùèíè. 

5. ×èñëîâ³ ïðèêëàäè. Ïåðåâàãè ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ – íåâåëèêèé îáñÿã 
îá÷èñëåíü ³ âèñîêà òî÷í³ñòü âèçíà÷åííÿ ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ó áóäü-
ÿê³é òî÷ö³ ïðÿìîêóòíèêà, ñòàíóòü á³ëüøå íàî÷íèìè, ÿêùî ðîçãëÿíóòè äâà 
òèïîâèõ ïðèêëàäè çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³: ïðî îñòèãàííÿ äîâãî¿ ïðèçìè ³ 
ïðî íàãð³âàííÿ òîíêî¿ ïëàñòèíè â óìîâàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ ³ (óçàãàëüíå-
íîãî) ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó â³äïîâ³äíî. Õî÷à ö³ çàäà÷³ âæå äîñë³äæó-
âàëèñÿ ³ â ñòàòòÿõ [11, 37], ³ â ï³äðó÷íèêàõ [2, 44, 55, 61], ðÿä ïðèíöèïîâèõ 
ïèòàíü, ïîâ’ÿçàíèõ ç òî÷í³ñòþ âèêîíàííÿ âñ³õ ãðàíè÷íèõ óìîâ ³, îòæå, ç 
â³ðîã³äí³ñòþ îòðèìàíèõ ÷èñëîâèõ äàíèõ, çóìîâëþº ïîòðåáó ïîâåðòàòèñü äî 
íèõ ùå ðàç. 
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ßê ïåðøèé ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ âèêëàäåíî¿ âèùå ïîñòàíîâêè ãðà-
íè÷íî¿ á³ãàðìîí³÷íî¿ çàäà÷³ ðîçãëÿíåìî òåìïåðàòóðí³ íàïðóæåííÿ â òîíê³é 
ïðÿìîêóòí³é ïëàñòèí³, ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè ( )T y  ó ÿê³é º ôóíêö³ºþ ëèøå 

â³ä îäí³º¿ êîîðäèíàòè. Ó öüîìó âèïàäêó çã³äíî ç ð³âíÿííÿì (8) ôóíêö³ÿ ( )TF  
òàêîæ çàëåæèòü ëèøå â³ä êîîðäèíàòè y , ³ ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ á³ãàðìîí³÷-

íî¿ ôóíêö³¿ íàïðóæåíü F∗  íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 
2 2

2
( ),      0,       x xy

F FCT y x a
x yy

∗ ∗
∗ ∗∂ ∂σ = = τ = = = ±

∂ ∂∂
, 

 
2 2

2
0,            0,       y xy

F F y b
x yx

∗ ∗
∗ ∗∂ ∂σ = = τ = = = ±

∂ ∂∂
. (39) 

ßêùî âèêîíàòè ãðàíè÷í³ óìîâè (39) ëèøå ³íòåãðàëüíî äëÿ çóñèëëÿ 
ðîçòÿãó ³ çãèííîãî ìîìåíòó, ìîæíà ïîáóäóâàòè [44, ðîçä. X, § 3], [55, § 65], 
[61, § 148] íàáëèæåíèé (ó ñåíñ³ ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà) ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî 
òåðìîíàïðóæíèé ñòàí ó ïðÿìîêóòí³é ïëàñòèí³: 

 S-V
3

31 ( ) ( ) ( )
2 2

b b

x
b b

y
C T y dy yT y dy T y

b b− −

 
σ = + − 

 
∫ ∫ , 

 S-V S-V0,          0y xyσ = τ = . (40) 

Òàê³ íàïðóæåííÿ íåïîâí³ñòþ çàäîâîëüíÿþòü íóëüîâ³ óìîâè íà ñòîðîíàõ 
ïðÿìîêóòíèêà, îñê³ëüêè äëÿ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü xσ  íà òîðöÿõ x a= ±  
âèêîíóþòüñÿ ëèøå ³íòåãðàëüí³ óìîâè äëÿ çóñèëü ³ ìîìåíòó: 

 S-V S-V0,          0
b b

x x
b b

dy y dy
− −

σ = σ =∫ ∫ . (41) 

Â³äïîâ³äíî äî ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà öåé ðîçâ’ÿçîê çàñòîñîâíèé ëèøå 
äî ñåðåäíüî¿ ÷àñòèíè ïðÿìîêóòíèêà, ÿêùî éîãî äîâæèíà º äîñòàòíüî âåëè-
êîþ ïîð³âíÿíî ç éîãî øèðèíîþ, òîáòî, êîëè a b .  

Ñ. Ï. Òèìîøåíêî íàâ³â ó [55, § 65] àáî [61, § 148] ïðèêëàä âèçíà÷åííÿ 
òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü ó ïðÿìîêóòí³é ïëàñòèíö³, êîëè òåìïåðàòóðè 
ðîçïîä³ëåíà çà ïàðàáîë³÷íèì çàêîíîì 

 
2

0 2
( ) 1

y
T y T

b
 = − 
 

, (42) 

³ îòðèìàâ íà îñíîâ³ (40) ïðîñò³ ³íæåíåðí³ ôîðìóëè 

 
2

S-V S-V S-V
2

1 1 3 ,        0,       0
3x y xy

y
S

b
 σ = − − σ = τ = 
 

, (43) 

äå 0S CT= . Öåé ðîçïîä³ë íàïðóæåíü íàâåäåíî íà ïðàâ³é ä³àãðàì³ íà 

ðèñ. 117 ó [55] àáî íà ðèñ. 224á ó [61]. 
Óòî÷íåí³ ³íæåíåðí³ ôîðìóëè äëÿ ðîçðàõóíêó òåìïåðàòóðíèõ íàïðó-

æåíü ìîæíà îòðèìàòè íà îñíîâ³ ïåðøîãî (àáî äðóãîãî) íàáëèæåííÿ â ðîç-
â’ÿçêó ö³º¿ çàäà÷³ çà äîïîìîãîþ åíåðãåòè÷íîãî ìåòîäó Òèìîøåíêà. Çâàæà-

þ÷è íà ãðàíè÷í³ óìîâè (39) äëÿ äîïîì³æíî¿ ôóíêö³¿ íàïðóæåíü F∗  ³ ïîäàí-
íÿ (16) äëÿ ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ êîíêðåòíî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, íàïðóæåííÿ 

xσ  ó äðóãîìó íàáëèæåíí³ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

äëÿ êâàäðàòà a b= :  

 
2 222 2

(2)
2 2 2

0.1616 1 1 3 0.0235 1x
yx xS S

a b a
     σ = − − − + − ×     
     

 

 
22 4 22 2

2 4 2 2 2
1 12 15 0.0470 1 1 3

y y yx xS
b b a a b

     × − + − − −     
     

; 
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äëÿ ïðÿìîêóòíèêà 2a b= :  

 
2 222 2

(2)
2 2 2

0.3193 1 1 3 0.0091 1x
yx xS S

a b a
     σ = − − − + − ×     
     

 

 
22 4 22 2

2 4 2 2 2
1 12 15 0.5 1 1 3

y y yx xS
b b a a b

     × − + − − −     
     

. 

Ùîá îäåðæàòè òî÷í³ø³ çíà÷åííÿ íàïðóæåíü ïîáëèçó êðà¿â ïëàñòèíêè, 
à òàêîæ îö³íèòè âïëèâ ñï³ââ³äíîøåííÿ ñòîð³í /a b  íà ìîæëèâ³ñòü çàñòîñó-
âàííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó (43), ïîòð³áíî çíàéòè äîïîì³æí³ íàïðóæåííÿ, 

ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ôóíêö³¿ íàïðóæåíü F∗ .  

Äëÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ (42) ôóíêö³ÿ ( ) ( )TF y  – ÷àñòêîâèé ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ (8), ëåãêî â³äøóêóºòüñÿ ó ÿâíîìó âèãëÿä³: 

 
2

( ) 2
02

1( ) 1 ,         
2 6

T y
F y Sy S CT

b
 = − − = 
 

. (44) 

Òîä³ ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ á³ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ F∗  íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 
2

( ) 2
2

1 1 ,    0,      ,      
2 6

y FF Sy x a y b
xb

∗
∗ ∂ = − = = ± ≤  ∂ 

, 

 20,        ,               ,      
3

FF Sb y b x a
y

∗
∗ ∂= = ± = ± ≤

∂
. (45) 

Òàêèì ãðàíè÷íèì óìîâàì â³äïîâ³äàº ïëîñêà çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ (2), 
(3) ïðî íàâàíòàæåííÿ ïðÿìîêóòíèêà ëèøå íîðìàëüíèì çóñèëëÿìè íà òîð-
öÿõ x a= , ÿê³ ðîçïîä³ëåí³ çà ïàðàáîë³÷íèì çàêîíîì (15). 

Âèïàäîê êâàäðàòíî¿ ïëàñòèíêè a b=  ñòàíîâèòü îñîáëèâèé ³íòåðåñ, 
îñê³ëüêè ïðè òàêîìó íàâàíòàæåíí³ ñòàëà G  âèçíà÷àºòüñÿ ÿâíî. 

Ó òàáë. 1 íàâåäåíî ïîð³âíÿííÿ òî÷íîñò³ âèêîíàííÿ ãðàíè÷íî¿ óìîâè äëÿ 
íîðìàëüíîãî íàïðóæåííÿ xσ  íà òîðö³ x a=  ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ íåñê³í÷åííî¿ 
ñèñòåìè (18) ìåòîäàìè ïðîñòî¿ òà ïîêðàùåíî¿ ðåäóêö³¿ â³äïîâ³äíî. Âèäíî, 
ùî àëãîðèòì ïîêðàùåíî¿ ðåäóêö³¿ (ïðè âðàõóâàíí³ íåíóëüîâîãî çíà÷åííÿ 
ñòàëî¿ G ) äàº äîáðå âèêîíàííÿ ãðàíè÷íî¿ óìîâè íàâ³òü ïðè 1N K= =  (ç 
ïîõèáêîþ, ìåíøîþ í³æ 4% â³ä S ), à 7 ÷ëåí³â ó ðÿäàõ Ôóð’º äàþòü ïðàê-
òè÷íî òî÷íå âèêîíàííÿ ö³º¿ óìîâè. Ç ³íøîãî áîêó, íàâ³òü 37 ÷ëåí³â ó ðÿäàõ 
ïðè âèêîðèñòàíí³ ìåòîäó ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿ íå çàáåçïå÷óþòü òî÷íîñò³ âèêî-
íàííÿ ãðàíè÷íî¿ óìîâè ïîáëèçó êóòîâî¿ òî÷êè: ïîõèáêà ó ñàì³é ö³é òî÷ö³ 

äîð³âíþº 
2

0.318Gb S= −
π

. 

  Таблиця 1 
( , ) /x a y Sσ  

Ïîêðàùåíà ðåäóêö³ÿ Ïðîñòà ðåäóêö³ÿ 
/y b  1N K= =  7N K= =  7N K= =  37N K= =  
0.0 0.016 0.000 0.016 0.000 
0.2 0.006 0.000 0.001 0.000 
0.4 -0.013 0.000 -0.010 -0.007 
0.6 -0.019 0.000 -0.003 0.000 
0.8 0.002 0.000 0.047 0.011 
0.9 0.021 0.000 0.053 0.016 
1.0 0.034 0.001 0.314 0.318 
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Ó òàáë. 2 íàâåäåíî ðîçïîä³ë íîðìàëüíîãî íàïðóæåííÿ xσ  ïî âèñîò³ â 

öåíòðàëüíîìó ïåðåð³ç³ êâàäðàòà 0x = . 
 Таблиця 2 

(0, )/x y Sσ   

Òèìîøåíêî [55] Ïîêðàùåíà 
ðåäóêö³ÿ 

Ïðîñòà ðåäóêö³ÿ 
Íàáëèæåííÿ 

/y b  1N K= =  7N K= =  1N K= =  7N K= =  (1) (2) 
0.0 -0.137 -0.141 -0.151 -0.141 -0.170 -0.138 
0.2 -0.131 -0.131 -0.151 -0.131 -0.150 -0.129 
0.4 -0.098 -0.095 -0.101 -0.095 -0.089 -0.097 
0.6 -0.021 -0.017 -0.008 -0.017  0.001 -0.031 
0.8  0.137  0.137  0.156  0.138  0.157  0.136 
1.0  0.428  0.411  0.377  0.404  0.341  0.417 

  
Áà÷èìî, ùî ìåòîä ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿ ñèñòåìè (18) äàº íàä³éí³ ðåçóëüòàòè 

ïî âñüîìó ïåðåð³çó, ùî ö³ëêîì ïðèðîäíî, ÿêùî âðàõóâàòè òå, ùî íåíóëüîâå 
çíà÷åííÿ ñòàëî¿ G  º âàæëèâèì ëèøå ïðè îá÷èñëåíí³ íàïðóæåíü ïîáëèçó 
êóòîâî¿ òî÷êè. Ïðè öüîìó âàð³àö³éíèé ìåòîä ïðè ïîð³âíÿíî íåâåëèêîìó îá-
ñÿç³ îá÷èñëåíü (ö³ëêîì ïîñèëüíèõ íàâ³òü «äîêîìïüþòåðíîìó» â÷åíîìó ïî-
÷àòêó ÕÕ ñòîë³òòÿ) òàêîæ çàáåçïå÷óº äîáð³ ðåçóëüòàòè. 

 Таблиця 3 
a b=  2a b=  

/y b  
S-V /x Sσ  

(0, )/x y Sσ  (0.5 , )/x a y Sσ  (0, )/x y Sσ  (0, )/x y Sσ  

0.0 -0.333 -0.141 -0.084 -0.312 -0.245 
0.2 -0.293 -0.131 -0.079 -0.277 -0.218 
0.4 -0.173 -0.095 -0.058 -0.171 -0.132 
0.6  0.003 -0.017 -0.017  0.013 -0.010 
0.8  0.307  0.137  0.002  0.289 -0.026 
1.0  0.667  0.411  0.248  0.675  0.521 

 
Äàí³, îòðèìàí³ íà îñíîâ³ òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³, íàâåäåíî â 

òàáë. 3. Óñåðåäèí³ ïëàñòèíêè âîíè ïðàêòè÷íî çá³ãàþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè ³í-
æåíåðíîãî ï³äõîäó. Áà÷èìî, ùî ðîçïîä³ë ïî âèñîò³ òåìïåðàòóðíèõ íàïðó-
æåíü xσ  ó êâàäðàòí³é ïëàñòèí³ íàâ³òü ó ñåðåäèííîìó ïåðåð³ç³ 0x =  íå â³ä-
ïîâ³äàº íàáëèæåíîìó ðîçïîä³ëó (43). Òàêèé ðîçïîä³ë ç ³íæåíåðíîþ òî÷í³ñòþ 
îòðèìàíî ëèøå â ñåðåäèííîìó ïåðåð³ç³ ïðÿìîêóòíèêà 2a b= . Öå óçãîäæó-
ºòüñÿ ç òðàäèö³éíèìè äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà óÿâëåííÿ-
ìè ïðî òå, ùî äëÿ íàï³âñìóãè ïðè â³ääàëåíí³ â³ä ì³ñöÿ ïðèêëàäàííÿ íàâàí-
òàæåííÿ íà â³äñòàíü, ùî äîð³âíþº øèðèí³ 2b , íîðìàëüíå íàïðóæåííÿ áóäå 
íàä³éíî âèçíà÷àòèñÿ ç ³íòåãðàëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü (40). 

Äðóãèì ïðèêëàäîì ïëîñêî¿ çàäà÷³ ïðî òåìïåðàòóðí³ íàïðóæåííÿ º 
çàäà÷à [37] ïðî îñòèãàííÿ äîâãîãî ïðóæíîãî áðóñà, ùî çíàõîäèòüñÿ â óìîâàõ 
ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ ïðè íóëüîâèõ íàâàíòàæåííÿõ íà éîãî ãðàíÿõ. Íåñòàö³-
îíàðíå ìèòòºâå òåìïåðàòóðíå ïîëå çàäàºòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 0( , ) cos cos
2 2

yxT x y T
a b

ππ= . (46) 

Ó ö³êàâ³é, àëå, íà æàëü, ö³ëêîì çàáóò³é ðîáîò³ [37] äî ðîçâ’ÿçàííÿ òåð-
ìîïðóæíî¿ çàäà÷³ (4), (5) áóâ çàñòîñîâàíèé «íàáëèæåíèé ñïîñ³á àêàä. 
Á. Ã. Ãàëüîðê³íà». Âèáèðàþ÷è ïàðíó çà îáîìà êîîðäèíàòàìè ôóíêö³þ íà-
ïðóæåíü F  ó âèãëÿä³ 

 
2 22 2 2 2 2 2

1 2 3F x a y b x y= − − λ + λ + λ( ) ( ) ( ) , (47) 
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äå 1λ , 2λ  ³ 3λ  – ïîêè ùî äîâ³ëüí³ ñòàë³ (ïðè öüîìó âñ³ íóëüîâ³ ãðàíè÷í³ 
óìîâè (5) âèêîíóþòüñÿ), ï³äñòàâëÿþ÷è ¿¿ â ð³âíÿííÿ (4), ïîìíîæóþ÷è îáèäâ³ 

÷àñòèíè îòðèìàíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ ïîñë³äîâíî íà 
2 22 2 2 2x a y b− −( ) ( ) , 

2 22 2 2 2 2x a y b x− −( ) ( )  ³ 
2 22 2 2 2 2x a y b y− −( ) ( )  òà ³íòåãðóþ÷è ïî âñ³é ïðÿìî-

êóòí³é îáëàñò³, îäåðæóºìî íàëåæíó ê³ëüê³ñòü ð³âíÿíü, ÿêà íåîáõ³äíà äëÿ 
âèçíà÷åííÿ âñ³õ ñòàëèõ. 

Òàê, íàïðèêëàä, ÿêùî îáìåæèòèñÿ ò³ëüêè ïåðøèì ÷ëåíîì ðÿäó òà âè-
êîíàòè çàçíà÷åí³ ä³¿, çíàõîäèìî 

 
2 22 2 2 2 2

1

a b

a b

C x a y b T dx dy
− −

λ = − γ − − ∇∫ ∫ ( ) ( ) , (48) 

äå γ  – äåÿêèé ÷èñëîâèé êîåô³ö³ºíò, ÿêèé çàëåæèòü â³ä a  ³ b . Ïðè öüîìó 
îòðèìàºìî òàê³ âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü: 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 14 (3 )( ) ,         4 (3 )( )x yy b x a x a y bσ = λ − − σ = λ − − , 

 2 2 2 2
116 ( )( )xy xy x a y bτ = − λ − − . (49) 

Ç îãëÿäó íà ìàëîäîñòóïí³ñòü ÷óäîâîãî äîñë³äæåííÿ [37] äëÿ òèõ, õòî íå 
æèâå ïî ñóñ³äñòâó ç âåëèêèìè ïóáë³÷íèìè á³áë³îòåêàìè, íà ðèñ. 1 â³äòâîðå-
íî êàðòèíè åïþð íàïðóæåíü, îá÷èñëåíèõ â³äïîâ³äíî äî ïåðøîãî íàáëèæåí-
íÿ (49). Òóò âèêîðèñòàíî òðàäèö³éí³ äëÿ êëàñè÷íèõ ï³äðó÷íèê³â ³ òðàêòàò³â 
ç òåîð³¿ ïðóæíîñò³ [35, 42, 44, 58] ïîçíà÷åííÿ äëÿ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü. Ó 
ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó ö³êàâî îö³íèòè òî÷í³ñòü ³íæåíåðíîãî ï³äõîäó, îñ-
ê³ëüêè çã³äíî ç öèì ðîçâ’ÿçêîì ìàþòü ì³ñöå çíà÷í³ íàïðóæåííÿ ðîçòÿãó â 
ñåðåäèí³ äîâãî¿ ñòîðîíè ïðÿìîêóòíèêà. 

 Xx ïðè y = 0 

Yy ïðè x = −a Yy ïðè x = a y 

x 
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2a 
O 

0.59 0.59 
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+ + 
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Рис. 1 
Ðîçøóêóþ÷è ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ â³äïîâ³äíî äî ñõåìè (7), (8), ôóíêö³þ 

( )TF  ëåãêî âèçíà÷èìî ÿê  

 
2 2

( )
02 2 2

4( , ) cos cos ,       
2 2( )

T ya b xF x y S S CT
a ba b

ππ= =
π +

. (50) 

Òîä³ ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ á³ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ F∗  íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 
2

2 2
20,     cos ,      ,   

2( )
 yF abF S x a y b

x ba b

∗
∗ π∂= = ± = ± ≤

∂ π +
, 

 
2

2 2
   20,     cos ,    ,   

2( )
 F a b xF S y b x a

y aa b

∗
∗ ∂ π= = ± = ± ≤

∂ π +
. (51) 
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Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ (2), 
(3) ïðî íàâàíòàæåííÿ ïðÿìîêóòíèêà ëèøå äîòè÷íèìè çóñèëëÿìè 

 
2 2 2 2

( ) sin ,       ( ) sin
2 2

yab x abs x S t y S
a ba b a b

ππ= =
+ +

, 

ïðè÷îìó òóò ( ) ( )s a t b= . Öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè ìåòîäîì ñóïåðïîçèö³¿ 

íà îñíîâ³ ïîäàííÿ (35) äëÿ ôóíêö³¿ íàïðóæåíü F∗ .  
 

 Таблиця 4 
a b=  2a b=  

/x a  (1)( , )/x x b Sσ  (2)( , )/x x b Sσ  ( , )/x x b Sσ  (1)( , )/x x b Sσ  (2)( , )/x x b Sσ  ( , )/x x b Sσ  

0.00 0.59 0.63 0.64 0.78 0.71 0.72 
0.25 0.52 0.55 0.56 0.69 0.65 0.65 
0.50 0.33 0.36 0.35 0.44 0.46 0.46 
0.75 0.11 0.13 0.09 0.15 0.18 0.17 
1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
 
Ó òàáë. 4 íàâåäåíî ðîçïîä³ë íîðìàëüíîãî íàïðóæåííÿ xσ  íà êðàþ 

y b=  ïëàñòèíè, ÿêèé îòðèìàíî íà îñíîâ³ ïåðøîãî ³ äðóãîãî íàáëèæåííÿ 
ìåòîäó Ãàëüîðê³íà, à òàêîæ ìåòîäîì ñóïåðïîçèö³¿ ïðè óòðèìàíí³ ëèøå 

2M =  òà 2L =  ÷ëåí³â (ïîäàëüøå çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ ÷ëåí³â íå âíîñèòü 
ÿêèõ-íåáóäü ³ñòîòíèõ çì³í â îòðèìàíèõ äàíèõ). Ç àíàë³çó öèõ ðîçðàõóíê³â 
âèïëèâàº, ùî õî÷à ð³çíèöÿ â îá÷èñëåííÿõ äëÿ íàáëèæåíîãî çîáðàæåííÿ ïðè 
îäíîìó ³ òðüîõ äîäàíêàõ ó (47) ñÿãàº ïîðÿäêó 10%, äðóãå íàáëèæåííÿ çàáåç-
ïå÷óº íàä³éí³ ðåçóëüòàòè. 

6. Çàêëþ÷í³ çàóâàæåííÿ. Ðîçãëÿäàþ÷è ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ ³ äåÿê³ êîí-
êðåòí³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ çà éîãî äîïîìîãîþ, ìîæíà ñòâåðäæóâà-
òè, ùî ò³ëüêè ï³ñëÿ â³äïîâ³äíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ îáðîáêè, âèêëàäåíî¿ âèùå, â³í 
º åôåêòèâíèì àíàë³òè÷íèì ï³äõîäîì äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³çíèõ äâîâèì³ðíèõ 
á³ãàðìîí³÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà. Ìåòîä 
ñóïåðïîçèö³¿ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé ³ äëÿ ³íøèõ ñèëîâèõ òà òåïëîâèõ íà-
âàíòàæåíü ïðóæíîãî ïðÿìîêóòíèêà òà ïðÿìîêóòíî¿ ïëàñòèíêè, âêëþ÷àþ÷è 
íàâ³òü çîñåðåäæåí³ äæåðåëà òåïëà ³ ðîçðèâí³ íàâàíòàæåííÿ [97]. Àëãîðèòì 
ïîêðàùåíî¿ ðåäóêö³¿, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà àñèìïòîòè÷íîìó çàêîí³ äëÿ íåâ³äî-
ìèõ, äîçâîëÿº îòðèìàòè íàä³éí³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè ïðè âèêîðèñòàíí³ ëèøå 
äåê³ëüêîõ ïåðøèõ äîäàíê³â ó ðÿäàõ Ôóð’º. Õî÷à àëãåáðà¿÷íà ðîáîòà ìîæå 
çäàâàòèñÿ äåùî ãðîì³çäêîþ, ê³íöåâ³ ôîðìóëè âèÿâëÿþòüñÿ ïðîñòèìè äëÿ 
ïðîâåäåííÿ îá÷èñëåíü. 

Îáãîâîðþþ÷è ñâî¿ ðåçóëüòàòè ïðî êðóòèëüíó æîðñòê³ñòü ïðóæíîãî 
ïðÿìîêóòíîãî ñòåðæíÿ, îòðèìàí³ ð³çíèìè ï³äõîäàìè, Â. Òîìñîí (ìàéáóòí³é 
ëîðä Êåëüâ³í) ³ Ï. Òåéò [108] çðîáèëè ö³êàâå çàóâàæåííÿ ïðî òå, ùî «ïîð³â-
íÿííÿ ðåçóëüòàò³â äàº ÷óäîâ³ òåîðåìè ÷èñòî¿ ìàòåìàòèêè, ùî òðàäè-
ö³éíî ì³ñòÿòüñÿ ëèøå â îáëàñò³ àíàë³çó àáî ãåîìåòð³¿, çàì³ñòü òîãî, ùîá 
äîçâîëèòè çàñòîñóâàííÿ ó áàãàò³é ³ ïðåêðàñí³é îáëàñò³ ìàòåìàòè÷íèõ 
³ñòèí íà øëÿõó ô³çè÷íèõ äîñë³äæåíü».  

Çàïðîïîíîâàíèé ñïîñ³á òðàêòóâàííÿ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì, îòðèìàíèõ ç 
ðîçãëÿäó ìåõàí³÷íèõ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ ïðÿìîêóòíè-
êà, çàáåçïå÷óº ÿê íàä³éíèé øëÿõ îäåðæàííÿ àêóðàòíîãî ³íæåíåðíîãî ðîç-
â’ÿçêó, òàê ³ ðÿä ö³êàâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ðåçóëüòàò³â. 

Ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ ìîæå áóòè ç óñï³õîì çàñòîñîâàíèé ³ ó âèïàäêó òðè-
âèì³ðíèõ çàäà÷ ïðî òåðìîïðóæíó ð³âíîâàãó ñê³í÷åííîãî öèë³íäðà [10, 20, 
21] äëÿ îö³íêè ëîêàëüíèõ åôåêò³â â³ä íàãð³âàííÿ ³ ìîæëèâîñò³ óòâîðåííÿ 
òð³ùèí. Îäíàê ïîñòàâëåíà Ã. Ëÿìå [89] á³ëüøå í³æ 150 ðîê³â òîìó òðèâèì³ð-
íà çàäà÷à ïðî ð³âíîâàãó ïðóæíîãî ïàðàëåëåï³ïåäà ï³ä ä³ºþ ïîâåðõíåâèõ ñèë 
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(àáî íåð³âíîì³ðíîãî íàãð³âàííÿ) óñå ùå º âèêëèêîì äëÿ àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â 
ñó÷àñíîãî àíàë³çó. Âàð³àö³éí³ ï³äõîäè ³ òóò äîçâîëèëè îòðèìàòè [66, 67] ³í-
æåíåðí³ ôîðìóëè äëÿ îö³íêè (òåïëîâèõ) íàïðóæåíü óñåðåäèí³ ò³ëà. Ïðè äî-
ñë³äæåíí³ ö³º¿ çàäà÷³ ìåòîäîì ñóïåðïîçèö³¿ îñíîâí³ òðóäíîù³ ïîëÿãàþòü íå 
â ïîáóäîâ³ âèðàç³â äëÿ íàïðóæåíü ó âèãëÿä³ òðüîõ ïîäâ³éíèõ ðÿä³â Ôóð’º, à 
â çíàõîäæåíí³ àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè çà ïîäâ³éíèìè ³íäåêñàìè êîåô³ö³ºí-
ò³â öèõ ðÿä³â. Öÿ êëàñè÷íà çàäà÷à ³ ñüîãîäí³ ÷åêàº ö³ëåñïðÿìîâàíèõ çóñèëü 
«ìîëîäèõ òàëàíîâèòèõ ãåîìåòð³â» (çà òåðì³íîëîã³ºþ Ã. Ëÿìå). Õî÷åòüñÿ 
ñïîä³âàòèñÿ, ùî â XXI ñòîë³òò³ ¿¿ áóäå ö³ëêîì ðîçâ’ÿçàíî, ÿê öå â³äáóëîñÿ â 
XX ñòîë³òò³ ç âåëèêîþ òåîðåìîþ Ôåðìà, ÿêà ó ñåðåäèí³ XIX ñòîë³òòÿ áóëà 
çàïðîïîíîâàíà Ôðàíöóçüêîþ Àêàäåì³ºþ Íàóê ïîðÿä ³ç çàäà÷åþ Ã. Ëÿìå íà 
êîíêóðñ Grand Prix de Mathématiques. 
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ТЕПЛОВЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИНАХ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ äâóìåðíàÿ áèãàðìîíè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè. Îòðàæåíû íåêîòîðûå àñïåêòû èñòîðèè ïðîáëåìû. Ìåòîä 
ñóïåðïîçèöèè îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î òåðìîóïðóãîì 
ðàâíîâåñèè ïðÿìîóãîëüíèêà è òåðìè÷åñêîì èçãèáå æåñòêî çàùåìëåííîé ïëàñòèí-
êè. Ïðîñëåæåíà ñâÿçü ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèì è èíæåíåðíûì ïîäõîäàìè ê ðåøå-
íèþ òàêèõ çàäà÷. Ïðèâåäåíû äâà òèïè÷íûõ ïðèìåðà. 
 
THERMAL STRESSES IN RECTANGULAR PLATES 
 
This paper addresses the classical two-dimensional biharmonic problem for a rectangu-
lar domain. Some aspects of its history are outlined. The method of superposition is 
effective for solving the mechanical problems concerning thermoelastic equilibrium of 
an elastic rectangle and thermoelastic bending of a thin clamped rectangular elastic 
plate. Relations between mathematical and engineering approaches are considered. The 
method is illustrated by two typical examples. 
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