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КОМБІНОВАНИЙ АЛГОРИТМ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЛІНІЙНОЇ 
ДВОВИМІРНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ 
 

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíî¿ äâîâèì³ðíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ çàïðîïîíîâàíî êîìá³-
íîâàíèé àëãîðèòì. Â³í ´ðóíòóºòüñÿ íà ðåäóêö³¿ ë³í³éíî¿ äâîâèì³ðíî¿ êðàéî-
âî¿ çàäà÷³ äî îäíîâèì³ðíî¿ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à òà çíàõîä-
æåíí³ ðîçâ’ÿçêó îñòàííüî¿ ðîçðîáëåíèì ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì ìåòîäîì. Íàâå-
äåíî òåîðåòè÷íå îá´ðóíòóâàííÿ êîìá³íîâàíîãî àëãîðèòìó òà ÷èñëîâ³ ðå-
çóëüòàòè äëÿ çàäà÷³ çãèíó îðòîòðîïíî¿ ïëàñòèíè. 

 
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ äâîâèì³ðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷, äî ÿêèõ çâîäèòüñÿ, íàïðè-

êëàä, ðîçðàõóíîê îáîëîíêîâèõ ³ ïëàñòèí÷àñòèõ êîíñòðóêö³é ³ç çàëó÷åííÿì 
ð³çíîãî ð³âíÿ òåîðåòè÷íèõ ìîäåëåé, ÷àñòî ïîâ’ÿçàíå ç³ çíà÷íèìè îá÷èñëþ-
âàëüíèìè òðóäíîùàìè. Íå âñ³ â³äîì³ íàáëèæåí³ òà ÷èñëîâ³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíè-
ìè âäàºòüñÿ ëåãêî ðåàë³çóâàòè íà ïðàêòèö³ [2, 5]. Îñòàíí³ì ÷àñîì ðîçâèâà-
þòüñÿ ï³äõîäè, ÿê³ ´ðóíòóþòüñÿ íà ðåäóêö³¿ äâîâèì³ðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äî 
îäíîâèì³ðíèõ, îñê³ëüêè ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ¿õ º á³ëüø ðîçâèíóò³ é äî-
ñë³äæåí³ [4]. Âèá³ð ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ áóäü-ÿêî¿ çàäà÷³ ïîâ’ÿçàíèé ç ïî-
øóêîì ïåâíîãî êîìïðîì³ñó ì³æ ïîòð³áíîþ òî÷í³ñòþ ³ ïðîñòîòîþ ðåàë³çàö³¿ 
îá÷èñëþâàëüíî¿ ñõåìè, óðàõóâàííÿì îáìåæåíü ùîäî éîãî çàñòîñóâàííÿ. 

Ó ö³é ðîáîò³ âèêîðèñòîâóºìî ï³äõ³ä, ÿêèé ïîºäíóº ïîçèòèâí³ âëàñòèâîñ-
ò³ ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à [6, 7] òà ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íîãî ìåòîäó [10–12]. Çà äî-
ïîìîãîþ ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à çä³éñíþºìî çíèæåííÿ âèì³ðíîñò³ êðàéîâî¿ çà-
äà÷³, òîáòî ðîçâ’ÿçóâàííÿ âèõ³äíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (àáî ñèñòå-
ìè ð³âíÿíü) ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè íàáëèæåíî çâîäèìî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
â³äïîâ³äíî¿ öüîìó ð³âíÿííþ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. 
Ðîçâ’ÿçîê îäåðæàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü ç â³äïîâ³äíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè áóäóºìî çà äîïîìîãîþ 
àïðîáîâàíîãî íà áàãàòüîõ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷àõ ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íîãî ìåòî-
äó. Öåé ìåòîä ´ðóíòóºòüñÿ íà ðåäóêö³¿ ë³í³éíî¿ äâîòî÷êîâî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
äî çàäà÷ Êîø³ òà ìàòðèöàíòíîìó ïîäàíí³ ¿õ ðîçâ’ÿçê³â. Õàðàêòåðíèì äëÿ 
÷èñëîâî-àíàë³òè÷íîãî ìåòîäó º òå, ùî íåìàº ïîòðåáè áåçïîñåðåäíüî ÷èñåëü-
íî ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷³ Êîø³. Îñíîâíà ïðîáëåìà ó ðàç³ éîãî çàñòîñóâàííÿ 
ïîâ’ÿçàíà ç ðàö³îíàëüíèì îá÷èñëåííÿì ìàòðèöàíòó [11]. ²äåÿ îá’ºäíàííÿ ìå-
òîäó Êàíòîðîâè÷à ç ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì ìåòîäîì ðåàë³çîâàíà ó ðîçðîáëå-
íîìó àëãîðèòì³, ÿêîìó âëàñòèâà ïðîñòîòà ïðîãðàìíî¿ ðåàë³çàö³¿. Òåõí³êó çà-
ñòîñóâàííÿ ³ ðåçóëüòàòèâí³ñòü öüîãî àëãîðèòìó ïðî³ëþñòðóºìî íà çàäà÷³ 
çãèíó îðòîòðîïíî¿ ïëàñòèíè ï³ä ä³ºþ íåð³âíîì³ðíîãî íàâàíòàæåííÿ. 

1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ òà àëãîðèòì ïîøóêó ðîçâ’ÿçêó. Ðîçãëÿäàºìî 
ïðóæíó ïëàñòèíó äîâæèíè a , øèðèíè b  ³ ñòàëî¿ òîâùèíè h  ï³ä ä³ºþ ïî-
ïåðå÷íîãî íàâàíòàæåííÿ ( , )q x y . Êîíòóð ïëàñòèíè æîðñòêî çàêð³ïëåíèé. 
Çàçíà÷èìî, ùî çà ³íøèõ êðàéîâèõ óìîâ ñõåìà ïîøóêó ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ íå 
çì³íþºòüñÿ. Çà âèõ³äí³ ïðèéìàºìî ð³âíÿííÿ çãèíó òîíêèõ àí³çîòðîïíèõ 
ïëàñòèí [1]. 

Îòæå, ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷³ ïðî çãèí îðòîòðîïíî¿ ïëàñòèíè ñêëà-
äàº äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè 
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∂ ∂ ∂≡ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (1) 

³ êðàéîâ³ óìîâè 
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x

∂= =
∂

 ïðè  0,    x x a= = , (2) 
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  0,        0ww
y

∂= =
∂

 ïðè  0,    y y b= = . (3) 

Òóò w  – ïðîãèí; 3 3 3
11 22 12 6612;  12;  ( 2 ) 12x y HD A h D A h D A A h= = = +/ / / . 

Ñòàë³ ijA , ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü ïðóæí³ âëàñòèâîñò³ ó âèïàäêó ïëîñêîãî 

íàïðóæåíîãî ñòàíó, âèçíà÷àºìî çà â³äîìèìè ôîðìóëàìè [1]. 
 Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíè ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à çâî-
äèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ âèãëÿäó 

 1( , ) ( , )w x y q x y
D

∆∆ = , 

äå 3
2

1
12(1 )

D Eh=
− ν

; ∆  – îïåðàòîð Ëàïëàñà; E  – ìîäóëü Þíãà; ν  – êî-

åô³ö³ºíò Ïóàññîíà. 
Ïîÿñíèìî îêðåì³ åòàïè êîìá³íîâàíîãî àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíî¿ 

äâîâèì³ðíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³, ó ÿêîìó âèêîðèñòîâóºòüñÿ ³äåÿ àïðîêñèìàö³¿, 
òà îá´ðóíòóºìî éîãî. Ñïî÷àòêó äî çàäà÷³ (1)–(3) çàñòîñîâóºìî ìåòîä Êàíòî-
ðîâè÷à äëÿ ðåäóêö³¿ âèõ³äíî¿ äâîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ äî îäíîâèì³ðíî¿. Ñóòü ìå-
òîäó ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ïðè êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³ÿõ ó íàáëèæåíîìó ðîç-
â’ÿçêó áåðóòüñÿ íå ñòàë³ ïàðàìåòðè, à íåâèçíà÷åí³ ôóíêö³¿ â³ä îäí³º¿ ç 
íåçàëåæíèõ çì³ííèõ, òîáòî íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3) øóêàºìî ó 
âèãëÿä³ 

  
1

( , ) ( ) ( )
n

n k k
k

w x y x y
=

= ψ ϕ∑ . (4) 

Ôóíêö³ÿ ( , )nw x y  ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè êðàéîâ³ óìîâè (2), (3) äëÿ áóäü-

ÿêèõ ( )k yϕ . Ó ôîðìóë³ (4) ôóíêö³¿ ( )k xψ  ï³äëÿãàþòü âèçíà÷åííþ, à ( )k yϕ  

– ïîïåðåäíüî âèáðàí³ êîîðäèíàòí³ ôóíêö³¿, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (3). 
Äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³ êîîðäèíàòíó ñèñòåìó ôóíêö³é âèáèðàºìî òàêîþ: 

 1 2( ) ( )k
k y y y b+ϕ = − . (5) 

Ñèñòåìà ôóíêö³é ( ),  1, 2, ,k y k nϕ =  , çàäîâîëüíÿº âèìîãè, ñôîðìóëüîâàí³ ó 

ïðîöåäóð³ Êàíòîðîâè÷à [7]. Íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè ( )k xψ  â (4) âèçíà÷àºìî ç 

ñèñòåìè ð³âíÿíü ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à, ÿêó îäåðæóºìî ç óìîâè îðòîãîíàëü-
íîñò³ íåâ’ÿçêè nR Lw q≡ − , äå L  – äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð ð³âíÿííÿ 

(1), äî ôóíêö³é 1 2( ),  ( ), ,  ( )ny y yϕ ϕ ϕ . Âíàñë³äîê âèêîíàííÿ ö³º¿ óìîâè ó 

êîíêðåòíîìó âèïàäêó îäåðæóºìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó. 

Çàçíà÷èìî, ùî òî÷í³ñòü àïðîêñèìàö³¿ ðîçâ’ÿçêó (4) ïåðåäóñ³ì çàëåæèòü 
â³ä âèáîðó êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é ³ â³ä ê³ëüêîñò³ öèõ ôóíêö³é. Ïåðåâàãîþ 
ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à º òå, ùî âäàëèé âèá³ð êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é ìîæå çà-
áåçïå÷èòè â³äíîñíî âèñîêó òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó íàâ³òü äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü n  
ó ïîäàíí³ (4). 

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäó àëãîðèòìó â àïðîêñèìàö³¿ øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó 
(4) â³çüìåìî 2n = . Â³äïîâ³äíà äëÿ çàäà÷³ (1)–(3) ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, îòðèìàíà ï³ñëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à, íà-
áóâàº òîä³ âèãëÿäó 

 IV IV
1 1 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

x k kD x y y dy x y y dy ψ ϕ ϕ + ψ ϕ ϕ + 
 ∫ ∫  

 
2 2

1 2
1 22 2

0 0

2 ( ) ( ) ( ) ( )
b b

H k kD x y dy x y dy
y y

∂ ϕ ∂ ϕ ′′ ′′+ ψ ϕ + ψ ϕ + 
 ∂ ∂∫ ∫  
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4 4

1 2
1 24 4

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
b b

y k kD x y dy x y dy
y y

∂ ϕ ∂ ϕ + ψ ϕ + ψ ϕ = 
 ∂ ∂∫ ∫  

 
0

( , ) ( ) ,        1,2
b

kq x y y dy k= ϕ =∫ . (6) 

Âèìàãàþ÷è âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ (2) ç óðàõóâàííÿì (4) ïðè 2n = , 
îäåðæóºìî òàê³ óìîâè íà ôóíêö³¿ ( )k xψ : 

  ( ) 0,       ( ) 0k kx x′ψ = ψ =   ïðè  0,    ,     1,2x x a k= = = . (7) 

Äàë³ äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó îäíîâèì³ðíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (6), (7) 
âèêîðèñòîâóºìî ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèé ìåòîä [12]. Çà éîãî ñõåìîþ ïîïåðåäíüî 
ñèñòåìó ð³âíÿíü (7) çàïèñóºìî ó íîðìàëüí³é ôîðì³ Êîø³. Çàñòîñîâóþ÷è ïðî-
öåäóðó çâåäåííÿ íåîäíîð³äíî¿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äî îäíî-
ð³äíî¿ [11], îäåðæóºìî òàêèé àíàëîã çàäà÷³ (6), (7) ó áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷è-
íàõ: 

  ( )dz A x z
dx

= , (8) 

  1 2 3 4 90,   0,   0,   0,   1z z z z z= = = = =  ïðè 0x = , 

  1 2 3 40,   0,   0,   0z z z z= = = =   ïðè 1x = , (9) 

äå 1 9 1 2 1 2 1 2 1 2 9( , , ) ( , , , , , , , , )z z z z′ ′ ′′ ′′ ′′′ ′′′= = ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ  ; 9z  – äîïîì³æíà çì³ííà 

(ó ðàç³ çâåäåííÿ íåîäíîð³äíî¿ ñèñòåìè äî îäíîð³äíî¿); 
9

, 1
( ) ( )ij i j

A y a y == [ ] . 

Íàïðèêëàä, äëÿ 1n =  â (4) îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ (8), äå ìàòðèöÿ 
5
, 1

( ) ( )ij i j
A y a y == [ ]  ìàº òàê³ íåíóëüîâ³ åëåìåíòè: 

 12 23 341,   1,   1a a a= = = , 

 41 3 43 2 45 4
1 1 1

1 1 1,   2 ,   ( )y Ha d D a d D a Kd f x
d d d

= − = − = . 

²íø³ åëåìåíòè, êð³ì íàâåäåíèõ, äîð³âíþþòü íóëåâ³, à ôóíêö³ÿ íàâàíòàæåí-
íÿ 0( , ) ( )q x y q f x= . Òóò âèêîðèñòàíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 2
2 12 21 12 21

1 1
2(1 ) ,    ,    12(1 )

yH
H y y

x x

DD EGD D K D
D E D E

= = ν + − ν ν = = = − ν ν ,  

 
2

1
1 1 1 2 12

0 0

( ) ,         
b b

d dy d dy
y

∂ ϕ = ϕ ⋅ ϕ = ⋅ ϕ 
 ∂∫ ∫ , 

  
4

1
3 1 4 14

0 0

,     ( ) ,      
b b

bd dy d y dy b
ay

∂ ϕ = ⋅ ϕ = ϕ = 
 ∂∫ ∫ ,  

äå çì³íí³ x , y  â³äíåñåí³ äî âåëè÷èíè a . 
Çà ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì ìåòîäîì ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (8), (9) ïîäàºìî ó âè-

ãëÿä³ 

  
9

1

( ) ( ),        1,2, ,9i j ij
j

z x C g x i
=

= =∑  , (10) 

äå ( )ijg x  – åëåìåíòè ìàòðèöàíòó, îá÷èñëåííÿ ÿêîãî âèêîíóºìî ç ïîòð³áíîþ 

òî÷í³ñòþ çà ñïåö³àëüíîþ ïðîöåäóðîþ [11]. Ó âèïàäêó ñòàëî¿ ìàòðèö³ ðîçâ’ÿ-
çóâàëüíî¿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ìîæíà ñêîðèñòà-
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òèñü àïðîêñèìàö³ºþ ìàòðèöàíòó ìàòðè÷íèì ðÿäîì [10] (ó öüîìó ðàç³ ìàò-
ðèöàíòîì º ìàòðè÷íà åêñïîíåíòà [3]). 

Ç óìîâ (9) ïðè 0x =  ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ìàòðèöàíòó [3] âè-
ïëèâàº, ùî 

  1 2 3 4 90,      0,      0,      0,      1C C C C C= = = = = . (11) 

²íø³ íåâ³äîì³ ñòàë³ â (10) âèçíà÷àºìî ç ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³â-
íÿíü, ÿêó îäåðæóºìî ç óìîâ (9) ïðè 1x = . Íà ï³äñòàâ³ (10) ç óðàõóâàííÿì 
(11) ìàºìî 

 5 3 6 4 7 7( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i ix z x C g x C g x C g xψ = = + + +  

 8 8 9( ) ( ),       1,2i iC g x g x i+ + = . 

Îñòàòî÷íî íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ïðîãèíó ïëàñòèíè îá÷èñëþºìî çà ôîð-
ìóëîþ 

  1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )nw x y z x y z x y= ϕ + ϕ . (12) 

Îòæå, ç âèêîðèñòàííÿì îïèñàíîãî àëãîðèòìó íà òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó (12) 
âïëèâàº ÿê âèá³ð êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é ó ìåòîä³ Êàíòîðîâè÷à, òàê ³ ïîõèá-
êà ðîçâ’ÿçêó (10), âèçíà÷åíîãî ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì ìåòîäîì. 

2. Òåîðåòè÷íå îá´ðóíòóâàííÿ àëãîðèòìó. Çà îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ( )LΩ  
îïåðàòîðà L  ó äèôåðåíö³àëüíîìó ð³âíÿíí³ (1) ïðèéìàºìî ìíîæèíó ÷îòèðè 
ðàçè íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é â îáëàñò³ 0 , 0S x a y= ≤ ≤ ≤ ≤{  

b≤ } , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâ³ óìîâè (2), (3). 

Çà óìîâ çàäà÷³ (1)–(3) îïåðàòîð L  º äîäàòíî âèçíà÷åíèì â ã³ëüáåðòîâî-
ìó ïðîñòîð³ 2 ( )H L S= , òîáòî äëÿ äîâ³ëüíèõ , ( )w v L∈ Ω  âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

  ( , ) ( , )Lw v w Lv= , 

  22( , )Lw w w≥ γ , (13) 

äå const 0γ = > , 2 2 ( , )
S

w w x y dx dy= ∫∫ . 

 Ä³éñíî, îñê³ëüêè 

 
22 2 2

2 2
S S

w w wdx dy dx dy
x y x y

∂ ∂ ∂  = ∂ ∂  ∂ ∂∫∫ ∫∫ , 

òî 

 
2 2 22 2 2

2 2
( , ) 2x H y

S

w w wLw w D D D dx dy
x yx y

 ∂ ∂ ∂     = + + ≥      ∂ ∂     ∂ ∂ ∫∫  

 
2 2 22 2 2

2 2
min , , 2x H y

S

w w wD D D dx dy
x yx y

 ∂ ∂ ∂     ≥ + + =      ∂ ∂     ∂ ∂ ∫∫{ }  

 2( )
S

w dx dy= µ ∆∫∫ , (14) 

äå min , ,x H yD D Dµ = { } . 

Äàë³, âèêîðèñòîâóþ÷è íåð³âí³ñòü Ôð³äð³õñà [9] äî ôóíêö³¿ ( , )w x y  ³ äî 
ïåðøèõ ¿¿ ïîõ³äíèõ, çàïèøåìî 

  
2 22 2

22 2
2 2

( )
S S

w ww dx dy dx dy w
x y

 ∂ ∂   ∆ ≥ + ≥    
   ∂ ∂ ∫∫ ∫∫æ æ , (15) 

äå 
2 2
2 2max ,  
a b

= { }æ . 
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Òîä³ ç íåð³âíîñòåé (14) ³ (15) îòðèìóºìî, ùî (13) âèêîíóþòüñÿ ïðè 
2 2γ = µæ . 

Äëÿ îïåðàòîðà L  åíåðãåòè÷íèì ïðîñòîðîì 
0
2
2 ( )LH W S= , LH H⊂ , º 

ïðîñò³ð ôóíêö³é, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâ³ óìîâè (2), (3) ³ äðóã³ óçàãàëü-
íåí³ ïîõ³äí³ ÿêèõ º ñóìîâíèìè ç êâàäðàòîì â îáëàñò³ S . Åíåðãåòè÷íèé äî-
áóòîê ³ åíåðãåòè÷íà íîðìà âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
, 2L x H y

S

w v w v w vw v D D D dx dy
x y x yx x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∫∫[ ] , 

  2 , LLw w w= [ ] , 

äå 
0
2
2,  ( )w v W S∈ . 

Ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ³ç íåð³âíîñò³ (13) îòðèìóºìî, ùî äëÿ äîâ³ëüíîãî 
0
2
2 ( )w W S∈  âèêîíóºòüñÿ 

  1
Lw w≤

γ
. (16) 

Äëÿ äîâ³ëüíîãî 
0
2
2 ( )w W S∈  º î÷åâèäíèìè íåð³âíîñò³ 

 2 2 2
0 0Lw w wµ ≤ ≤ η , (17) 

äå min , ,x H yD D Dµ = { } , max , ,x H yD D Dη = { } , à íîðìà 0w  âèçíà÷àºòüñÿ ó 

òàêèé ñïîñ³á: 

 
2 2 22 2 2

0 2 2
2

S

w w ww dx dy
x yx y

 ∂ ∂ ∂     = + +      ∂ ∂     ∂ ∂ ∫∫ . 

Áåðó÷è äî óâàãè ïðàâó íåð³âí³ñòü (17), ³ç íåð³âíîñò³ (16) ìàºìî 

 0w w
η

≤
γ

. 

Íåð³âíîñò³ (17) çàáåçïå÷óþòü ³ñíóâàííÿ òà ºäèí³ñòü óçàãàëüíåíîãî ðîç-

â’ÿçêó ÿê çàäà÷³ (1)–(3) 
0
2
2( , ) ( )w x y W S∈  äëÿ äîâ³ëüíî¿ ( , )q x y H∈ , òàê ³ ðîç-

â’ÿçêó 
0
2
2( , ) ( )nw x y W S∈  â³äïîâ³äíî¿ ¿é ñèñòåìè ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à: 

 
0

( ) ( ) 0
b

n kLw q y dy− ϕ =∫ , 

 (0) 0,    ( ) 0,    (0) 0,    ( ) 0,    1, ,k k k ka a k n′ ′ψ = ψ = ψ = ψ = =  . 

Ó öüîìó ðàç³ îòðèìóºìî òàêó îö³íêó øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ íàáëèæåíîãî ðîç-
â’ÿçêó äî òî÷íîãî: 

  
0 0n n nw w w w w v

η
− ≤ − ≤ −

µ
. (18) 

Åëåìåíò 
0
2
2

1

( ) ( ) ( )
n

n k k
k

v x y W S
=

= α ϕ ∈∑  â îö³íö³ (18) âèáèðàºìî òàêèì, ùî 

ðåàë³çóº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó 
0nw v−  [6]. 
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3. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü. Íàâåäåìî ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè äëÿ çàäà÷³ (1)–
(3), ÿê³ îäåðæàí³ çà äîïîìîãîþ êîìá³íîâàíîãî àëãîðèòìó. Íà ðèñ. 1 çîáðàæå-

íî ïîëå ðîçïîä³ëó çâåäåíî¿ âåëè÷èíè ïðîãèíó 
3

2

0
n

E h
W w

q a
=  ïëàñòèíè ( a =  

1;  0.1hb h
a

= = = = ) ï³ä ä³ºþ íåð³âíîì³ðíîãî òèñêó 0( , ) sin xq x y q
a

π=  ç òà-

êèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåð³àëó: 4
1 1.37 10E = ⋅ ÌÏà, 4

2 0.9 10E = ⋅ ÌÏà, 
41.22 10G = ⋅ ÌÏà, 1 20.1,  0.07ν = ν = . Ðîçïîä³ë ïðîãèíó ïëàñòèíè ç ³çîòðîï-

íîãî ìàòåð³àëó îòðèìóºìî ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê çàãàëüíî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ 
ñõåìè. 

Äîñÿæíó òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó, çíàéäåíîãî ç âèêîðèñòàííÿì êîìá³íîâàíî-
ãî àëãîðèòìó, ïîð³âíþâàëè ç äå-
ÿêèìè â³äîìèìè ðåçóëüòàòàìè 
äëÿ äâîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ çãèíó 
³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíè, çîêðåìà, 
êîëè êðà¿ 0y = , y b=  æîðñòêî 

çàêð³ïëåí³, à êðà¿ 0x = , x a=  
– øàðí³ðíî îïåðò³ [4, 8]. Òîä³ 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, âèçíà÷åíèé ç 
âèêîðèñòàííÿì îïèñàíîãî êîìá³-
íîâàíîãî àëãîðèòìó, ìàº âèãëÿä 
(4) äëÿ 2n = , äå ( )j xψ , çíàõî-

äèìî çà ôîðìóëîþ (10). Ç êðàéîâèõ óìîâ ïðè 0x =  îäåðæóºìî, ùî 1 0C = , 

2 5 6 90,  0,  0,  1C C C C= = = = . Íåâ³äîì³ ñòàë³ 3 4 7 8,  ,  ,  C C C C  âèçíà÷àºìî ç 
ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü, ÿêà âèïëèâàº ³ç çàäàíèõ óìîâ ïðè x a= . 

Ç ìåòîþ ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â âåëè÷èíó 
0

nw E
W

q a
=  îá÷èñëþâàëè çà 

òàêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â: 1a b= = ; 0.3;  0.1hν = = . 
Îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò, âèêîíàíèé äëÿ ðîçãëÿíóòî¿ çàäà÷³, ïîêà-

çàâ, ùî â íàáëèæåíîìó ðîçâ’ÿçêó (4) ö³ëêîì äîñòàòíüî âçÿòè 2n = , â³äíîñ-
íà ïîõèáêà ïðè öüîìó ñòàíîâèòü 0.6%. Ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ðåçóëüòàò³â äàº 
ï³äñòàâè çðîáèòè âèñíîâîê ïðî åôåêòèâí³ñòü ïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó äî ðîç-
â’ÿçóâàííÿ ë³í³éíî¿ äâîâèì³ðíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³. 
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КОМБИНИРОВАННЫЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНОЙ 
ДВУХМЕРНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
 
Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé äâóõìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è ïðåäëîæåí êîìáèíèðîâàííûé 
àëãîðèòì. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Êàíòîðîâè÷à âûïîëíåíà ðåäóêöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è 
ê îäíîìåðíîé. Çàòåì å¸ ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì. 
Ïðèâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå êîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà, à òàêæå 
àíàëèç ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ çàäà÷è èçãèáà îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû. 
 
COMBINED ALGORITHM FOR SOLUTION OF LINEAR 
TWO-DIMENSIONAL BOUNDARY-VALUE PROBLEM 
 
In this paper, an algorithm combining Kantorovich’s method with numerical-analytical 
method for solution of the linear two-dimensional boundary-value problem is proposed. 
First, by applying Kantorovich’s method the initial problem is reduced to solution of 
one-dimensional problem. Then, its solution is determined by use of the numerical-
analytical method. The numerical aspects of this approach are considered. As an 
example, the problem about bending of orthotropic plates is solved. The calculation 
analysis is made. 
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