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ВЫЧИСЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИНВАРИАНТОВ  
ВТОРОГО ПОРЯДКА СУБМЕРСИЙ ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 
 

Ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ñóáìåðñèé 

: nϕ →  . Íàéäåíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èí-
âàðèàíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. 

 
1. Äåéñòâèå ñòðóêòóðíîé ïñåâäîãðóïïû Ëè. Ðàññìîòðèì ñóáìåðñèè 

: nϕ →   è ïñåâäîãðóïïó Γ , ïîðîæä¸ííóþ äâèæåíèÿìè åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà n  è äèôôåîìîðôèçìàìè ïðÿìîé  . Â ðàáîòå [2] îïèñàíî ïðî-

äîëæåííîå äåéñòâèå Γ  íà ïðîñòðàíñòâàõ k  ñòðóé ( , )k nJ   . Â ñëó÷àå 

2k =  êîîðäèíàòàìè â 2 ( , )nJ    ÿâëÿþòñÿ íàáîðû ( , , , )i i ijx u p p . Ðàçìåð-

íîñòè ïðîñòðàíñòâ 2 ( , )nJ    áóäóò ðàâíû  

 2 2
2dim ( , )n

nJ n C += +  . 

Áàçèñ àëãåáðû Ëè ïñåâäîãðóïïû Ëè Γ  îáðàçóåò âåêòîðíûå ïîëÿ 
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû âòîðîãî ïîðÿäêà – ýòî ôóíêöèè íà 
2 ( , )nJ   , èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåíèÿ äåéñòâèÿ Γ  â 
2 ( , )nJ   . 

Àëãåáðà Ëè ïñåâäîãðóïïû îòîæäåñòâëåíà ñ àëãåáðîé Ëè êîíòàêòíûõ 
âåêòîðíûõ ïîëåé [1] ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè âèäà 

 
1

( ) ( )
n

i i ij i j j i
i i j

f h u a f a p x p x
= <

= + + −∑ ∑ . 

Îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ (2)
fX  ïðèâåäåíà â [1]. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà 

( )f h u= , òî  

 (2)

1 , ,

( ) ( ) ( )
n

h i i j
i ij iji i j i j

X h u h u p h u p p
u p p p=

 ∂ ∂ ∂ ∂′ ′′= + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑ ∑ .  (1) 

Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ â 
2 ( , )nJ    ðàâíà 2 3nn C+ + , ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü àëãåáðû èíâàðèàíòîâ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà ðàâíà 2 2
2 3 2 2n nC C n+ − − = − . 

2. Íàõîæäåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. 
Ïóñòü ( , , , )i i ijg x u p p  − äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû âòîðîãî ïîðÿäêà. 

Òîãäà g  ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì äëÿ êîíòàêòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé 
(2)
fX  âèäà (1) ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ( )h u . Êðîìå òîãî, g  – èíâàðèàíòû 

ãðóïïû äâèæåíèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ( , )i ijg g p p= . 
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Ïîäìíîãîîáðàçèå 
0

( , , )
p

x u p
=

 â ìíîãîîáðàçèè 1( , )nJ    ÿâëÿåòñÿ îð-

áèòîé ïñåâäîãðóïïû Ã, è îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå 
2 ( , )nJ    îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèì ïåðåñå÷åíèåì ñî ñëîåì ïðîåêöèè 

 2 1( , ) ( , )n nJ J→    . 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíâàðèàíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ôèêñèðóåì òî÷êó 
1

1(0, 0, ) ( , ),   ( , , ) 0n
np J p p p∈ = =  . 

Ñëîé F  ïðîåêöèè 2 ( , )nJ    → 1( , )nJ    îáðàçîâàí ñèììåòðè÷åñêèìè 

òåíçîðàìè ijr p= , êîòîðûå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ êâàäðàòè÷íûìè ôîð-

ìàìè íà ïðîñòðàíñòâå n . Ïåðåñå÷åíèå îðáèòû ïñåâäîãðóïïû Γ  ñî ñëîåì 
F  – îðáèòû ïîäãðóïïû H , ñîõðàíÿþùåé äàííóþ òî÷êó p . Òåì ñàìûì ýëå-

ìåíòû ïîäãðóïïû H  − ýòî, âî-ïåðâûõ, âðàùåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå êîâåêòîð 

p , à âî-âòîðûõ, òðàíñâåêöèè, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà 2r r tp→ + , 

t ∈  . Çäåñü ÷åðåç 2p  îáîçíà÷åí êâàäðàò êîâåêòîðà p , òî åñòü êâàäðàòè÷-

íàÿ ôîðìà âèäà i jp p . Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî n  ïðîñòðàíñòâà 

n , îáðàçîâàííîå òàêèìè âåêòîðàìè x , ÷òî , 0p x = . Îáîçíà÷èì ÷åðåç r  

îãðàíè÷åíèå êâàäðèêè r  íà n . Òîãäà äåéñòâèå ãðóïïû H  îïðåäåëÿåò äåé-
ñòâèå ïîäãðóïïû âðàùåíèé, ñîõðàíÿþùèõ êîâåêòîð p  íà êâàäðàòè÷íûõ 

ôîðìàõ r . Èíâàðèàíòû ýòîãî äåéñòâèÿ è îïðåäåëÿþò äèôôåðåíöèàëüíûå 
èíâàðèàíòû âòîðîãî ïîðÿäêà ïñåâäîãðóïïû Γ . Â êà÷åñòâå ýòèõ èíâàðèàíòîâ 
(ñì. [2]) ìîæíî âûáðàòü êîýôôèöèåíòû 1 2 1, , , nI I I −  õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî 

ìíîãî÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî r : 

 1 2
1 1det n n

nE r I I− −
−λ − = λ + λ + +  . 

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 2 1, , , ne e e −  îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ôîðìû r  â n . 

Òðàíñâåêöèè íå ìåíÿþò èíâàðèàíòû 1 2 1, , , nI I I − , à òàêæå ñîáñòâåííûé áà-

çèñ 1 2 1, , , ne e e − . Çíà÷åíèå ôîðìû r  íà êîâåêòîðå p  âûáîðîì òðàíñâåêöèè 

âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü íóëåâûì. Ïðè ýòîì ôîðìà r  ïåðåéä¸ò â ôîðìó 

 2
0 2

( , )

( , )

r p p
r r p

p p
= − . 

Çíà÷åíèÿ ôîðìû 0r  íà ïàðàõ âåêòîðîâ p  è ke  äàþò èíâàðèàíòû ãðóïïû 

H . Èíâàðèàíòàìè 1 1 1 1, , ,  , ,n nI I g g− −   èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå èíâàðèàíòû 

âòîðîãî ïîðÿäêà [2]. 

Ïðèìåð. Ïóñòü 2n = . Òîãäà ïðÿìàÿ 2E  ïîðîæäåíà âåêòîðîì 

 1 2 1
1 ( , )e p p
p

= −  

è êâàäðèêà r  íà ïðÿìîé 2E  èìååò âèä 

 2 2
1 1 11 2 1 2 12 22 12

1( , ) ( 2 )r e p p p p p p p
p

= − +  . 

Ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü 1I  îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ  

 
2

(2)

1
u i ij

i iji i j

X u p p
u p p= <

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂∑ ∑ , 
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íàõîäèì 

 2 2
1 11 2 1 2 12 22 13/2

1 ( 2 )I p p p p p p p
p

= − + . 

Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì 

 
2 2

1 2 22 11 12 1 2
1 3/2

( ) ( )p p p p p p p
g

p

− + −
= . 

Îòìåòèì, ÷òî èíâàðèàíò 1I  âû÷èñëÿåò êðèâèçíó êðèâîé ñåìåéñòâà, à 

èíâàðèàíò 1g  ðàâåí êâàäðàòó êðèâèçíû îðòîãîíàëüíîé òðàåêòîðèè ñå-
ìåéñòâà [3].  

Ïðèâåä¸ì äðóãîé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ 

âòîðîãî ïîðÿäêà. Îïèøåì äåéñòâèå ãðóïïû Ëè â 2 ( , )nJ   . Ðàññìîòðèì ïà-

ðó ( , )r p , ãäå ijr p=  − ñèììåòðè÷åñêèé 2-òåíçîð, 0ip p= ≠  – êîâåêòîð. 

Ïóñòü 2Γ  − ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé èç ïñåâäîãðóïïû Γ , ñîõðàíÿþùàÿ òî÷-

êó 2(0, 0, ) ( , )na J∈   , è äåéñòâóþùàÿ íà ñëîå F  ïðîåêöèè  

 2 0( , ) ( , ) : ( , , , ) ( , )n nJ J x u p r x u→     . 

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðóïïà 2Γ  ïîðîæäåíà âðàùåíèÿìè ( )A SO n∈  

 : ( , ) ( , )A r p A r A A p′ , (I) 

ìàñøòàáíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè 

 ( , ) ( , ),      p r p rλ λ λ ∈  , (II) 

è òðàíñâåêöèÿìè 

 2( , ) ( , ),       p r p r p− λ λ ∈  .  (III) 

Äåéñòâèå àëãåáðû Ëè 2Γ  ýôôåêòèâíî, ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà 

îðáèò 2F Γ/  ðàâíà 

 2 2dim ( ) dim F dim 2 2F nΓ = − Γ = −/ . 

Îïèøåì îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû ( )SO n  íà ñëîå F . Ñ ýòîé öåëüþ 
ïðåäñòàâèì ïàðó ( , )p r  êàê ñèììåòðè÷åñêóþ 2-ôîðìó r  íà ( 1)n + -ìåðíîì 
ïðîñòðàíñòâå, çàäàâàåìóþ ìàòðèöåé  

 

11 1 1

21 2 2

1

1

0

0

n

n

n nn n

n

p p p
p p p

r p
r

p
p p p
p p

= =




   



.  (2) 

Êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå ( )A SO n∈  îïðåäåëÿåò âðàùåíèå  

 
0

( 1)
0 1
A

A SO n= ∈ + .  

Ïðè ýòîì  

 
0

A r A A p
A r A

A p
′′ = .  (3) 

Ïîýòîìó äåéñòâèå (I) ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ (3) ïîäãðóïïû ( )SO n ⊂  
( 1)SO n⊂ +  íà ïðîñòðàíñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ ( 1) ( 1)n n+ × + -ìàòðèö. Ïîëî-

æèì 

 2 1
1 2 1( , ) tr ( ) tr ( ),  ( , ) tr ( ), ,  ( , ) tr ( )n

nt p r r r t p r r t p r r +
+= = = = . (4) 
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Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî 1 1, , nt t +  – ïîëíàÿ ãðóïïà èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ãðóï-

ïû ( 1)SO n + . Ýòè ôóíêöèè òàêæå èíâàðèàíòû äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû ( )SO n . 

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 1 1 1( ), , ( )np r p r+λ λ  ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû r . 

Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå 1 1( ) ( 1)n nA r A SO n+ += ∈ + , 

ïðèâîäÿùåå ìàòðèöó r  ê äèàãîíàëüíîìó âèäó 

 1 1n n i ijA r A+ +
′ = λ δ . 

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ýëåìåíòîâ ( 1)S SO n∈ + , 

ÿâëÿþùèõñÿ ñèììåòðèÿìè äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû i ijλ δ , ò. å. (äëÿ îðáèò 

îáùåãî ïîëîæåíèÿ) ñ òî÷íîñòüþ äî ýëåìåíòîâ ãðóïïû 
1n+

Σ , ïîðîæäåííîé 

ïðåîáðàçîâàíèÿìè ( 1),  ij SO n i jσ ∈ + < , ãäå ijσ  – äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû 

ñ 1 íà äèàãîíàëè íà âñåõ ìåñòàõ, êðîìå i -ãî è j -ãî, ãäå ñòîÿò 1− . 

Êàê èçâåñòíî, ( 1) / ( ) nSO n SO n S+ = . 

Ïóñòü 
1

n

n
M S

+
= Σ  − ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû 

1n+
Σ  íà ñôåðå 

nS . Òîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ f  íà M  îïðåäåëÿåò 
1n+

Σ -èíâàðèàíòíóþ ôóíê-

öèþ íà nS  è ( )SO n -èíâàðèàíòíóþ ôóíêöèþ íà ( 1)SO n + , êîòîðóþ ìû ïî-

ïðåæíåìó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f . 

Îïðåäåëÿåì ( )SO n -èíâàðèàíò fI  íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö r  òèïà (2), 

ïîëîæèâ 

 1( ) ( ( ))f nI r f A r+= .  (5) 

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )C M∞  ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà n -ìåðíîé 

ñôåðå nS , èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû 
1n+

Σ . Òîãäà ôîðìó-

ëà (5) äàåò îïèñàíèå èíâàðèàíòîâ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ (1). Ýòè ôóíêöèè 
àâòîìàòè÷åñêè èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (II). 

×òîáû èñêëþ÷èòü ïðåîáðàçîâàíèÿ (III), äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òàêèå 
ïàðû ( , )p r , â êîòîðûõ òåíçîð r  îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êîâåêòîðå p . Äëÿ 
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïåðåéòè ê ïàðå  

 0( , ) ( , )p r p r , 

ãäå 2
0 2

( , )

( , )

r p p
r r p

p p
= − . Çäåñü ( , ) ij i jr p p p p p= ∑ ; 2( , ) ip p p= ∑ , 2

i jp p p= . 

Èòàê, ôóíêöèè 0 0
0,   ( ),   ( , )f f fI f C M I I p r∞∈ = , ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè 

ãðóïïû Ã2. 

Ôóíêöèè 0 0
1 1 0 1 1 0( , ) ( , ), , ( , ) ( , )n nt p r t p r t p r t p r+ += =  îïðåäåëÿþò èíâàðè-

àíòû ( )SO n -äåéñòâèé è äåéñòâèÿ (III), íî  

 0 0( , ) ( , )i
i it p r t p rλ λ = λ . 

Ïîýòîìó ôóíêöèè 
0

0
1

( , )
( , ) ,  1, , 1

( ( , ))

j
j j

t p r
T p r j n

t p r
= = + , ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòà-

ìè ãðóïïû 2Γ . 
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. 

Òåîðåìà. Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû 2-ãî ïîðÿäêà ïîðîæäåíû 

ôóíêöèÿìè 1 1( , ), , ( , )nT p r T p r+  è 0 ( , )fI p r , ãäå ( )f C M∞∈ . 
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ОБЧИСЛЕННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ ІНВАРІАНТІВ ДРУГОГО  
ПОРЯДКУ СУБМЕРСІЙ ЕВКЛІДОВИХ ПРОСТОРІВ 
 

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä îá÷èñëåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ñóáìåðñ³é : nϕ →  

→  . Âñòàíîâëåíî ÿâí³ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â 
äðóãîãî ïîðÿäêó. 
 
CALCULATION OF DIFFERENTIAL INVARIANTS OF THE SECOND-ORDER 
SUBMERSIONS FOR EUCLIDEAN SPACES  
 

The method for calculation of differential invariants of submersions : nϕ →   is 
proposed. The explicit formulas for calculation of the second-order differential inva-
riants are found. 
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