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ЗАНУРЕННЯ НАПІВГРУП У НІЛЬПОТЕНТНО-ПОРОДЖЕНІ НАПІВГРУПИ 
 

Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî 2n ≥  ³ äëÿ êîæíî¿ íàï³âãðóïè S  

³ñíóº çàíóðåííÿ S  ó í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíó íàï³âãðóïó ( )nNG S  ³íäåêñó 

í³ëüïîòåíòíîñò³ nil ( ( ))ni NG S n= . Îïèñàíî â³äíîøåííÿ ¥ð³íà íà íàï³âãðóï³ 

( )nNG S . Äîâåäåíî, ùî êîæíà íàï³âãðóïà S  çàíóðþºòüñÿ â íàï³âãðóïó ( )NG S∞ , 

ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ í³ëüïîòåíòíèõ åëåìåíò³â N  òàêó, ùî nil ( ( )i NG S∞ =  

= ∞ , à òàêîæ 
2

i
i

N N
∞

=
=  , nil( )i a i=  äëÿ êîæíîãî ia N∈ . Ïîáóäîâàíî òîïîëî-

ã³÷í³ àíàëîãè òàêèõ êîíñòðóêö³é, ùî çáåð³ãàþòü êîìïàêòí³ñòü, çë³÷åííó 
êîìïàêòí³ñòü, ïñåâäîêîìïàêòí³ñòü, à òàêîæ H -çàìêíåí³ñòü, àáñîëþòíó 
H -çàìêíåí³ñòü, àëãåáðà¿÷íó çàìêíåí³ñòü ³ àëãåáðà¿÷íó h -çàìêíåí³ñòü ó êëà-
ñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ ³ â êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ íàï³âãðóï. Ïîáóäîâàíî êîí-
ñòðóêö³¿ çàíóðåííÿ òîïîëîã³÷íèõ (³íâåðñíèõ) íàï³âãðóï ó ë³í³éíî çâ’ÿçí³ í³ëü-
ïîòåíòíî-ïîðîäæåí³ òîïîëîã³÷í³ (³íâåðñí³) íàï³âãðóïè òà çàíóðåííÿ çë³÷åí-
íèõ ãàóñäîðôîâèõ òîïîëîã³÷íèõ (³íâåðñíèõ) íàï³âãðóï ó çë³÷åíí³ çâ’ÿçí³ ãàóñ-
äîðôîâ³ í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåí³ òîïîëîã³÷í³ (³íâåðñí³) íàï³âãðóïè. 

 
1. Âñòóï. Äæ. Ãàó¿ ïîáóäóâàâ [13] êîíñòðóêö³þ çàíóðåííÿ íàï³âãðóï ó 

í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåí³ íàï³âãðóïè ³íäåêñó í³ëüïîòåíòíîñò³ 2, ùî çáåð³ãà-
þòü òàê³ àëãåáðà¿÷í³ âëàñòèâîñò³ íàï³âãðóï, ÿê ðåãóëÿðí³ñòü, îðòîäîêñàëü-
í³ñòü òà ³íâåðñí³ñòü. Î. Â. Ãóò³ê óçàãàëüíèâ [2] êîíñòðóêö³þ Ãàó¿ ³ ïîáóäóâàâ 
¿¿ òîïîëîã³÷íèé àíàëîã. 
 Ó ö³é ðîáîò³ óçàãàëüíåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ â [13] ³ [2]. Äîâåäåíî, ùî 
äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî 2n ≥  ³ äëÿ êîæíî¿ íàï³âãðóïè S  ³ñíóº ³çî-
ìîðôíå çàíóðåííÿ íàï³âãðóïè S  ó í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíó íàï³âãðóïó 

( )nNG S  ³íäåêñó í³ëüïîòåíòíîñò³ nil ( ( ))ni NG S n=  ³ íàï³âãðóïà S  º ðåãóëÿð-

íîþ (îðòîäîêñàëüíîþ, ³íâåðñíîþ) òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ( )nNG S  – ðåãó-

ëÿðíà (îðòîäîêñàëüíà, ³íâåðñíà) íàï³âãðóïà. Îïèñàíî â³äíîøåííÿ ¥ð³íà íà 
íàï³âãðóï³ ( )nNG S . Äîâåäåíî, ùî êîæíà íàï³âãðóïà S  çàíóðþºòüñÿ â íà-

ï³âãðóïó ( )NG S∞ , ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ í³ëüïîòåíòíèõ åëåìåíò³â N , òàêó, 

ùî nil ( ( ))i NG S∞ = ∞ , à òàêîæ 
2

i
i

N N
∞

=
=  , nil ( )i a i=  äëÿ êîæíîãî ia N∈ . Ïî-

êàçàíî, ùî íàï³âãðóïà S  º ðåãóëÿðíîþ (îðòîäîêñàëüíîþ, ³íâåðñíîþ) òîä³ é 
ò³ëüêè òîä³, êîëè íàï³âãðóïà ( )NG S∞  ðåãóëÿðíà (îðòîäîêñàëüíà, ³íâåðñíà). 
Ïîáóäîâàíî òîïîëîã³÷í³ àíàëîãè öèõ êîíñòðóêö³é, ùî çáåð³ãàþòü òàê³ òîïî-
ëîã³÷í³ âëàñòèâîñò³, ÿê êîìïàêòí³ñòü, çë³÷åííó êîìïàêòí³ñòü, ïñåâäîêîìïàêò-
í³ñòü, à òàêîæ H -çàìêíåí³ñòü, àáñîëþòíó H -çàìêíåí³ñòü, àëãåáðà¿÷íó 
çàìêíåí³ñòü ³ àëãåáðà¿÷íó h -çàìêíåí³ñòü ó êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ ³ â 
êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ íàï³âãðóï. Ïîáóäîâàíî êîíñòðóêö³¿ çàíóðåííÿ òîïîëîã³÷-
íèõ (³íâåðñíèõ) íàï³âãðóï ó ë³í³éíî çâ’ÿçí³ í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåí³ òîïîëî-
ã³÷í³ (³íâåðñí³) íàï³âãðóïè òà çàíóðåííÿ çë³÷åííèõ ãàóñäîðôîâèõ òîïîëîã³÷-
íèõ (³íâåðñíèõ) íàï³âãðóï ó çë³÷åíí³ çâ’ÿçí³ ãàóñäîðôîâ³ í³ëüïîòåíòíî-ïî-
ðîäæåí³ òîïîëîã³÷í³ (³íâåðñí³) íàï³âãðóïè. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè àíîíñîâàíî 
â [3, 10]. 
 Òåðì³íîëîã³ÿ, îçíà÷åííÿ òà ïîçíà÷åííÿ òàê³, ÿê ó [5, 7, 12]. Óñ³ òîïîëî-
ã³÷í³ ïðîñòîðè ââàæàºìî ãàóñäîðôîâèìè. Ï³ä (òîïîëîã³÷íèì) çàíóðåííÿì 
(òîïîëîã³÷íèõ) íàï³âãðóï áóäåìî ðîçóì³òè (òîïîëîã³÷íèé) ³çîìîðô³çì «â». 
×åðåç   ïîçíà÷àºòüñÿ ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. 
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 2. Àëãåáðà¿÷íà êîíñòðóêö³ÿ çàíóðåííÿ íàï³âãðóï ó í³ëüïîòåíòíî ïî-
ðîäæåí³ íàï³âãðóïè. Íåõàé S – íàï³âãðóïà. Åëåìåíò a  íàï³âãðóïè S  íàçè-

âàºòüñÿ í³ëüïîòåíòíèì, ÿêùî 0na =  äëÿ äåÿêîãî n ∈  . Î÷åâèäíî, ùî 
êîæíà íàï³âãðóïà, ÿêà ì³ñòèòü í³ëüïîòåíòíèé åëåìåíò ì³ñòèòü íóëü. Íàï³â-
ãðóïà S  íàçèâàºòüñÿ í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíîþ, ÿêùî S  ïîðîäæóºòüñÿ 
ìíîæèíîþ í³ëüïîòåíòíèõ åëåìåíò³â. 
 Ìíîæèíó âñ³õ í³ëüïîòåíòíèõ åëåìåíò³â íàï³âãðóïè S  ïîçíà÷èìî ÷åðåç 

Nil( )S . Íåõàé 0 Nil( )a S≠ ∈ , ïðè÷îìó 0na =  ³ 1 0na − ≠  äëÿ äåÿêîãî íàòó-
ðàëüíîãî 2n ≥ , òîä³ ÷èñëî n  áóäåìî íàçèâàòè ³íäåêñîì í³ëüïîòåíòíîñò³ 
åëåìåíòà a  ³ çàïèñóâàòèìåìî öå òàê: nil ( )i a n= . ßêùî íàï³âãðóïà S  º 

í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíîþ, òî ³íäåêñîì í³ëüïîòåíòíîñò³ íàï³âãðóïè S  
áóäåìî íàçèâàòè ÷èñëî nil nil( ) max ( ) | Nil( )i S i a a S= ∈{ } , ÿêùî òàêå ÷èñëî 

³ñíóº, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî nil ( )i S = ∞ . Çàóâàæèìî, ÿêùî íà-

ï³âãðóïà S  ìàº ñê³í÷åííèé ³íäåêñ í³ëüïîòåíòíîñò³, òî nil ( ) 0i Sa =  äëÿ âñ³õ 

Nil( )a S∈ , àëå ç öüîãî íå âèïëèâàº, ùî nil ( )(Nil( )) 0i SS = . 
 Íàãàäàºìî [12], ùî íàï³âãðóïà S  íàçèâàºòüñÿ ³íâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ äî-

â³ëüíîãî åëåìåíòà x  â S  ³ñíóº ºäèíèé ³íâåðñíèé 1x−  òàêèé, ùî 1xx x x− =  

³ 1 1 1x xx x− − −= . 
 Íåõàé n  – äîâ³ëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, â³äì³ííå â³ä îäèíèö³, a  ³ b  – 
( )n n× -ìàòðèö³ âèãëÿäó 

 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

,        

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

a b= =

 
 
 
 

               
 
 
 

. 

Íåõàé ,nG a b=  – íàï³âãðóïà, ïîðîäæåíà ìàòðèöÿìè a  ³ b , ç îïåðàö³ºþ 

çâè÷àéíîãî ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Çàóâàæèìî, ùî 0,n na b= =  aba a=  ³ 
bab b= , äå 0  – êâàäðàòíà ( )n n× -íóëü-ìàòðèöÿ. Îñê³ëüêè ³äåìïîòåíòàìè ó 

íàï³âãðóï³ nG  º ( )n n× -ìàòðèö³, ó ÿêèõ ëèøå íà ä³àãîíàë³ ìîæóòü áóòè 

îäèíèö³, à âñ³ ðåøòà – íóë³, òî nG  – ³íâåðñíà íàï³âãðóïà. 

 Íåõàé S  – äîâ³ëüíà íàï³âãðóïà. Îçíà÷èìî 1( )n nG S S G= × . Îñê³ëüêè 0  

º íóëåì íàï³âãðóïè nG , òî ìíîæèíà 1 0nJ S= × { }  º ³äåàëîì íàï³âãðóïè 

( )nG S . Îçíà÷èìî ( ) ( ) /n n nNG S G S J= . 

 Îñê³ëüêè nG  – ³íâåðñíà íàï³âãðóïà ³ ( , ) ( , ) 0n ns a s b= =  â ( )nNG S , äëÿ 

âñ³õ 1s S∈ , òî ( )nNG S  – í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíà íàï³âãðóïà. Ñïðàâä³, êî-

æåí íåíóëüîâèé åëåìåíò ó íàï³âãðóï³ ( )nNG S  ìîæíà çîáðàçèòè ÿê y =  

( , )s=  , äå 1s S∈ , \ 0nG∈ { } . Îñê³ëüêè íàï³âãðóïà nG  ïîðîäæåíà åëåìåí-

òàìè a  ³ b , òî 1 1 2 2 k kn mn m n ma b a b a b=  , äå 1 1 2 21 , , , , , ,k kn m n m n m n≤ < . 

Òàêèì ÷èíîì, 

 1 1 2 2( , ) ( , )(1, )(1, )(1, ) (1, )(1, )k kn mn m n my s s a b a b a b= =  , 

³, îòæå, ( )nNG S  – í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíà íàï³âãðóïà òà nil ( ( ))ni NG S n= . 
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 Íàãàäàºìî [12], ùî åëåìåíò a  íàï³âãðóïè S  íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèì, 
ÿêùî a axa=  äëÿ äåÿêîãî x S∈ . Íàï³âãðóïó S  íàçèâàþòü ðåãóëÿðíîþ, 

ÿêùî êîæåí ¿¿ åëåìåíò º ðåãóëÿðíèì. Î÷åâèäíî, ÿêùî S  – ðåãóëÿðíà íà-
ï³âãðóïà, òîä³ é ( )nNG S  (ÿê ãîìîìîðôíèé îáðàç äåêàðòîâîãî äîáóòêó ðåãó-

ëÿðíèõ íàï³âãðóï) º ðåãóëÿðíîþ íàï³âãðóïîþ. 
 Íàãàäàºìî [12], ùî íàï³âãðóïó S  íàçèâàþòü îðòîäîêñàëüíîþ, ÿêùî 
ï³äìíîæèíà ³äåìïîòåíò³â ( )E S  íàï³âãðóïè S  º ï³äíàï³âãðóïîþ â S . Î÷å-

âèäíî, ùî êîæåí íåíóëüîâèé ³äåìïîòåíò íàï³âãðóïè ( )nNG S  ìàº âèãëÿä 

( , )e f , äå ( )e E S∈  ³ ( )nf E G∈ . Ëåãêî áà÷èòè, ÿêùî 1 2, ( )e e E S∈  ³ 1 2,f f ∈  

( )\ 0nE G∈ { } , òî 1 1 2 2 1 2 1 2( , )( , ) ( , )e f e f e e f f= ; ÿêùî 1 2 0 nf f G≠ ∈  ³ 1 1 2 2( , )( , )e f e f =  

0= , òî 1 2 0 nf f G= ∈ , à, îòæå, 1 1 2 2( , )( , ) ( ( ))ne f e f E NG S∈ . Îòæå, ç îðòîäîê-

ñàëüíîñò³ íàï³âãðóïè S  âèïëèâàº îðòîäîêñàëüí³ñòü íàï³âãðóïè ( )nNG S . 

 Ó âèïàäêó, êîëè S  – ³íâåðñíà íàï³âãðóïà, òî ( )nNG S  ÿê ãîìîìîðôíèé 

îáðàç äåêàðòîâîãî äîáóòêó ³íâåðñíèõ íàï³âãðóï º ³íâåðñíîþ íàï³âãðóïîþ. 
 ßêùî íàï³âãðóïà S  ì³ñòèòü íóëü 0S , òîä³ ìíîæèíà 0 ( 0 )S nI G= ×{ } { }  

º ³äåàëîì ó íàï³âãðóï³ ( )nNG S . Îçíà÷èìî 0 ( ) ( ) /n nNG S NG S I= . Î÷åâèäíî, 

ùî íàï³âãðóïà 0 ( )nNG S  º í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíîþ. Àíàëîã³÷íî, ÿê ³ â ïî-

ïåðåäí³õ âèïàäêàõ, ìîæíà äîâåñòè, ùî, êîëè S  – ðåãóëÿðíà (îðòîäîêñàëü-

íà, ³íâåðñíà) íàï³âãðóïà ç íóëåì, òî 0 ( )nNG S  – ðåãóëÿðíà (îðòîäîêñàëüíà, 

³íâåðñíà) íàï³âãðóïà ³íäåêñó í³ëüïîòåíòíîñò³ n .  
 Â³äîáðàæåííÿ : ( )nh S NG S→ , îçíà÷åíå ÿê ( ) ( , )h s s ab= , º ³çîìîðôíèì 

çàíóðåííÿì íàï³âãðóïè S  â ( )nNG S . ßêùî íàï³âãðóïà S  ì³ñòèòü íóëü 0S , 

òî â³äîáðàæåííÿ 0: ( )nh S NG S→ , îçíà÷åíå ôîðìóëîþ 
( , ), 0 ,

( )
0, 0 ,

S

S

s ab s
h s

s

≠
=  =

 

òàêîæ º ³çîìîðôíèì çàíóðåííÿì S  ó íàï³âãðóïó 0 ( )nNG S . 

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî òàêó òåîðåìó. 
Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî 2n ≥  ³ äëÿ êîæíî¿ íàï³âãðó-

ïè S  [ 0S S= ] ³ñíóº ³çîìîðôíå çàíóðåííÿ íàï³âãðóïè S  ó í³ëüïîòåíòíî-

ïîðîäæåíó íàï³âãðóïó ( )nNG S  [ 0 ( )nNG S ] ³íäåêñó í³ëüïîòåíòíîñò³ n . 

Á³ëüøå òîãî, íàï³âãðóïà S  [ 0S S= ] º ðåãóëÿðíîþ (îðòîäîêñàëüíîþ, ³í-

âåðñíîþ) òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè íàï³âãðóïà ( )nNG S  [ 0 ( )nNG S ] º ðåãó-

ëÿðíîþ (îðòîäîêñàëüíîþ, ³íâåðñíîþ). 

 Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 1 º óçàãàëüíåííÿì òåîðåì 1.1 ³ 1.2 ç [13]. 
 ×åðåç , , ,S S S S     ³ S  ïîçíà÷èìî â³äíîøåííÿ ¥ð³íà íà íàï³âãðóï³ 

S  (îçíà÷åííÿ äèâ. ó [12, § 2.1] ³ [9]). Îñê³ëüêè äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥  

2≥  íàï³âãðóïà ( )nG S  º äåêàðòîâèì äîáóòêîì íàï³âãðóï 1S  ³ nG , à íàï³â-

ãðóïà ( )nNG S  º ôàêòîð-íàï³âãðóïîþ Ð³ñà çà ³äåàëîì 1 0nJ S= × { } , äå 0  – 

íóëü íàï³âãðóïè nG , òî âèêîíóºòüñÿ  

 Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé a , b  – åëåìåíòè íàï³âãðóïè S . Òîä³: 
1°) ( )( , ) ( , )

nNG Sa x b y  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Sa b  ³ 
nGx y ; 

2°) ( )( , ) ( , )
nNG Sa x b y  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Sa b  ³ 

nGx y ; 

3°) ( )( , ) ( , )
nNG Sa x b y  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Sa b  ³ 

nGx y ; 
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4°) ( )( , ) ( , )
nNG Sa x b y  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Sa b  ³ 

nGx y ; 

5°) ( )( , ) ( , )
nNG Sa x b y  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Sa b  ³ 

nGx y . 

 Ç òâåðäæåííÿ 1 âèïëèâàº  
 Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé S  – íàï³âãðóïà ç íóëåì, a  òà b  – íåíóëüîâ³ 
åëåìåíòè íàï³âãðóïè S . Òîä³: 

1°) 0 ( )
( , ) ( , )

n
NG S

a x b y  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Sa b  ³ 
nGx y ; 

2°) 0 ( )
( , ) ( , )

n
NG S

a x b y  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Sa b  ³ 
nGx y ; 

3°) 0 ( )
( , ) ( , )

n
NG S

a x b y  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Sa b  ³ 
nGx y ; 

4°) 0 ( )
( , ) ( , )

n
NG S

a x b y  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Sa b  ³ 
nGx y ; 

5°) 0 ( )
( , ) ( , )

n
NG S

a x b y  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Sa b  ³ 
nGx y . 

 Íåõàé S  – íàï³âãðóïà. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî 2n ≥  ïîáóäóºìî íà-

ï³âãðóïó ( )nNG S . Íà ìíîæèí³ 
2

( ) ( )n
n

NG S NG S
∞

∞
=

= ϑ  { } , äå ( )nNG Sϑ ∉ , 

2n ≥ , îçíà÷èìî íàï³âãðóïîâó îïåðàö³þ òàê: 
(à) x xϑ = ϑ = ϑϑ = ϑ  äëÿ âñ³õ ( )x NG S∞∈ ; 

(á) xy xy= , ÿêùî , ( )nx y NG S∈  äëÿ äåÿêîãî 2n ≥ ; 

(â) xy = ϑ  â ³íøèõ âèïàäêàõ. 

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà 0 | 0n n= ϑ { } {  – íóëü íàï³âãðóïè ( )nNG S }  º ³äå-

àëîì íàï³âãðóïè  ( )NG S∞ . Îçíà÷èìî ( ) ( ) /NG S NG S∞∞ =  . 
 Òîä³ ç òåîðåìè 1 âèïëèâàº 
 Òåîðåìà 2. Äîâ³ëüíà íàï³âãðóïà S  çàíóðþºòüñÿ ó íàï³âãðóïó ( )NG S∞ , 

ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ í³ëüïîòåíòíèõ åëåìåíò³â N , òàêó, ùî 

nil ( ( ))i NG S∞ = ∞  òà 
2

i
i

N N
∞

=
=  , nil ( )i a i=  äëÿ êîæíîãî ia N∈ . Ïðè÷îìó íà-

ï³âãðóïà S  º ðåãóëÿðíîþ (îðòîäîêñàëüíîþ, ³íâåðñíîþ) òîä³ é ò³ëüêè òî-
ä³, êîëè íàï³âãðóïà ( )NG S∞  º ðåãóëÿðíîþ (îðòîäîêñàëüíîþ, ³íâåðñíîþ). 

3. Çàíóðåííÿ òîïîëîã³÷íèõ íàï³âãðóï ó í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåí³ òî-
ïîëîã³÷í³ íàï³âãðóïè. Íåõàé ( , )S τ – òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà. Íàäàë³, íå 
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñò³, ìîæåìî ââàæàòè, ùî S  – òîïîëîã³÷íèé ìîíî¿ä, 
îñê³ëüêè äî êîæíî¿ íàï³âãðóïè çàâæäè ìîæíà ïðèºäíàòè îäèíèöþ ÿê ³çî-
ëüîâàíó òî÷êó. Íà íàï³âãðóï³ ( )nNG S  îçíà÷èìî òîïîëîã³þ nτ  òàê. Íåõàé 

B  – áàçà òîïîëîã³¿ τ  íà S . Ñ³ì’ÿ 0 ( , ) | ,  \ 0n nU x U x G= ∈ ∈B B{ } { }{ }  

çàäîâîëüíÿº óìîâè (B1)–(B2) ç [5], à, îòæå, º áàçîþ òîïîëîã³¿ nτ  íà ( )nNG S . 

Ïîêàæåìî, ùî ( ( ), )n nNG S τ  – òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà. Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâ³ 

âèïàäêè. 
1°. Íåõàé 1 1 2 2( , )( , ) ( , )s t s t s t= . Òîä³ 1 1 2 2( ( ), )( ( ), ) ( ( ), )U s t U s t U s t⊆  äëÿ â³ä-

êðèòèõ îêîë³â 1( )U s , 2( )U s , ( )U s  â ( , )S τ  òàêèõ, ùî 1 2( ) ( ) ( )U s U s U s⊆ . 

2°. ßêùî 1 1 2 2( , )( , ) 0s t s t = , òî 1 1 2 2( ( ), )( ( ), )U s t U s t ⊆ {0}  äëÿ âñ³õ â³äêðè-

òèõ îêîë³â 1 2( ), ( )U s U s  â ( , )S τ . 

3°. ( ( ), )U s t ⊆{0} {0}  ³ ( ( ), )U s t ⊆{0} {0}  äëÿ êîæíîãî â³äêðèòîãî îêîëó 

( )U s  â ( , )S τ . 

4°. ⋅ ={0} {0} {0} . 
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Òàêèì ÷èíîì, ( ( ), )n nNG S τ  – òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà.  

 Íåõàé ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà ³íâåðñíà íàï³âãðóïà. Òîä³ 1− ={0} {0} , ³ ÿêùî 
1 1 1( , ) ( , )s x s x− − −= , äå 1s−  – ³íâåðñíèé äî s  åëåìåíò â S  ³ 1x−  – ³íâåðñíèé 

äî x  ó íàï³âãðóï³ nG , òî 1 1 1( ( ), ) ( ( ), )U s x V s x− − −⊆ , äå 1 1( ( )) ( )U s V s− −⊆  â 1S . 

 Çàóâàæèìî, ùî òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà ( ( ), )n nNG S τ  óñïàäêîâóº óñ³ òî-

ïîëîã³÷í³ âëàñòèâîñò³ íàï³âãðóïè ( , )S τ , ùî çáåð³ãàþòüñÿ ñê³í÷åíîþ ñóìîþ 
òîïîëîã³÷íèõ ïðîñòîð³â, íàïðèêëàä: êîìïàêòí³ñòü, ëîêàëüíó êîìïàêòí³ñòü, 
çë³÷åííó êîìïàêòí³ñòü, ïñåâäîêîìïàêòí³ñòü òà ³íø³. 
 Íåõàé   – äåÿêèé íåïîðîæí³é êëàñ òîïîëîã³÷íèõ íàï³âãðóï. 
 Îçíà÷åííÿ 1 [4, 15]. Òîïîëîã³÷íó íàï³âãðóïó S ∈   íàçèâàþòü H -çàìê-
íåíîþ ó êëàñ³  , ÿêùî âîíà º çàìêíåíîþ ï³äìíîæèíîþ ó íàï³âãðóï³ T ∈  , 
ùî ì³ñòèòü S  ÿê ï³äíàï³âãðóïó. Òîïîëîã³÷íó íàï³âãðóïó S  íàçèâàþòü 
H -çàìêíåíîþ, ÿêùî   – êëàñ óñ³õ òîïîëîã³÷íèõ íàï³âãðóï. 

Îçíà÷åííÿ 2 [11, 16]. Òîïîëîã³÷íó íàï³âãðóïó S ∈   íàçèâàþòü àáñî-
ëþòíî H -çàìêíåíîþ â êëàñ³  , ÿêùî êîæåí íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôíèé 
îáðàç íàï³âãðóïè S  ó íàï³âãðóïó T ∈   º H -çàìêíåíîþ íàï³âãðóïîþ ó 
êëàñ³  . Òîïîëîã³÷íó íàï³âãðóïó S  íàçèâàþòü àáñîëþòíî H -çàìêíåíîþ, 
ÿêùî   – êëàñ óñ³õ òîïîëîã³÷íèõ íàï³âãðóï. 
 Íàãàäàºìî [11], ùî íàï³âãðóïó S  íàçèâàþòü àëãåáðà¿÷íî çàìêíåíîþ â 
êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ íàï³âãðóï  , ÿêùî íàï³âãðóïà S  ç äîâ³ëüíîþ íà í³é 
íàï³âãðóïîâîþ òîïîëîã³ºþ º H -çàìêíåíîþ â  , ³ àëãåáðà¿÷íî h -çàìêíåíîþ 
â  , ÿêùî S  ç äèñêðåòíîþ òîïîëîã³ºþ º àáñîëþòíî H -çàìêíåíîþ â êëàñ³ 
 . ßêùî æ   – êëàñ óñ³õ òîïîëîã³÷íèõ íàï³âãðóï, òî íàï³âãðóïó S  
íàçèâàþòü àëãåáðà¿÷íî çàìêíåíîþ ³ àëãåáðà¿÷íî h -çàìêíåíîþ â³äïîâ³äíî. 
 Íåõàé ( , )S τ  – H -çàìêíåíà (àáñîëþòíî H -çàìêíåíà) òîïîëîã³÷íà íà-

ï³âãðóïà. Òîä³, î÷åâèäíî, ÿêùî S  íå ì³ñèòü îäèíèö³, òî 1S  ç òîïîëîã³ºþ 1τ  

òàêîþ, ùî 1|Sτ = τ , º H -çàìêíåíîþ (àáñîëþòíî H -çàìêíåíîþ) òîïîëîã³÷íîþ 

íàï³âãðóïîþ, à, îòæå, ç àëãåáðà¿÷íî¿ çàìêíåíîñò³ (àëãåáðà¿÷íî¿ h -çàìêíå-
íîñò³) íàï³âãðóïè S  âèïëèâàº àëãåáðà¿÷íà çàìêíåí³ñòü (àëãåáðà¿÷íà 

h -çàìêíåí³ñòü) íàï³âãðóïè 1S . 
 Äîâåäåìî, ùî ç àáñîëþòíî¿ H -çàìêíåíîñò³ òîïîëîã³÷íî¿ íàï³âãðóïè 
( , )S τ  âèïëèâàº àáñîëþòíà H -çàìêíåí³ñòü íàï³âãðóïè ( ( ), )n nNG S τ . 

 Íåõàé ( , )S τ  – àáñîëþòíî H -çàìêíåíà òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà ³ T  – 

òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà, ùî ì³ñòèòü îáðàç íàï³âãðóïè ( ( ), )n nNG S τ  ïðè íå-

ïåðåðâíîìó ãîìîìîðô³çì³ : ( ( ), )n nh NG S Tτ → . Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíîãî íåíó-

ëüîâîãî ³äåìïîòåíòà e  íàï³âãðóïè nG  ï³äíàï³âãðóïà 1( , )S e  º àáñîëþòíî 

H -çàìêíåíîþ, îñê³ëüêè ï³äíàï³âãðóïà 1( , )S e  òîïîëîã³÷íî ³çîìîðôíà 1S . 

Íåõàé \ ( )n nx G E G∈ . Ïîêàæåìî, ùî 1(( , ))h S x  – çàìêíåíà ï³äìíîæèíà 

â T . Íåõàé 1 ( )\ 0nxx e E G− = ∈ { }  ³ 1 ( )\ 0nx x f E G− = ∈ { } . Îçíà÷èìî â³äîáðà-

æåííÿ : T Tϕ →  ³ : T Tψ →  òàê: 1( ) ((1 , ))Sy y h x−ϕ = ⋅  ³ ( ) ((1 , ))Sy y h xψ = ⋅ , 

äå 1S  – îäèíèöÿ íàï³âãðóïè 1S . Â³äîáðàæåííÿ ϕ  ³ ψ  º íåïåðåðâíèìè, 

îñê³ëüêè º âíóòð³øí³ìè çñóâàìè â T , îòæå, 1 1( (( , )))h S e−ϕ  – çàìêíåíà ï³ä-

ìíîæèíà â T . Î÷åâèäíî, ùî 1(( , ))h S x A⊆ . Íåõàé f = ϕ ψ . Òîä³ â³äîáðà-

æåííÿ 1: (( , ))A A
f f A h S x= →  º ðåòðàêö³ºþ, à ìíîæèíà 1(( , ))h S x  – ðå-

òðàêòîì òîïîëîã³÷íîãî ïðîñòîðó A . Òàêèì ÷èíîì, 1(( , ))h S x  – çàìêíåíà ï³ä-
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ìíîæèíà â òîïîëîã³÷í³é íàï³âãðóï³ T , à, îòæå, ( ( ), )n nNG S τ  – àáñîëþòíî 

H -çàìêíåíà òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà. 
 ßêùî ( , )S τ  – H -çàìêíåíà òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà, òî H -çàìêíåí³ñòü 

òîïîëîã³÷íî¿ íàï³âãðóïè ( ( ), )n nNG S τ  äîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî ç óðàõóâàííÿì 

òîãî, ùî : ( ( ), )n nh NG S Tτ →  – òîïîëîã³÷íèé ³çîìîðô³çì. 

Îòæå, äîâåäåíî òàêó òåîðåìó. 

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî 2n ≥  ³ äëÿ êîæíî¿ òîïîëîã³÷-

íî¿ (³íâåðñíî¿) íàï³âãðóïè ( , )S τ  ³ñíóº òîïîëîã³÷íå ³çîìîðôíå çàíóðåííÿ 
( , )S τ  ó í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíó òîïîëîã³÷íó (³íâåðñíó) íàï³âãðóïó 

( ( ), )n nNG S τ  ³íäåêñó í³ëüïîòåíòíîñò³ n . Ïðè÷îìó, ÿêùî íàï³âãðóïà 

( , )S τ  º êîìïàêòíîþ (ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ, çë³÷åííî êîìïàêòíîþ, ïñåâ-

äîêîìïàêòíîþ, H -çàìêíåíîþ, àáñîëþòíî H -çàìêíåíîþ), òî íà ( )nNG S  

³ñíóº êîìïàêòíà (ëîêàëüíî êîìïàêòíà, çë³÷åííî êîìïàêòíà, ïñåâäîêîì-
ïàêòíà, H -çàìêíåíà, àáñîëþòíî H -çàìêíåíà) íàï³âãðóïîâà òîïîëîã³ÿ nτ . 

Íàñë³äîê 1. ßêùî S  – àëãåáðà¿÷íî (h -) çàìêíåíà íàï³âãðóïà, òî 
( )nNG S  – àëãåáðà¿÷íî (h -) çàìêíåíà íàï³âãðóïà. 

Íåõàé ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà. Íà íàï³âãðóï³ ( )NG S∞  îçíà÷èìî 

òîïîëîã³þ ∞τ  òàê. Íåõàé B  – áàçà òîïîëîã³¿ τ  íà S . Ñ³ì’ÿ 

 0
\ 1

 n
n

∞
∈

=

 B B B

{ }
,  

äå 
( , ) | ,  \ 0n nU a U a G= ∈ ∈B B { }{ } , 

10 1 1( , , ) ( )\( ( ) ( )) | , , \ 1
kk i i kU i i NG S NG S NG S i i∞= = ϑ ∈    B { } { }{ } , 

çàäîâîëüíÿº óìîâè (B1)–(B2) [5], à, îòæå, º áàçîþ òîïîëîã³¿ ∞τ  íà íàï³âãðóï³ 

( )NG S∞ . Î÷åâèäíî, ùî íàï³âãðóïà ( )nNG S  º ï³äíàï³âãðóïîþ â ( )NG S∞  ³ 

( )n nNG S∞τ = τ  äëÿ êîæíîãî \ 1n ∈  { } . Òîä³: 

 (à) 1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , )k k kU i i U i i U i i⊆    äëÿ âñ³õ 1, , \ 1ki i ∈  { } ; 

(á) ÿêùî 1 1 2 2( , ), ( , ) ( )\ ( )ng a g a NG S NG S∞∈ ϑ ⊆{ }  òî 1 1 2 2( ( ), )( ( ), )U g a U g a ⊆  

1 2 1 2( ( ), )U g g a a⊆  äëÿ â³äêðèòèõ îêîë³â 1 2 1 2  ( ), ( ), ( )U g U g U g g  â 1S  òàêèõ, ùî 

1 2 1 2( ) ( ) ( )U g U g U g g⊆  ó âèïàäêó 1 2a a ≠ ϑ , ³ 1 1 2 2 1( ( ), )( ( ), ) ( , , )kU g a U g a U i i⊆   

äëÿ âñ³õ â³äêðèòèõ îêîë³â 1( )U g , 2( )U g  â 1S  ³ äîâ³ëüíèõ 1, , \ 1ki i ∈  { }  ó 

âèïàäêó 1 2a a = ϑ ; 

 (â) ÿêùî ( , ) ( ) \n n ng a NG S∈ ϑ{ }  ³ ( , ) ( ) \g a NG S∈ ϑ{ }    äëÿ äåÿêèõ n ≠  

≠  , , \ 1n ∈  { } , òî ( , )( , ) ( )n ng a g a NG S∞= ϑ ∈   ³ äëÿ äîâ³ëüíèõ â³äêðèòèõ 

îêîë³â ( )nU g , ( )U g  â 1S  âèêîíóºòüñÿ âêëþ÷åííÿ ( ( ), )( ( ), )n nU g a U g a ⊆   

1( , , )kU i i⊆   äëÿ âñ³õ 1, , \ 1ki i ∈  { } .  

 Îòæå, ÿêùî ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà, òî ( ( ), )NG S∞ ∞τ  – òîïîëî-

ã³÷íà íàï³âãðóïà. ßêùî ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà ³íâåðñíà íàï³âãðóïà, òî 

 (à) 1
1 1( ( , , )) ( , , )k kU i i U i i− ⊆   äëÿ âñ³õ 1, , \ 1ki i ∈  { } ; 

 (á) 1 1 1( ( ), ) ( ( ), ) ( ) ( )nU g a V g a NG S NG S− − −
∞⊆ ⊆ ⊆  äëÿ â³äêðèòèõ îêîë³â 

( )U g  ³ 1( )V g−  â 1S  òàêèõ, ùî 1 1( ( )) ( )U g V g− −⊆ .  
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Îòæå, äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ. 
Òåîðåìà 4. ßêùî ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà, òî 

( ( ), )NG S∞ ∞τ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà. 

 Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîã³¿ ∞τ  âèïëèâàº, ùî ó âèïàäêó, êîëè τ  – êîìïàêòíà 
(çë³÷åííî êîìïàêòíà, ëîêàëüíî êîìïàêòíà, ïñåâäîêîìïàêòíà) òîïîëîã³ÿ íà 
S , òî ∞τ  – êîìïàêòíà (çë³÷åííî êîìïàêòíà, ëîêàëüíî êîìïàêòíà, ïñåâäî-

êîìïàêòíà) òîïîëîã³ÿ íà ( )NG S∞ . 

Òåîðåìà 5. Äîâ³ëüíà òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà ( , )S τ  òîïîëî-
ã³÷íî ³çîìîðôíî çàíóðþºòüñÿ â òîïîëîã³÷íó (³íâåðñíó) íàï³âãðóïó 
( ( ), )NG S∞ ∞τ , ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ í³ëüïîòåíòíèõ åëåìåíò³â N , òàêó, 

ùî nil ( ( ))i NG S∞ = ∞  òà 
2

i
i

N N
∞

=
=  , nil ( )i a i=  äëÿ êîæíîãî ia N∈ . Îêð³ì 

òîãî, ÿêùî íàï³âãðóïà ( , )S τ  º êîìïàêòíîþ (ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ, çë³-
÷åííî êîìïàêòíîþ, ïñåâäîêîìïàêòíîþ, H -çàìêíåíîþ, àáñîëþòíî 
H -çàìêíåíîþ), òî íà ( )NG S∞  ³ñíóº êîìïàêòíà (ëîêàëüíî êîìïàêòíà, 

çë³÷åííî êîìïàêòíà, ïñåâäîêîìïàêòíà, H -çàìêíåíà, àáñîëþòíî H -çàìê-
íåíà) íàï³âãðóïîâà òîïîëîã³ÿ ∞τ . 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ( , )S τ  – àáñîëþòíî H -çàìêíåíà òîïîëîã³÷íà 

íàï³âãðóïà. Ïîêàæåìî, ùî ( ( ), )NG S∞ ∞τ  – àáñîëþòíî H -çàìêíåíà òîïîëî-

ã³÷íà íàï³âãðóïà. Íåõàé T  – òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà, ùî ì³ñòèòü îáðàç íà-
ï³âãðóïè ( ( ), )NG S∞ ∞τ  ïðè íåïåðåðâíîìó ãîìîìîðô³çì³ : ( ( ), )h NG S T∞ ∞τ → . 

Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà ( ( ))hN h NG S∞=  íå º çàìêíåíîþ â T . Íå çìåíøó-

þ÷è çàãàëüíîñò³, ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìíîæèíà ( ( ))h NG S∞  ù³ëüíà â T . Òî-

ä³ ³ñíóº \ ( ( ))x T h NG S∞∈ , ³ íóëü ( )h ϑ  íàï³âãðóïè ( ( ))h NG S∞  º íóëåì íàï³â-

ãðóïè T  [5, ëåìà 1]. Çà òåîðåìîþ 3 äëÿ êîæíîãî \ 1k ∈  { }  òîïîëîã³÷íà ï³ä-

íàï³âãðóïà ( ( ), )k kNG S τ  íàï³âãðóïè ( ( ), )NG S∞ ∞τ  º àáñîëþòíî H -çàìêíå-

íîþ, îñê³ëüêè 
( )k kNG S∞τ = τ . Òàêèì ÷èíîì, êîæåí â³äêðèòèé îê³ë ( )U x  ïå-

ðåòèíàº íåñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü ï³äíàï³âãðóï ( ( ))ih NG S , \ 1i ∈  { } . Ç ãàóñ-

äîðôîâîñò³ íàï³âãðóïè T  âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ â³äêðèòèõ îêîë³â ( )V x  ³ 

( ( ))V h ϑ  òàêèõ, ùî ( ) ( ( ))V x V h ϑ = ∅ . Òîä³ ìíîæèíà 1( ( ( )))h V h− ϑ  íå º 

â³äêðèòîþ â ( ( ), )NG S∞ ∞τ . Ç îòðèìàíî¿ ñóïåðå÷íîñò³ âèïëèâàº àáñîëþòíà 

H -çàìêíåí³ñòü òîïîëîã³÷íî¿ íàï³âãðóïè ( ( ), )NG S∞ ∞τ . Çàóâàæèìî, ÿêùî 

( , )S τ  – H -çàìêíåíà òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà, òî ïðîâ³âøè àíàëîã³÷í³ ì³ðêó-

âàííÿ, ââàæàþ÷è, ùî : ( ( ), )h NG S T∞ ∞τ →  – òîïîëîã³÷íå ³çîìîðôíå çàíó-

ðåííÿ, îòðèìóºìî, ùî ( ( ), )NG S∞ ∞τ  – H -çàìêíåíà òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà. ◊ 
Òåîðåìà 6. Íåõàé 

A
S Sα

α∈
=  – òîïîëîã³÷íà ³íâåðñíà íàï³âãðóïà òàêà, ùî 

(³) äëÿ êîæíîãî Aα ∈  íàï³âãðóïà Sα  º (àáñîëþòíî) H -çàìêíåíîþ ó 

êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ íàï³âãðóï; 
(³³) ³ñíóº (àáñîëþòíî) H -çàìêíåíà â êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ íà-

ï³âãðóï ï³äíàï³âãðóïà T  â S  òàêà, ùî S S Tα β ⊆  äëÿ âñ³õ α ≠ β , 

, Aα β ∈ . 

Òîä³ S  – (àáñîëþòíî) H -çàìêíåíà íàï³âãðóïà â êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ 
³íâåðñíèõ íàï³âãðóï. 
 Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê àáñîëþòíî¿ H -çàìêíåíîñ-
ò³. Ó âèïàäêó H -çàìêíåíîñò³ äîâåäåííÿ àíàëîã³÷íå. 
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Íåõàé :h S G→  – íåïåðåðâíèé ãîìîìîðô³çì òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ 

íàï³âãðóï. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñò³ ìîæåìî ââàæàòè, ùî ( )h S G= . Òîä³ 
G  º òîïîëîã³÷íîþ ³íâåðñíîþ íàï³âãðóïîþ [8]. 

 Ïðèïóñòèìî, ùî \ ( )G h S ≠ ∅ . Íåõàé 1, \ ( )x x G h S− ∈  ³ ( )U x  – â³äêðèòèé 

îê³ë òî÷êè x  â G  òàêèé, ùî ( ) ( )U x h T = ∅ . Òîä³ ³ñíóþòü â³äêðèò³ îêîëè 

( )V x  ³ 1( )V x−  òàê³, ùî 1( ) ( ) ( ) ( )V x V x V x U x− ⊆ . Àëå êîæåí ç îêîë³â ( )V x  ³ 
1( )V x−  ïåðåòèíàº íåñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü íàï³âãðóï ( )h Sβ , Aβ ∈ , îñê³ëüêè 

Sα  º àáñîëþòíî H -çàìêíåíîþ íàï³âãðóïîþ ó êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ 

íàï³âãðóï äëÿ êîæíîãî Aα ∈ . Îòæå, 1( ) ( ) ( ) ( )V x V x V x h T− ≠ ∅ , ùî ñóïå-

ðå÷èòü âèáîðó îêîëó ( )U x . ◊ 
Íàñë³äîê 2. Íåõàé 

A
S Sα

α∈
=   – ³íâåðñíà íàï³âãðóïà òàêà, ùî  

(³) äëÿ êîæíîãî Aα ∈  íàï³âãðóïà Sα  º àëãåáðà¿÷íî (h -) çàìêíåíîþ ó 

êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ íàï³âãðóï; 
(³³) ³ñíóº àëãåáðà¿÷íî (h -) çàìêíåíà â êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ íà-

ï³âãðóï ï³äíàï³âãðóïà T  â S  òàêà, ùî S S Tα β ⊆  äëÿ âñ³õ α ≠ β , 

, Aα β ∈ . 

Òîä³ S  – àëãåáðà¿÷íî (h -) çàìêíåíà íàï³âãðóïà â êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ 
³íâåðñíèõ íàï³âãðóï. 

 Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6 ³ íàñë³äêó 2 íå âèêîíóþòüñÿ â 
êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ íàï³âãðóï. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè íåñê³í÷åííó 
íàï³âãðóïó ìàòðè÷íèõ îäèíèöü ç äèñêðåòíîþ òîïîëîã³ºþ. 
 Ç òåîðåìè 6 âèïëèâàº 

Òåîðåìà 7. Íåõàé ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà ³íâåðñíà íàï³âãðóïà, ùî º (àá-
ñîëþòíî) H -çàìêíåíîþ â êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ íàï³âãðóï. Íåõàé 

τ  – òîïîëîã³ÿ íà ( )NG S∞  òàêà, ùî 
( )

( ( ), )
i

i NG S
NG S τ  – (àáñîëþòíî) 

H -çàìêíåíà íàï³âãðóïà â êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ íàï³âãðóï äëÿ 
êîæíîãî \ 1i ∈  { } . Òîä³ ( ( ), )NG S∞ τ  – (àáñîëþòíî) H -çàìêíåíà íàï³âãðó-
ïà â êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ íàï³âãðóï. 

 Ç íàñë³äêó 2 âèïëèâàº 

Íàñë³äîê 3. ßêùî S – àëãåáðà¿÷íî (h -) çàìêíåíà ³íâåðñíà íàï³âãðóïà â 
êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ íàï³âãðóï, òî ( )NG S∞  – àëãåáðà¿÷íî (h -) 
çàìêíåíà ³íâåðñíà íàï³âãðóïà â êëàñ³ òîïîëîã³÷íèõ ³íâåðñíèõ íàï³âãðóï. 

4. Çàíóðåííÿ òîïîëîã³÷íèõ íàï³âãðóï ó í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåí³ 
çâ’ÿçí³ òîïîëîã³÷í³ íàï³âãðóïè. Íåõàé ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íà-
ï³âãðóïà. ßêùî íàï³âãðóïà S  íå ì³ñòèòü îäèíèö³, òî áóäåìî ââàæàòè, ùî äî 
( , )S τ  îäèíèöÿ ïðèºäíàíà äèñêðåòíî. Íåõàé ((0,1],min)mI =  – íàï³âãðóïà ç 

³íäóêîâàíîþ ç   ïðèðîäíîþ òîïîëîã³ºþ ³ S mP S I= ×  – ç òîïîëîã³ºþ äåêàð-

òîâîãî äîáóòêó. Î÷åâèäíî, ÿêùî ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà, 

òî SP  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà.  

 Íà íàï³âãðóï³ ( )n SNG P  îçíà÷èìî òîïîëîã³þ ( )n SPτ  òàê. Íåõàé ( )n SPτ  – 

òîïîëîã³ÿ íà íàï³âãðóï³ ( )n SNG P , îçíà÷åíà â äîâåäåíí³ òåîðåìè 3. Áàçè òî-

ïîëîã³é ( )n SPτ  ³ ( )n SPτ  ó òî÷êàõ âèãëÿäó ( ) \n Sx NG P∈ ϑ{ }  ñï³âïàäàþòü. 

Îçíà÷èìî 

 ( ) ( ) (( , ), ) | , 0 , \ 0 | (0,1)n nU s u a s S u a Gεϑ = ϑ = ϑ ∈ < < ε ∈ ε∈ B { } { }{ }{ }{ } . 
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Òîä³ ñ³ì’ÿ ( )n ϑB  çàäîâîëüíÿº óìîâè (ÂÐ1)–(ÂÐ3) [5], à, îòæå, âèçíà÷àº áàçó 

òîïîëîã³¿ ( )n SPτ  íà íàï³âãðóï³ ( )n SNG P . 

 Òâåðäæåííÿ 3. ßêùî ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà, òî 

( ( ), ( ))n S n SNG P Pτ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà. 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ëèøå òàê³ âèïàäêè: 
 1°) ϑϑ = ϑ ; 
 2°) 1 1 2 2( , )( , )a g a g = ϑ , äå 1 1 1( , ) ma s u S I= ∈ ×  ³ 2 2 2( , ) ma s u S I= ∈ × ; 

 3°) ( , ) ( , )a g a gϑ = ϑ = ϑ . 

 Ó âèïàäêó 1°) ( ) ( ) ( )U U Uε ε εϑ ϑ = ϑ  äëÿ êîæíîãî (0,1)ε ∈ . 

 Ó âèïàäêó 2°) 1 1 2 2(( , )) (( , )) ( )U a g U a g Uε= ϑ ⊆ ϑ  äëÿ â³äêðèòèõ îêîë³â 

1 1 1(( , ))U a g P g⊆ × , 2 2 2(( , ))U a g P g⊆ ×  ³ (0,1)ε ∈ . 

 Ó âèïàäêó 3°) ïðèïóñòèìî, ùî ( , )a s u= . Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíîãî â³äêðèòîãî 

îêîëó (( , )) SU a g P g⊆ ×  âèêîíóþòüñÿ âêëþ÷åííÿ 1 1(( , )) ( ) ( )U a g U Uε εϑ ⊆ ϑ  ³ 

1 1( ) (( , )) ( )U U a g Uε εϑ ⊆ ϑ , äå (0, /2)uε ∈ .  

 ßêùî æ ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà ³íâåðñíà íàï³âãðóïà, òî ç âêëþ÷åííÿ 

( ) 1( ) ( )U U−
ε εϑ ⊆ ϑ  âèïëèâàº, ùî ( ( ), ( ))n S n SNG P Pτ  – òîïîëîã³÷íà ³íâåðñíà íà-

ï³âãðóïà. 
 Îñê³ëüêè íàï³âãðóïà ( ( ), ( ))n S n SNG P Pτ  ãîìåîìîðôíà êîíóñó íàä òîïîëî-

ã³÷íèì ïðîñòîðîì ( ( ), )n nNG S τ , òî ( ( ), ( ))n S n SNG P Pτ  – ë³í³éíî çâ’ÿçíèé òî-

ïîëîã³÷íèé ïðîñò³ð, ³ ç êîìïàêòíîñò³ (ëîêàëüíî¿ êîìïàêòíîñò³, çë³÷åííî¿ 
êîìïàêòíîñò³, ïñåâäîêîìïàêòíîñò³) òîïîëîã³÷íî¿ íàï³âãðóïè ( , )S τ  âèïëèâàº 
êîìïàêòí³ñòü (ëîêàëüíà êîìïàêòí³ñòü, çë³÷åííà êîìïàêòí³ñòü, ïñåâäîêîì-
ïàêòí³ñòü) íàï³âãðóïè ( ( ), ( ))n S n SNG P Pτ . 

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî òåîðåìó. 
Òåîðåìà 8. Äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî 2n ≥  ³ äëÿ êîæíî¿ òîïîëî-

ã³÷íî¿ (³íâåðñíî¿) íàï³âãðóïè ( , )S τ  ³ñíóº òîïîëîã³÷íå ³çîìîðôíå çàíóðåííÿ 
íàï³âãðóïè ( , )S τ  ó í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíîþ ë³í³éíî çâ’ÿçíó òîïîëîã³÷-

íó (³íâåðñíó) íàï³âãðóïó ( ( ), ( ))n S n SNG P Pτ  ³íäåêñó í³ëüïîòåíòíîñò³ n . 

Ïðè÷îìó, ÿêùî íàï³âãðóïà ( , )S τ  º êîìïàêòíîþ (ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ, 
çë³÷åííî êîìïàêòíîþ, ïñåâäîêîìïàêòíîþ), òî òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà 
( ( ), ( ))n S n SNG P Pτ  º êîìïàêòíîþ (ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ, çë³÷åííî êîì-

ïàêòíîþ, ïñåâäîêîìïàêòíîþ). 
 Íà íàï³âãðóï³ ( )SNG P∞  îçíà÷èìî òîïîëîã³þ ( )SP∞τ  òàê. Íåõàé ( )SP∞τ  

– òîïîëîã³ÿ íà íàï³âãðóï³ ( )SNG P∞ , îçíà÷åíà â äîâåäåíí³ òåîðåìè 5. Áàçè 

òîïîëîã³é ( )SP∞τ  ³ ( )SP∞τ  ó òî÷êàõ âèãëÿäó ( ) \Sx NG P∞∈ ϑ{ }  ñï³âïàäàþòü. 
Îçíà÷èìî 

 
11( ) ( ; , , ) ( ) \ ( ) ( )

kk S i S i SU i i NG P NG P NG P∞ ∞ϑ = ε = ϑ    B { }( ){  

 
1 , ,

(( , ), ) ( ) | , (0, ), | 0 1
k

j S j
j i i

s u g NG P s S u g G
∈

∈ ∈ ∈ ε ∈ < ε <



{ }
{ } , 

 1, , \ 1ki i ∈  { }} . 

Òîä³ ñ³ì’ÿ ( )∞ ϑB  çàäîâîëüíÿº óìîâè (ÂÐ1)–(ÂÐ3) [5], à, îòæå, âèçíà÷àº áàçó 

òîïîëîã³¿ ( )SP∞τ  íà ( )SNG P∞ . 
 Äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ, àíàëîã³÷íî, ÿê ³ òâåðäæåííÿ 3, ïðî-
âîäèòüñÿ áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ. 
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 Òâåðäæåííÿ 4. ßêùî ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà, òî 

( ( ), ( ))S SNG P P∞ ∞τ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà. 

 Ç òåîðåìè 8 òà ç îçíà÷åííÿ òîïîëîã³¿ ( )SP∞τ  íà íàï³âãðóï³ ( )SNG P∞  

âèïëèâàº, ùî, ÿêùî ( , )S τ  – êîìïàêòíà (çë³÷åííî êîìïàêòíà, ïñåâäîêîì-

ïàêòíà) òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà, òî ( ( ), ( ))S SNG P P∞ ∞τ  – ë³í³éíî çâ’ÿçíà 
êîìïàêòíà (çë³÷åííî êîìïàêòíà, ïñåâäîêîìïàêòíà) òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà.  

Îòæå, äîâåäåíî òåîðåìó. 
Òåîðåìà 9. Äîâ³ëüíà òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà ( , )S τ  òîïîëî-

ã³÷íî ³çîìîðôíî çàíóðþºòüñÿ â ó ë³í³éíî çâ’ÿçíó òîïîëîã³÷íó (³íâåðñíó) 
íàï³âãðóïó ( ( ), ( ))S SNG P P∞ ∞τ , ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ í³ëüïîòåíòíèõ åëå-

ìåíò³â N , òàêó, ùî nil ( ( ))Si NG P∞ = ∞  òà 
2

i
i

N N
∞

=
=  , nil ( )i a i=  äëÿ êîæ-

íîãî ia N∈ . Ïðè÷îìó, ÿêùî íàï³âãðóïà ( , )S τ  º êîìïàêòíîþ (çë³÷åííî 

êîìïàêòíîþ, ïñåâäîêîìïàêòíîþ), òî íàï³âãðóïà ( ( ), ( ))S SNG P P∞ ∞τ  º êîì-
ïàêòíîþ (çë³÷åííî êîìïàêòíîþ, ïñåâäîêîìïàêòíîþ). 
 Íåõàé X  – çë³÷åííèé çâ’ÿçíèé ãàóñäîðôîâèé òîïîëîã³÷íèé ïðîñò³ð 
(äèâ. [6]). Ðîçãëÿíåìî â³ëüíó íàï³âãðàòêó Ëîóñîíà exp ( )Xω  íàä X  [14]. 

Íàäàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî âñ³ åëåìåíòè íàï³âãðàòêè exp ( )Xω  º íåñêîðîò-

íèìè ñëîâàìè. Çàô³êñóºìî äîâ³ëüíèé åëåìåíò 0 exp ( )x Xω∈ . Îçíà÷èìî 

0exp ( ) exp ( ) |x X T X x Tω ω= ∈ ∈{ } { } . Çà òâåðäæåííÿì 2 ç [1], 0exp ( )x Xω{ }  – 
çë³÷åííà çâ’ÿçíà òîïîëîã³÷íà íàï³âãðóïà. 
 Íåõàé ( , )S τ  – çë³÷åííà ãàóñäîðôîâà òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà. 
ßêùî S  íå ì³ñòèòü îäèíèö³, òî áóäåìî ââàæàòè, ùî äî ( , )S τ  îäèíèöÿ ïðè-
ºäíàíà ÿê ³çîëüîâàíà òî÷êà. Îçíà÷èìî 0exp ( )SC S x Xω= × { }  ç òîïîëîã³ºþ 

äåêàðòîâîãî äîáóòêó. Î÷åâèäíî, ùî SC  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà.  

 Äëÿ äîâ³ëüíîãî 0exp ( )x x Xω∈ { }  ÷åðåç ( )d x  ïîçíà÷èìî äîâæèíó ñëî-

âà x . Îçíà÷èìî 0exp ( ) | ( )nE x x X d x nω= ∈ ≥{ }{ }  ³ n nC S E= × , äëÿ êîæ-

íîãî n ∈  . 

 Íà íàï³âãðóï³ ( )n SNG C  îçíà÷èìî òîïîëîã³þ ( )n SCτ  òàê. Íåõàé ( )n SCτ  

– òîïîëîã³ÿ íà íàï³âãðóï³ ( )n SNG C , îçíà÷åíà â äîâåäåíí³ òåîðåìè 3. Áàçè 

òîïîëîã³é ( )n SCτ  ³ ( )n SCτ  ó òî÷êàõ âèãëÿäó ( ) \n Sx NG C∈ ϑ{ }  ñï³âïàäàþòü. 

Îçíà÷èìî  

 ( ) ( ) ( , ) | , \n k k nU c a c C a Gϑ = ϑ = ϑ ∈ ∈ ϑB { } { }{ }{ } . 

Òîä³ ñ³ì’ÿ ( )n ϑB  çàäîâîëüíÿº óìîâè (ÂÐ1)–(ÂÐ3) [5], à, îòæå, âèçíà÷àº áàçó 

òîïîëîã³¿ ( )n SCτ  íà ( )n SNG C . 

 Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ äîâîäèòüñÿ  
 Òâåðäæåííÿ 5. ßêùî ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà, òî 

( ( ), ( ))n S n SNG C Cτ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà. 

 Ç ëåìè 3 ç [1] âèïëèâàº, ùî ( ( ), ( ))n S n SNG C Cτ  – çë³÷åííèé çâ’ÿçíèé 

ãàóñäîðôîâèé ïðîñò³ð. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî òàêó òåîðåìó. 
Òåîðåìà 10. Äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî 2n ≥  ³ äëÿ êîæíî¿ çë³÷åííî¿ 

òîïîëîã³÷íî¿ (³íâåðñíî¿) íàï³âãðóïè ( , )S τ  ³ñíóº òîïîëîã³÷íå ³çîìîðôíå çà-
íóðåííÿ íàï³âãðóïè ( , )S τ  ó í³ëüïîòåíòíî-ïîðîäæåíó çë³÷åííó çâ’ÿçíó 

ãàóñäîðôîâó òîïîëîã³÷íó (³íâåðñíó) íàï³âãðóïó ( ( ), ( ))n S n SNG C Cτ  ³íäåêñó 

í³ëüïîòåíòíîñò³ n . 
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Íà íàï³âãðóï³ ( )SNG C∞  îçíà÷èìî òîïîëîã³þ ( )SC∞τ  òàê. Íåõàé ( )SC∞τ  

– òîïîëîã³ÿ íà íàï³âãðóï³ ( )SNG P∞ , îçíà÷åíà â äîâåäåíí³ òåîðåìè 5. Áàçè 

òîïîëîã³é ( )SC∞τ  ³ ( )SC∞τ  ó òî÷êàõ âèãëÿäó ( ) \Sx NG C∞∈ ϑ{ }  ñï³âïàäàþòü. 
Îçíà÷èìî 

 
11( ) ( ; , , ) ( ) \ ( ) ( )

kk S i S i SU p i i NG C NG C NG C∞ ∞ϑ = = ϑ   B { }( ){  

 
1

1
, ,

( , ) ( ) | , | ,  , , \ 1
k

j S p j k
j i i

c g NG P c C g G p i i
∈

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

   

{ }
{ }{ } } . 

Òîä³ ñ³ì’ÿ ( )∞ ϑB  çàäîâîëüíÿº óìîâè (ÂÐ1)–(ÂÐ3) [5], à, îòæå, âèçíà÷àº áàçó 

òîïîëîã³¿ ( )SC∞τ  íà ( )SNG C∞ . 
 Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ äîâîäèòüñÿ  
 Òâåðäæåííÿ 6. ßêùî ( , )S τ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà, òî 
( ( ), ( ))S SNG C C∞ ∞τ  – òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íàï³âãðóïà. 

Çà ëåìîþ 3 ç [1] ( ( ), ( ))S SNG C C∞ ∞τ  – çë³÷åííèé çâ’ÿçíèé ãàóñäîðôîâèé 
ïðîñò³ð. Îòæå, âèêîíóºòüñÿ 

Òåîðåìà 11. Äîâ³ëüíà ãàóñäîðôîâà çë³÷åííà òîïîëîã³÷íà (³íâåðñíà) íà-
ï³âãðóïà ( , )S τ  òîïîëîã³÷íî ³çîìîðôíî çàíóðþºòüñÿ ó ãàóñäîðôîâó çë³-
÷åííó çâ’ÿçíó òîïîëîã³÷íó (³íâåðñíó) íàï³âãðóïó ( ( ), ( ))SNG P P∞ ∞τ , ïîðîä-

æåíó ìíîæèíîþ í³ëüïîòåíòíèõ åëåìåíò³â N  òàêó, ùî nil ( ( ))i NG S∞ = ∞  

òà 
2

i
i

N N
∞

=
=  , nil ( )i a i=  äëÿ âñ³õ ia N∈ . 
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ПОГРУЖЕНИЯ ПОЛУГРУПП В НИЛЬПОТЕНТНО-ПОРОЖДЁННЫЕ ПОЛУГРУППЫ 
 
Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî 2n ≥  è äëÿ êàæäîé ïîëóãðóïïû S  

ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå S  â íèëüïîòåíòíî-ïîðîæä¸ííóþ ïîëóãðóïïó ( )nNG S  

èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè nil( ( ))ni NG S n= . Îïèñàíû îòíîøåíèÿ Ãðèíà íà ïîëó-

ãðóïïå ( )nNG S . Äîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ ïîëóãðóïïà S  ïîãðóæàåòñÿ â ïîëóãðóïïó 

( )NG S∞  ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ N  òàêóþ, ÷òî 

nil( ( ))i NG S∞ = ∞ , à òàêæå 
2

i
i

N N
∞

=
=  , nil( )i a i=  äëÿ êàæäîãî ia N∈ . Ïîñòðîåíû òî-

ïîëîãè÷åñêèå àíàëîãè äàííûõ êîíñòðóêöèé, ÷òî ñîõðàíÿþò êîìïàêòíîñòü, ñ÷åò-
íóþ êîìïàêòíîñòü, ïñåâäîêîìïàêòíîñòü, à òàêæå H -çàìêíóòîñòü, àáñîëþò-
íóþ H -çàìêíóòîñòü, àëãåáðàè÷åñêóþ çàìêíóòîñòü è àëãåáðàè÷åñêóþ h -çàìêíó-
òîñòü â êëàññå òîïîëîãè÷åñêèõ èíâåðñíûõ è â êëàññå òîïîëîãè÷åñêèõ ïîëóãðóïï. 
Ïîñòðîåíû êîíñòðóêöèè ïîãðóæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ (èíâåðñíûõ) ïîëóãðóïï â 
ëèíåéíî ñâÿçíûå íèëüïîòåíòíî-ïîðîæäåííûå òîïîëîãè÷åñêèå (èíâåðñíûõ) ïîëó-
ãðóïïû è ïîãðóæåíèÿ ñ÷åòíûõ õàóñäîðôîâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ (èíâåðñíûõ) ïîëó-
ãðóïï â ñ÷åòíûå ñâÿçíûå õàóñäîðôîâû íèëüïîòåíòíî-ïîðîæäåííûå òîïîëîãè÷åñ-
êèå (èíâåðñíûå) ïîëóãðóïïû. 
 
EMBEDDINGS OF SEMIGROUPS INTO NILPOTENT-GENERATED SEMIGROUPS 
 
It is proved that for every integer 2n ≥  and for any semigroup S  there exists an em-

bedding of S  into a nilpotent-generated semigroup ( )nNG S  with index of nilpotency 

nil( ( ))ni NG S n= . Green’s relations on ( )nNG S  is described. It is shown that any semi-

group S  is embedded into a semigroup ( )NG S∞ , which is generated by a set of nilpo-

tent elements N  such that nil( ( ))i NG S∞ = ∞ , where 
2

i
i

N N
∞

=
=   and nil( )i a i=  for any 

ia N∈ . The analogues of these constructions which preserve compactness, countable 

compactness, pseudo-compactness, and H -closedness, absolute H -closedness, algebraic 
closedness, algebraic h -closedness in the class of topological inverse semigroups and in 
the class of topological semigroups are constructed. The constructions of embeddings of 
topological semigroups into the path-connected nilpotent-generated topological semi-
groups and embeddings of countable Hausdorff topological semigroups into the coun-
table connected Hausdorff nilpotent-generated topological semigroups are presented. 
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