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Âèâ÷àþòüñÿ ìàêñèìàëüíî íåãîëîâí³ ³äåàëè äóî-ê³ëåöü ³ ¿õí³é çâ’ÿçîê ç åëåìåí-
òàìè, ÿê³ ìàþòü ñê³í÷åííå ÷èñëî àòîìíèõ ä³ëüíèê³â. Òàêîæ ðîçãëÿäàºòüñÿ 
ðåäóêö³ÿ ìàòðèöü íàä êëàñîì ê³ëåöü, ó ÿêèõ äîâ³ëüíèé ìàêñèìàëüíî íåãîëîâ-
íèé ïðàâèé ³äåàë º äâîá³÷íèì. 

 
². Êîåí (I. S. Cohen) [8] ïîêàçàâ, ùî, ÿêùî â êîìóòàòèâíîìó ê³ëüö³ äî-

â³ëüíèé ïðîñòèé ³äåàë º ãîëîâíèì (ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèì), òî é äîâ³ëüíèé 
³äåàë ê³ëüöÿ º ãîëîâíèì (ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèì). Ó ïðàöÿõ [1, 9, 11] îòðèìà-
íî óçàãàëüíåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó äëÿ äóî-ê³ëåöü, ìàòðè÷íî-ëîêàëüíèõ ³ 
ïðàâèõ íåòåðîâèõ ê³ëåöü. Ç îãëÿäó íà ðîáîòè [4, 8] ìîæíà ãîâîðèòè ïðî 
ìàêñèìàëüíî íåãîëîâí³ ³äåàëè ê³ëüöÿ, ÿê³, íàïðèêëàä, â êîìóòàòèâíîìó âè-
ïàäêó º ïðîñòèìè ³äåàëàìè. Ó ïðàöÿõ [2, 3 5, 6, 10] âèâ÷àºòüñÿ ñòðóêòóðà 
ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèõ ³äåàë³â ê³ëåöü ³ ñòàâèòüñÿ ðÿä çàäà÷ ùîäî âèâ÷åí-
íÿ ñòðóêòóðè ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèõ ³äåàë³â [6]. Ó ðîáîò³ [9] ðåçóëüòàòè 
Êîíà ïåðåíîñÿòüñÿ íà âèïàäîê äóî-ê³ëüöÿ.  

Çàäà÷à âèâ÷åííÿ ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèõ ³äåàë³â â äóî-ê³ëüöÿõ º àê-
òóàëüíîþ. Öüîìó ³ ïðèñâÿ÷åíà ïðîïîíîâàíà ðîáîòà. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè 
çàñòîñîâàíî òàêîæ äëÿ âèâ÷åííÿ êëàñ³â ê³ëåöü åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â. 

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äóî-ê³ëüöÿ.  
Îçíà÷åííÿ 1. Ïðàâèì (ë³âèì) äóî-ê³ëüöåì íàçèâàºòüñÿ ê³ëüöå, â ÿêîìó 

êîæíèé ïðàâèé (ë³âèé) ³äåàë º äâîá³÷íèì. Ê³ëüöå íàçèâàºòüñÿ äóî-ê³ëüöåì, 
ÿêùî âîíî º ë³âèì ³ ïðàâèì äóî-ê³ëüöåì îäíî÷àñíî. 

Íåõàé R  – äóî-ê³ëüöå ç 1 0≠ . 
Íåõàé I  – äîâ³ëüíèé íåãîëîâíèé ïðàâèé ³äåàë R . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S  

ìíîæèíó âñ³õ íåãîëîâíèõ ïðàâèõ ³äåàë³â R , ÿê³ ì³ñòÿòü I . Ïîêàæåìî, ùî 
S  ³íäóêîâàíà ñòîñîâíî ïîðÿäêó âêëþ÷åííÿ ³äåàë³â. Ðîçãëÿíåìî Iα α∈Λ{ }  – 

äîâ³ëüíèé ëàíöþã ³äåàë³â ç S , òîä³ íåõàé J Iα
α∈Λ

=  . Î÷åâèäíî, ùî J  – ïðà-

âèé ³äåàë .R  Êð³ì òîãî, J S∈ . Ä³éñíî, I J⊂  çà îçíà÷åííÿì .J  ßêùî J aR= , 

òîä³ a Iα
α∈Λ

∈  , à, çíà÷èòü, ³ñíóº ³íäåêñ β ∈ Λ  òàêèé, ùî a Iβ∈ . Çâ³äñè îòðè-

ìóºìî, ùî aR Iβ⊂ , à îñê³ëüêè I Jβ ⊂ , òî aR Iβ= , ùî íåìîæëèâî, áî .I Sβ ∈  

Çà ëåìîþ Öîðíà â ìíîæèí³ S  ³ñíóº õî÷à á îäèí ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò, 
ÿêèé íàçâåìî ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèì ïðàâèì ³äåàëîì. Àíàëîã³÷íî ââî-
äèòüñÿ ïîíÿòòÿ ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíîãî ë³âîãî ³äåàëó.  

Îçíà÷åííÿ 2. Ïðàâèé (ë³âèé) ³äåàë I  ê³ëüöÿR , ÿêèé º ìàêñèìàëüíèì ó 
ìíîæèí³ íåãîëîâíèõ ïðàâèõ (ë³âèõ) ³äåàë³â, íàçèâàºòüñÿ ìàêñèìàëüíî íåãî-
ëîâíèì ïðàâèì (ë³âèì) ³äåàëîì. 

Îçíà÷åííÿ 3. ²äåàë P  íàçèâàºòüñÿ ö³ëêîì ïðîñòèì, ÿêùî ç âêëþ÷åííÿ 
ab P∈  âèïëèâàº, ùî a P∈  àáî b P∈ .  

Çàóâàæèìî, ùî â êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó ³äåàë, ÿêèé çàäîâîëüíÿº òàêó 
óìîâó, íàçèâàºòüñÿ ïðîñòèì. 

Òâåðäæåííÿ 1. Ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèé ïðàâèé ³äåàë äóî-ê³ëüöÿ R  º 
ö³ëêîì ïðîñòèì. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé N  – ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèé ïðàâèé ³äåàë. 
Ïðèïóñòèìî, ùî â³í íå º ö³ëêîì ïðîñòèì, òîáòî ³ñíóþòü òàê³ ,  a N b N∉ ∉ , 
ùî ab N∈ . 

Ðîçãëÿíåìî ïðàâèé ³äåàë N bR+ . Â³í ñòðîãî ì³ñòèòü N , îñê³ëüêè b ∉ 
N∉ , à òîìó º ãîëîâíèì ïðàâèì ³äåàëîì. Íåõàé N bR cR+ = . Ê³ëüöå R  º 
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ê³ëüöåì ç îäèíèöåþ, òîìó n br c+ =  äëÿ äåÿêèõ n N∈  i .r R∈  Ïîìíîæèâ-
øè öþ ð³âí³ñòü çë³âà íà a , îòðèìàºìî  
 an abr ac+ = . 

Îñê³ëüêè n N∈  òà ab N∈ , òî ac N∈ .  

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ïðàâèé ³äåàë |J x xc N= ∈{ } . 

Îñê³ëüêè R  – äóî-ê³ëüöå, òî J  º ïðàâèì ³äåàëîì. Î÷åâèäíî, ùî N J⊂ , 
àëå îñê³ëüêè ac N∈ , òî a J∈ . Òîä³ âêëþ÷åííÿ N J⊂  º ñòðîãèì, òîìó ùî 
a N∉ . Çã³äíî ç îçíà÷åííÿì ³äåàëó N  ìàºìî, ùî J dR=  äëÿ äåÿêîãî .d R∈  

Ç âêëþ÷åííÿ N N bR cR⊂ + =  âèïëèâàº, ùî äëÿ äîâ³ëüíîãî n N∈  âè-
êîíóºòüñÿ n ct=  äëÿ äåÿêîãî .t R∈  Îñê³ëüêè R  – äóî-ê³ëüöå, òî ³ñíóº 

t R′ ∈  òàêå, ùî n t c′= . Ç îçíà÷åííÿ ³äåàëó J  ìàºìî t J′ ∈ , òîìó t d′ = α  

äëÿ äåÿêîãî Rα ∈ . Òîä³ äëÿ äåÿêîãî R′α ∈  âèêîíóºòüñÿ n d c dc ′= α = α .  
Ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ âèïëèâàº, ùî N dcR⊂ . Åëåìåíò d J∈ , òîìó dc ∈  

N∈ , à, îòæå, âèêîíóºòüñÿ é îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ dcR N⊂ . Òàêèì ÷èíîì, 
âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü N dcR= , ÿêà ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ ïðàâîãî ³äåàëó 
N , ùî é äîâîäèòü òâåðäæåííÿ. ◊ 

Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî N  – ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèé ïðàâèé (ë³âèé) ³äå-
àë ê³ëüöÿ R , òî N  – ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèé ë³âèé (ïðàâèé) ³äåàë ê³ëüöÿ. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé N  – ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèé ïðàâèé ³äåàë 
ê³ëüöÿ R . Çã³äíî ç îçíà÷åííÿì ³äåàëó N  ³ñíóº \a R N∈  (ó ñóïðîòèâíîìó 
âèïàäêó 1R N R= = ⋅ ). Òîä³ ³äåàë N aR+  º ïðàâèì ãîëîâíèì, îñê³ëüêè 
ñòðîãî ì³ñòèòü ³äåàë N . Íåõàé N aR dR+ =  äëÿ äåÿêîãî d R∈ . Ê³ëüöå R  º 
ê³ëüöåì ç îäèíèöåþ, òîìó d n ar= +  äëÿ äåÿêèõ n N∈  òà r R∈ . Ç òîãî, 

ùî ê³ëüöå R  º äóî-ê³ëüöåì, âèïëèâàº, ùî d n r a′= +  äëÿ äåÿêîãî r R′ ∈ . 
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ³äåàë N Ra+ . ²äåàë Ra  º ë³âèì, à, îòæå, ³ ïðàâèì, 

òîìó çíîâó N Ra cR+ =  äëÿ äåÿêîãî c R∈ . Î÷åâèäíî, ùî d N Ra∈ + , à òî-

ìó dR cR⊂ . ², íàâïàêè, îñê³ëüêè c m sa m as N aR dR′= + = + ∈ + =  äëÿ 

äåÿêèõ m N∈  òà ,s s R′ ∈ , òî cR dR⊂ . Îòæå, dR cR= , à, çíà÷èòü, N aR+ =  

N Ra= + . Òàêèì ÷èíîì, N Ra dR RdR Rd+ = = = , òîáòî N Ra Rd+ = . Òîìó 
N  º ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèì ë³âèì ³äåàëîì. 

Àíàëîã³÷íî äîâîäèìî, ùî ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèé ë³âèé ³äåàë ê³ëüöÿ 
R  º ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèì ïðàâèì ³äåàëîì. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. ◊ 

Òåïåð ââåäåìî ïîíÿòòÿ ñòðîãî ôàêòîð³àëüíîãî åëåìåíòà, òîìó íàäàë³ 
íåõàé R  – äóî-îáëàñòü ç 1 0≠ . Ç îãëÿäó íà ñèìåòðè÷í³ñòü òâåðäæåííÿ 2 
ìàêñèìàëüíî íåãîëîâí³ ïðàâ³ (ë³â³) ³äåàëè áóäåìî íàçèâàòè ìàêñèìàëüíî 
íåãîëîâíèìè. 

Îçíà÷åííÿ 4. Íåîáîðîòíèé åëåìåíò a R∈  íàçèâàºòüñÿ àòîìîì, ÿêùî 
â³í íå ðîçêëàäàºòüñÿ ó äîáóòîê äâîõ íåîáîðîòíèõ åëåìåíò³â. 

Òâåðäæåííÿ 3. ßêùî aR  ( )Ra  º ìàêñèìàëüíèì ïðàâèì (ë³âèì) ³äåà-
ëîì ê³ëüöÿ R , òî a  – àòîì. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Öåé ôàêò ëåãêî âèïëèâàº ç ìàêñèìàëüíîñò³ ³äåàëó 
aR  ( )Ra . ◊ 

Îçíà÷åííÿ 5. Åëåìåíò a R∈  íàçèâàºòüñÿ ôàêòîð³àëüíèì,  
1) ÿêùî 1 2 na ua a a=  , äå âñ³ ia  – àòîìè ³ u  – îáîðîòíèé åëåìåíò;  

2) ÿêùî 1 2 1 2 n sa ua a a vb b b= =   – äâà íåòðèâ³àëüí³ ðîçêëàäè åëå-

ìåíòà a  íà àòîìè, òîä³ n s=  ³ ç òî÷í³ñòþ äî ³çîìîðô³çìó ³íäåêñ³â ia  àñîö³-

éîâàíå ç ib . 
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Îçíà÷åííÿ 6. Àòîì a R∈  íàçèâàºòüñÿ ìàêñèìàëüíèì ïðàâèì (ë³âèì) 
àòîìîì, ÿêùî aR  ( )Ra  º ìàêñèìàëüíèì ïðàâèì (ë³âèì) ³äåàëîì ê³ëüöÿ R . 

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó äóî-ê³ëüöÿ êîæíèé ïðàâèé ³äåàë º ë³âèì, à 
òîìó òàê³ àòîìè íàäàë³ áóäåìî íàçèâàòè ìàêñèìàëüíèìè àòîìàìè. 

Îçíà÷åííÿ 7. Íåíóëüîâèé åëåìåíò f  îáëàñò³ R  íàçèâàºòüñÿ ñòðîãî 

ôàêòîð³àëüíèì, ÿêùî f  – ôàêòîð³àëüíèé åëåìåíò ³ êîæíèé éîãî àòîìíèé 
ä³ëüíèê º ìàêñèìàëüíèì àòîìîì. 

Òâåðäæåííÿ 4. ßêùî a  – íåîáîðîòíèé åëåìåíò îáëàñò³ R , ÿêèé íå 
ì³ñòèòüñÿ â æîäíîìó ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíîìó ³äåàë³, òî a  – ñòðîãî 
ôàêòîð³àëüíèé åëåìåíò. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Çðîçóì³ëî, ùî ïðàâèé ìîäóëü /R aR  º íåíóëüîâèì ³ 
êîæíèé éîãî ï³äìîäóëü º öèêë³÷íèì. Îñê³ëüêè îá’ºäíàííÿ äîâ³ëüíîãî çðîñ-
òàþ÷îãî ëàíöþãà âëàñíèõ ï³äìîäóë³â â /R aR  º öèêë³÷íèì ìîäóëåì, òî äî-
â³ëüíèé òàêèé ëàíöþã îáðèâàºòüñÿ. Öå îçíà÷àº, ùî ìîäóëü /R aR  íåòåðî-
âèé. Àíàëîã³÷íî äîâîäèìî, ùî /R Ra  òàêîæ º íåòåðîâèì ìîäóëåì. Äîâåäåìî, 

ùî ìîäóëü /R aR  º òàêîæ ³ àðò³íîâèì. Íåõàé 1 2 sm R m R m R⊇ ⊇ ⊇ ⊇  – 
äîâ³ëüíèé ñïàäíèé ëàíöþã ï³äìîäóë³â ìîäóëÿ /R aR . Çã³äíî ç äðóãîþ òåî-
ðåìîþ Å. Íåòåð ïðî ï³äìîäóë³ öüîìó ëàíöþãó â³äïîâ³äàº ëàíöþã ïðàâèõ 
³äåàë³â 1 2 sR a R a R a R⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃  , äå ia R aR⊃  ³ 1/ /i iaR a R R m R+ =  

äëÿ äîâ³ëüíîãî 1,2,i =  . Âðàõîâóþ÷è îñòàííº, ìàºìî, ùî i ia a b= , 1, 2,i =  , 

äëÿ äåÿêî¿ ïîñë³äîâíîñò³ åëåìåíò³â ib R∈ , 1, 2,i =  . Îñê³ëüêè 1 1i ia b+ + =  

i ia b=  ³ 1i i ia a c+ = , äå ic R∈ , òî 1( ) 0i i i ia c b b+ − =  äëÿ êîæíîãî 1,2,i =  . 

Àëå 0ia ≠  ³, òàêèì ÷èíîì, 1 1i ib c b += , 1, 2,i =  . Ðîçãëÿíåìî ëàíöþã ë³âèõ 

³äåàë³â 1 2 sRb Rb Rb⊂ ⊂ ⊂ ⊂  , êîæíèé ç ÿêèõ ì³ñòèòü Ra . Òîä³ îòðè-

ìàºìî ëàíöþã ï³äìîäóë³â 1 2/ / /sRb Ra Rb Ra Rb Ra⊂ ⊂ ⊂ ⊂   ìîäóëÿ 

/R Ra . Â³í îáðèâàºòüñÿ íà äåÿêîìó êðîö³, íàïðèêëàä, p . Òîìó 1p pRb Rb += . 

Îñê³ëüêè i ia a b= , òî 1p pa R a R+= =  . Îòæå, 1p pm R m R+= =  . Çâ³äñè âè-

ïëèâàº, ùî ìîäóëü /R aR  º àðò³íîâèì [4, 5]. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî äëÿ 
ìîäóëÿ /R aR  ³ñíóº êîìïîçèö³éíèé ðÿä. Îòæå, åëåìåíò a  ìîæíà ðîçêëàñ-
òè â äîáóòîê àòîì³â, äî òîãî æ îäíîçíà÷íî. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. ◊ 

Òâåðäæåííÿ 5. Äîâ³ëüíèé ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèé åëåìåíò R  íå ì³ñ-
òèòüñÿ â æîäíîìó ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíîìó ³äåàë³. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé a R∈  – äîâ³ëüíèé ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèé åëå-
ìåíò. Ïðèïóñòèìî, ùî a  íàëåæèòü äåÿêîìó ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíîìó ³äåà-
ëó N . Íåõàé 1 2 na ua a a=   – àòîìíèé ðîçêëàä åëåìåíòà a . Çã³äíî ç òâåðä-

æåííÿì 1 äåÿêå ia N∈ . Îñê³ëüêè a  – ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèé åëåìåíò, òî 

³äåàë ia R  º ìàêñèìàëüíèì. Î÷åâèäíî, ùî iaR a R N⊂ ⊂ . Ç ìàêñèìàëüíîñò³ 

³äåàëó ia R  âèïëèâàº, ùî ia R N= , à öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó ³äåàëó N . ◊ 

Òåîðåìà 1. Íåõàé R  – äóî-îáëàñòü ç ºäèíèì ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèì 
³äåàëîì N . Òîä³:  

(i) âñ³ åëåìåíòè îáëàñò³R , ÿê³ íå º ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèìè, óòâîðþ-
þòü ³äåàë, ÿêèé ñï³âïàäàº ç N ; 

(ii) äîâ³ëüíèé ä³ëüíèê ñòðîãî ôàêòîð³àëüíîãî åëåìåíòà º ñòðîãî ôàê-
òîð³àëüíèì åëåìåíòîì; 

(iii) äëÿ äîâ³ëüíîãî åëåìåíòà a N∈ , ÿêèé íå º ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèì 
åëåìåíòîì, ³ äîâ³ëüíîãî ñòðîãî ôàêòîð³àëüíîãî f N∉  åëåìåíò f a+  º 
ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèì åëåìåíòîì. 
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Ä î â å ä å í í ÿ. (i). Îñê³ëüêè çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 5 óñ³ ñòðîãî ôàê-
òîð³àëüí³ åëåìåíòè îáëàñò³ R  ëåæàòü ïîçà N , à çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 4 äî-
â³ëüíèé åëåìåíò, ÿêèé íå ì³ñòèòüñÿ â N , º ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèì, òî N  – 
³äåàë, ÿêèé ñêëàäàºòüñÿ ëèøå ç åëåìåíò³â, ÿê³ íå º ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèìè. 

 (ii). Íåõàé f  – ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèé åëåìåíò ³ a  – éîãî ä³ëüíèê, òîá-

òî f ab= , äå , ( )a b U R∉ . ßêùî a  íå º ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèì, òî a N∈  ³ 

òîä³ f ab N= ∈ , ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó åëåìåíòà f . Îòæå, a  – ñòðîãî ôàê-
òîð³àëüíèé åëåìåíò. 

 (iii). ßêùî a N∈ , à f N∉ , òî åëåìåíò a f N+ ∉ , îñê³ëüêè â ñóïðîòèâ-

íîìó âèïàäêó ( )f a f a N= + − ∈ . Òå, ùî a f N+ ∉ , ³ îçíà÷àº ñòðîãó ôàêòî-

ð³àëüí³ñòü åëåìåíòà a f+ . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
Íåõàé íàäàë³ ( )N R  – ïåðåòèí óñ³õ ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèõ ³äåàë³â 

îáëàñò³ R . 
Òåîðåìà 2. Íåõàé f  – äîâ³ëüíèé ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèé åëåìåíò, à 

n  – äîâ³ëüíèé åëåìåíò ç ( )N R . Òîä³ äëÿ áóäü-ÿêèõ ,x y R∈  åëåìåíò 

f xny+  º ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèì. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî f xny+  íå º ñòðîãî ôàêòîð³àëüíèì 

åëåìåíòîì. Òîä³ f xny+  º åëåìåíòîì äåÿêîãî ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíîãî ³äå-

àëó M . Åëåìåíò ( )n N R∈ , à òîìó xny  íàëåæèòü óñ³ì ìàêñèìàëüíî íå-

ãîëîâíèì ³äåàëàì, çîêðåìà, xny M∈ . Òîä³ ( )f f xny xny M= + − ∈ , ùî ñó-

ïåðå÷èòü âèáîðó åëåìåíòà f . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿ ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿ-

ìè, â ÿêèõ ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèé ïðàâèé ³äåàë º äâîá³÷íèì. Íàãàäàºìî 
íåîáõ³äí³ îçíà÷åííÿ. 

Îçíà÷åííÿ 8. Ïðàâèì (ë³âèì) ê³ëüöåì Áåçó íàçèâàºòüñÿ ê³ëüöå, â ÿêîìó 
äîâ³ëüíèé ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèé ïðàâèé (ë³âèé) ³äåàë º ãîëîâíèì. Ê³ëüöå 
Áåçó – öå ê³ëüöå, ÿêå º ë³âèì ³ ïðàâèì ê³ëüöåì Áåçó. 

Îçíà÷åííÿ 9. ßêùî äîâ³ëüíà (1 2)×  ( (2 1)× )-ìàòðèöÿ íàä ê³ëüöåì R  
çâîäèòüñÿ äî ä³àãîíàëüíî¿, òî ê³ëüöå R  íàçèâàºòüñÿ ïðàâèì (ë³âèì) ê³ëüöåì 
Åðì³òà. Ê³ëüöå, ÿêå º ë³âèì ³ ïðàâèì åðì³òîâèì, íàçèâàºòüñÿ åðì³òîâèì 
ê³ëüöåì. 

Îçíà÷åííÿ 10. ßêùî äëÿ äîâ³ëüíî¿ ìàòðèö³ íàä ê³ëüöåì R  ³ñíóº êàíî-
í³÷íà ä³àãîíàëüíà ôîðìà, òî òàêå ê³ëüöå R  íàçèâàºòüñÿ ê³ëüöåì åëåìåí-
òàðíèõ ä³ëüíèê³â. 

Îçíà÷åííÿ 11. Ê³ëüöå R  º ê³ëüöåì ñòàá³ëüíîãî ðàíãó 1, ÿêùî äëÿ äî-
â³ëüíèõ åëåìåíò³â ,a b R∈  òàêèõ, ùî aR bR R+ = , ³ñíóº åëåìåíò t R∈  òà-
êèé, ùî a bt+  º îáîðîòíèì åëåìåíòîì ê³ëüöÿ R . 

Îçíà÷åííÿ 12. ßêùî äëÿ äîâ³ëüíîãî åëåìåíòà a  ê³ëüöÿ R  ³ñíóº òàêèé 
åëåìåíò a R∗ ∈ , ùî RaR a R Ra∗ ∗= = , òî ãîâîðÿòü, ùî â ê³ëüö³ R  âèêîíó-
ºòüñÿ óìîâà Äóáðîâ³íà. 

Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé R  – îáëàñòü Áåçó, â ÿê³é äîâ³ëüíèé ìàêñèìàëü-
íî íåãîëîâíèé ïðàâèé ³äåàë º äâîá³÷íèì. Íåõàé a  – åëåìåíò, ÿêèé íå íàëå-
æèòü æîäíîìó ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíîìó ïðàâîìó ³äåàëó. Òîä³ äîâ³ëüíà 
(2 2)× -ìàòðèöÿ A , åëåìåíòîì ÿêî¿ º åëåìåíò a , åêâ³âàëåíòíà ä³àãîíàëü-
í³é ìàòðèö³. 
 Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ìàòðèöÿ A  ìàº âèãëÿä 

 
0a

A
b c

= ,  

äå åëåìåíò a  íå íàëåæèòü æîäíîìó ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíîìó ïðàâîìó ³äå-
àëó.  
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X  ìíîæèíó âñ³õ ä³ëüíèê³â x  åëåìåíòà a  òàêèõ, ùî 
( 0)x  º ïåðøèì ðÿäêîì ìàòðèöü, åêâ³âàëåíòíèõ äî ìàòðèö³ A . Îñê³ëüêè x  
º ä³ëüíèêîì (ë³âèì àáî ïðàâèì) åëåìåíòà a , òî æîäåí ç åëåìåíò³â ìíîæèíè 
X  íå íàëåæèòü æîäíîìó ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíîìó ïðàâîìó ³äåàëó. Íåõàé 
åëåìåíò 1a X∈  º ì³í³ìàëüíèì ñòîñîâíî ïðàâî¿ ïîä³ëüíîñò³, òîáòî, ÿêùî 

1 2 2 2a p a q=  äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà 2a X∈ , òî åëåìåíò 2 ( )q U R∈ . Ïîêàæåìî, 
ùî òàêèé åëåìåíò ³ñíóº. Íåõàé 

 1 1 1 1 2 2 2 1a p a q p p a q q= = =  , 

 1 1 1 2 2aR p a R p p a R⊂ ⊂ ⊂  .  (1) 

Îñê³ëüêè åëåìåíò a  íå íàëåæèòü æîäíîìó ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíîìó ïðà-

âîìó ³äåàëó, òî 
1

i i
i

p a R yR
∞

=
=  – ïðàâèé ³äåàë.  

Íà ï³äñòàâ³ òîãî, ùî i iy p a R∈ , ìàºìî i iyR p a R= , òîáòî ëàíöþã (1) îá-
ðèâàºòüñÿ íà ñê³í÷åííîìó êðîö³. 

Òàêèì ÷èíîì, 1

1 1

0a
A

b c
 , äå 1a  íå íàëåæèòü æîäíîìó ìàêñèìàëüíî 

íåãîëîâíîìó ïðàâîìó ³äåàëó òà 1a X∈  º ì³í³ìàëüíèì ñòîñîâíî ïðàâî¿ ïî-
ä³ëüíîñò³. 

Íåõàé 1 1 2Ra Rb Ra+ = . Îñê³ëüêè R  – îáëàñòü Áåçó, òî ³ñíóº îáîðîòíà 

ìàòðèöÿ 1 2GL ( )P R∈  òàêà, ùî  

 1 2 2
1

1 1 2

0
0

a a b
P

b c c
= , 

äå 2 1a pa=  äëÿ äåÿêîãî p R∈ . Îñê³ëüêè äîâ³ëüíèé ìàêñèìàëüíî íåãîëîâ-

íèé ïðàâèé ³äåàë º ³äåàëîì, òî åëåìåíò 2a  íå íàëåæèòü æîäíîìó ìàêñè-
ìàëüíî íåãîëîâíîìó ïðàâîìó ³äåàëó. 

Àíàëîã³÷íî ìàºìî 2 2 3
1

2 3 3

0
0
a b a

Q
c b c

=  äëÿ äåÿêî¿ ìàòðèö³ 1 2GL ( )Q R∈  

òà 2 2 3a R b R a R+ =  ³ 2 3a a q=  äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà q R∈ . Çâ³äñè âèïëèâàº, 

ùî 1 3a pa q= . Íà ï³äñòàâ³ ì³í³ìàëüíîñò³ åëåìåíòà 1a  åëåìåíò ( )q U R∈ , 

òîìó 2 2b a R∈ , òîáòî 2 2b a z=  äëÿ äåÿêîãî z R∈ . Òàêèì ÷èíîì,  

 2 2 2

2 2

01
0 0 1 0
a b az

c c
−⋅ = , 

ùî é ïîòð³áíî äîâåñòè.  
Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè åëåìåíò a  ñòî¿òü íà äîâ³ëüíîìó ì³ñö³ 

ìàòðèö³ A . Ïåðåñòàíîâêîþ ðÿäê³â ³ ñòîâïö³â ïîñòàâèìî éîãî íà ì³ñöå (1, 1), 

òîáòî ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ ìàº âèãëÿä 
a b

A
c d

= . Íåõàé aR +  

bR a R′+ = . Çã³äíî ç îçíà÷åííÿì åëåìåíòà a  ³ ç òîãî, ùî a′  º ë³âèì ä³ëü-

íèêîì åëåìåíòà a , âèïëèâàº, ùî a′  òàêîæ íå íàëåæèòü æîäíîìó ìàêñè-
ìàëüíî íåãîëîâíîìó ïðàâîìó ³äåàëó. Îñê³ëüêè îáëàñòü Áåçó º ê³ëüöåì Åðì³-

òà [7], òî òîä³ î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ A  åêâ³âàëåíòíà ìàòðèö³ 
0a

c d

′
′ ′ . Çã³ä-

íî ç äîâåäåíèì âèùå ìàòðèöÿ A  åêâ³âàëåíòíà ä³àãîíàëüí³é. Òâåðäæåííÿ 
äîâåäåíî ïîâí³ñòþ. ◊ 
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Òâåðäæåííÿ 7. ßêùî R  – îáëàñòü Áåçó, â ÿê³é âèêîíóºòüñÿ óìîâà 
Äóáðîâ³íà, òî R  º ê³ëüöåì åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â òîä³ é ò³ëüêè òîä³, 

êîëè äëÿ äîâ³ëüíî¿ ìàòðèö³ 
0a

A
b c

= , äå RaR RbR RcR R+ + = , ³ñíóº 

êàíîí³÷íà ä³àãîíàëüíà ôîðìà. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåîáõ³äí³ñòü î÷åâèäíà. Äîâåäåìî äîñòàòí³ñòü. ²ç 
îáìåæåíü, íàêëàäåíèõ íà ê³ëüöå R , âèïëèâàº, ùî âîíî º åðì³òîâèì. Îòæå, 

äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ âèãëÿäó 
0a

A
b c

=  çâîäèòüñÿ äî êàíîí³÷íî¿ 

ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè.  
Íåõàé 

 ,     ,     RaR a R Ra RbR b R Rb RcR c R Rc∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = = = =   
³ 
 a R b R c R R R Ra Rb Rc∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ + = α = α = + + . 

Òîä³ 1 2a a a= α = α , 1 2b b b= α = α , 1 2c c c= α = α  äëÿ äåÿêèõ åëåìåíò³â 1 2,a a , 

1 2 1 2, , ,b b c c R∈ . Çâ³äñè 1 1 1 2 2 2Ra R Rb R Rc R Ra R Rb R Rc R+ + = + + . Òîä³ 

 1 1 2

1 1 1 1 2 2

0 0 00 0 0
0 0

a a aa
b c b c b c b c

α α α= = ⋅ = ⋅α α α α .  

Îñê³ëüêè R  – îáëàñòü, òî äëÿ äîâ³ëüíèõ óí³ìîäóëÿðíèõ ìàòðèöü ,P Q ∈  

2GL ( )R∈  ìîæíà çíàéòè òàê³ óí³ìîäóëÿðí³ ìàòðèö³ 2, GL ( )P Q R′ ′ ∈ , ùî  

 
0 0 0 0

,        
0 0 0 0

P P Q Q
α α α α′ ′= =α α α α

. 

Çã³äíî ç îáìåæåííÿìè, íàêëàäåíèìè íà ê³ëüöå R , ìàòðèö³ 1

1 1

0a
b c

 ³ 

2

2 2

0a
b c

 çâîäÿòüñÿ äî êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè. Òîä³ é ìàòðèöÿ 
0a

b c
 

çâîäèòüñÿ äî êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. ◊ 
Òåîðåìà 3. Íåõàé R  – îáëàñòü Áåçó ñòàá³ëüíîãî ðàíãó 1, ó ÿê³é âèêî-

íóºòüñÿ óìîâà Äóáðîâ³íà, ³ äîâ³ëüíèé ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíèé ïðàâèé ³äå-
àë º ³äåàëîì. Òîä³ R  º ê³ëüöåì åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â. 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Çã³äíî ç ïîïåðåäí³ì òâåðäæåííÿì äëÿ äîâåäåííÿ äî-

ñèòü ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâ³ëüíî¿ ìàòðèö³ 
0a

A
b c

= , äå RaR RbR RcR+ + =  

R= , ³ñíóº êàíîí³÷íà ä³àãîíàëüíà ôîðìà.  
Îñê³ëüêè R  – îáëàñòü Áåçó ñòàá³ëüíîãî ðàíãó 1, òî äëÿ äîâ³ëüíèõ åëå-

ìåíò³â ,a b R∈  ³ñíóþòü òàê³ åëåìåíòè ,x d R∈ , ùî ,xa b d+ =  äå Ra Rb+ =  

Rd=  [12]. Òîä³  

 
1 0

1 0 0
x a xa b c

b c a
+⋅ = ,  

äå 0a a d=  äëÿ äåÿêîãî 0a R∈ .  

Íåõàé cR dR zR+ = , cy d z+ =  äëÿ äåÿêîãî .y R∈  Òîä³ 

 
1 0

0 1 0 0
d c d cy c z c
a y a a

+⋅ = = ,  

äå 0,  d zt c zc= =  äëÿ äåÿêèõ åëåìåíò³â 0,t c R∈ . Îòæå, ìàòðèöÿ 
0a

A
b c

=  
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åêâ³âàëåíòíà ìàòðèö³ 
0

z c
a

, äå 0a a zt= , 0c zc= . Îñê³ëüêè RaR RbR+ +  

RcR R+ = , òî RzR RcR RaR RaR RbR RcR R+ + = + + = . Çâàæàþ÷è íà òå, 

ùî 0a a zt=  ³ 0c zc= , ìàºìî RaR RzR RcR RzR+ + = . Îòæå, RzR R= . 

Åëåìåíò z  íå ì³ñòèòüñÿ ó æîäíîìó ìàêñèìàëüíî íåãîëîâíîìó ïðàâîìó 
³äåàë³, îñê³ëüêè â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó òóäè ïîòðàïëÿº 1, ùî íåìîæëèâî. 

Òîä³ çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 6 ìàòðèöÿ 
0

z c
a

, à, îòæå, é ìàòðèöÿ A  

çâîäÿòüñÿ äî êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè. Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
 
 1. Äóáðîâèí Í. È. Î êîëüöàõ ãëàâíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 

– 1981. – ¹ 2. – C. 30–37. 
 2. Çàáàâñêèé Á. Â. Îá îäíîì îáîáùåíèè òåîðåìû Êîýíà // Õ²Õ Âñåñîþç. àëãåáð. 

êîíô., Ëüâîâ, 9–11 ñåíò. 1987 ã.: Òåç. ñîîáù. – Ëüâîâ, 1987. – ×. 1. – Ñ. 99. 
 3. Çàáàâñêèé Á. Â. Î ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà íåãëàâíûõ èäåàëîâ êîì-

ìóòàòèâíîé îáëàñòè Áåçó // ÕV²I Âñåñîþç. àëãåáð. êîíô., Ìèíñê, 14–17 ñåíò. 
1983 ã.: Òåç. ñîîáù. – Ìèíñê, 1983. – ×. 2. – Ñ. 75. 

 4. Çàáàâñêèé Á. Â. Î íåêîììóòàòèâíûõ êîëüöàõ ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé // Óêð. 
ìàò. æóðí. –1987. – 39, ¹ 4. – C. 440–444. 

 5. Çàáàâñêèé Á. Â. Ôàêòîðèàëüíûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîé îáëàñòè Áåçó // Ìàò. 
ìåòîäû è ôèç.-ìåõ. ïîëÿ. – 1985. – Âûï. 22. – C. 32–33. 

 6. Çàáàâñüêèé Á. Â. Ôàêòîð³àëüíèé àíàëîã äèñòðèáóòèâíèõ îáëàñòåé Áåçó // Óêð. 
ìàò. æóðí. – 2001. – 53, ¹ 11. – C. 1564–1567. 

 7. Amitsur S. A. Remarks of principal ideal rings // Osaka Math. J. – 1963. – 15. 
P. 59–69. 

 8. Caruth A. On Cohen’s theorem // Coll. Math. – 1982. – 46, No. 2. – P. 137–141. 
 9. Chandran R. On two analogies of Cohen’s theorem // Indian J. Pure and Appl. 

Math. – 1977. – 8, No. 1. – P. 54–59. 
 10. Cohen I. S. Commutative rings with restricted minimum conditions // Duke Math. 

J. – 1950. – 17. – P. 24–42. 
 11. Michler G. Prime right ideals and right Noetherian rings // Proc. Conf. on Ring 

Theory. – New York – London: Acad. Press, 1972. – P. 251–255.  
 12. Zabavsky B. V. Diagonalizability theorem for matrices over rings with finite stable 

range // Algebra and Discrete Math. – 2005. – No. 1. – P. 134–148. 
 
СТРОГО ФАКТОРИАЛЬНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ ДУО-ОБЛАСТИ 
 
Èçó÷àþòñÿ ìàêñèìàëüíî íåãëàâíûå èäåàëû äóî-êîëåö è èõ ñâÿçü ñ ýëåìåíòàìè, 
èìåþùèìè êîíå÷íîå ÷èñëî àòîìíûõ äåëèòåëåé. Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåäóê-
öèÿ ìàòðèö íàä êëàññîì êîëåö, â êîòîðûõ ëþáîé ìàêñèìàëüíî íåãëàâíûé ïðàâûé 
èäåàë ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì. 
 
STRONG FACTORIAL ELEMENTS OF DUO-DOMAIN 
 
We investigate the maximal non-principal ideals of a duo-ring and their relation to the 
elements with finite number of atomic divisors. Also we investigate the reduction of 
matrices over a class of rings, in which any maximal non-principal ideal is a two-sided 
ideal. 
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