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ПРО ФУНКЦІОНАЛЬНІ БАЗИСИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ ІНВАРІАНТІВ 
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ НЕПЕРЕРВНИХ ПІДГРУП ГРУПИ ПУАНКАРЕ (1, 4)P   
 

Âñòàíîâëåíî, ÿê³ ç ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ïåð-
øîãî ïîðÿäêó ðîçùåïëþâàíèõ ³ íåðîçùåïëþâàíèõ ï³äãðóï ãðóïè Ïóàíêàðå 

(1, 4)P  íàëåæàòü äî àáåëåâèõ ï³äãðóï, à ÿê³ – äî íåàáåëåâèõ ï³äãðóï. Îòðèìà-
í³ ìíîæèíè ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â ïðîêëàñèô³êîâàíî çà ðîçì³ðíîñòÿìè. Âè-
áðàíî ïî îäíîìó ôóíêö³îíàëüíîìó áàçèñó äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â äëÿ 
êîæíîãî òèïó ç ðîçãëÿäóâàíèõ ï³äãðóï.  

 
Äèôåðåíö³àëüí³ ³íâàð³àíòè ãðóï Ë³ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü øèðîêî âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ó òåîð³¿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ãåîìåòð³¿, òåîðåòè÷í³é 
³ ìàòåìàòè÷í³é ô³çèö³, ãàçîâ³é äèíàì³ö³ òîùî (äèâ., íàïðèêëàä, [2, 3, 8, 9, 
16, 17]). 

Ãðóïà (1, 4)P  º ãðóïîþ ïîâîðîò³â ³ çñóâ³â ï’ÿòèâèì³ðíîãî ïðîñòîðó Ì³í-
êîâñüêîãî (1 4)M , . Âîíà øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè ðîçãëÿä³ ð³çíèõ ïè-
òàíü òåîðåòè÷íî¿ ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè (äèâ. [1, 10]). 

Äëÿ âñ³õ íåïåðåðâíèõ ï³äãðóï [4, 5, 15] ãðóïè (1, 4)P  ïîáóäîâàíî íååêâ³-
âàëåíòí³ ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó. Äåÿê³ ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ [6, 7, 11–14].  

Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïîäàëüøîìó âèâ÷åííþ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â 
äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ïåðøîãî ïîðÿäêó íåïåðåðâíèõ ï³äãðóï ãðóïè 

(1, 4)P . Çîêðåìà, âñòàíîâëåíî, ÿê³ ç ïîáóäîâàíèõ ðàí³øå ôóíêö³îíàëüíèõ áà-
çèñ³â â³äíîñÿòüñÿ äî àáåëåâèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P , à ÿê³ – äî 
íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð. Êð³ì òîãî, ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè, ÿê³ â³äíîñÿòüñÿ äî 
àáåëåâèõ ³ íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, ïðîêëàñèô³êîâàíî çà ¿õ ðîçì³ðíîñòÿìè.  

1. Àëãåáðà Ë³ ãðóïè (1, 4)P . Àëãåáðà Ë³ ãðóïè (1, 4)P  çàäàºòüñÿ 15 áà-

çèñíèìè åëåìåíòàìè ,  , 0,1,2,3, 4M Mµν νµ= − µ ν = , ³ ,  0,1, 2,3, 4Pµ
′ µ = , ÿê³ 

çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàö³éí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ  

 , 0P Pµ ν
′ ′ =[ ] , 

 ,M P g P g Pµν σ µσ ν νσ µ
′ ′ ′ ′= −[ ] , 

 ,M M g M g M g M g Mµν ρσ µρ νσ νσ µρ νρ µσ µσ νρ
′ ′ ′ ′ ′ ′= + − −[ ] , 

äå ,  , 0,1,2,3, 4gµν µ ν = , – ìåòðè÷íèé òåíçîð ç êîìïîíåíòàìè 00 11g g= − =  

22 33 44 1g g g= − = − = − =  ³ 0gµν = , ÿêùî µ ≠ ν . Òóò ³ âñþäè íàäàë³ 

M iMµν µν
′ = .  

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàòèìåìî òàêå çîáðàæåííÿ äëÿ àëãåáðè Ë³ ãðóïè 
(1, 4)P :  

 0 1 2
0 1 2

,      ,      P P P
x x x
∂ ∂ ∂′ ′ ′= = − = −

∂ ∂ ∂
, 

 3 4
3 4

,    ,      P P M x P x P
x x µν µ ν ν µ
∂ ∂′ ′ ′ ′ ′= − = − = − −

∂ ∂
( ) . 

Íàäàë³ ïåðåéäåìî â³ä Mµν
′  ³ Pµ

′  äî òàêèõ ë³í³éíèõ êîìá³íàö³é:  

 40 1 32 2 31 3 21,       ,      ,      G M L M L M L M′ ′ ′ ′= = = − = , 
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 4 0 4 0,       ,      1,2,3a a a a a aP M M C M M a′ ′ ′ ′= − = + = , 

 0 4 0 4
0 4,       ,      1,2,3,      

2 2k k

P P P P
X X P k X

′ ′ ′ ′− +′= = = = . 

2. Ïðî ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ïåðøîãî 
ïîðÿäêó íåïåðåðâíèõ ðîçùåïëþâàíèõ ï³äãðóï ãðóïè (1, 4)P . Øëÿõîì âè-
â÷åííÿ ñòðóêòóðíèõ ñòàëèõ äëÿ íåñïðÿæåíèõ ðîçùåïëþâàíèõ ï³äàëãåáð 
àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  âñòàíîâëåíî, ÿê³ ç ïîáóäîâàíèõ ðàí³øå ôóíêö³î-
íàëüíèõ áàçèñ³â â³äíîñÿòüñÿ äî àáåëåâèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P , 
à ÿê³ – äî íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð.  

Ðîçùåïëþâàí³ àáåëåâ³ ï³äàëãåáðè àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ìàþòü 51 íå-
åêâ³âàëåíòíèé ôóíêö³îíàëüíèé áàçèñ äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ïåðøîãî 
ïîðÿäêó. 

Äëÿ ðîçùåïëþâàíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ³ñíóþòü ôóíê-
ö³îíàëüí³ áàçèñè ç ðîçì³ðíîñòÿìè â³ä 2 äî 10.  

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî àáåëåâ³ ðîçùåïëþâàí³ ï³äàëãåáðè.  
Àáåëåâ³ ðîçùåïëþâàí³ ï³äàëãåáðè ìàþòü ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè, ïî÷è-

íàþ÷è ç ðîçì³ðíîñò³ 6.  
²ñíóº ò³ëüêè 1 øåñòèâèì³ðíèé ôóíêö³îíàëüíèé áàçèñ. Íèæ÷å íàâåäåìî 

áàçèñí³ åëåìåíòè â³äïîâ³äíî¿ àáåëåâî¿ ï³äàëãåáðè, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³î-
íàëüíèé áàçèñ:  

 0 4 1 2 3 0 4, , , , :X X X X X X X+ −  

 2 2 2 2 2
1 2 0 1 2 3 4 3 0 4 1    ,   ,     ,     J u J u u u u u J u J u= = − − − − = = , 

 5 2 6 3,     ,       ,       0,1,2,3, 4uJ u J u u
xµ

µ

∂= = ≡ µ =
∂

.  

²ñíóº 8 ñåìèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî áàçèñ-
í³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç àáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé áàçèñ: 

 1 2 3 4, , ,P P P X : 

 2 2 2 2 2
1 2 0 1 2 3 4 3 0 4,      ,      J u J u u u u u J x x= = − − − − = + , 

 1 1 2 2
4 50 4 0 4 0 4 0 4

,      
x u x u

J Jx x u u x x u u= + = ++ − + − , 

 3 3
6 7 0 40 4 0 4

,      
x u

J J u ux x u u= + = −+ − .  

²ñíóº 15 âîñüìèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî áà-
çèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç àáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 3, ,G L X : 

 2 2 2 2 2 2 2 1/2
1 2 0 1 2 3 4 3 0 4,     ,     ( )J u J u u u u u J x x= = − − − − = − , 

 2 2 1/2
4 1 2 5 1 2 2 1 6 0 4 0 4( ) ,     ,     ( )( )J x x J x u x u J x x u u= + = − = + + , 

 2 2
7 3 8 0 4,     J u J u u= = − .  

²ñíóº 17 äåâ’ÿòèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç àáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 3,L P : 

 2 2 2 2 2
1 2 0 1 2 3 4 3 0 4,     ,     J u J u u u u u J x x= = − − − − = + , 

 2 2 1/2 2 2 2 1/2
4 1 2 5 0 3 4 6 1 2 2 1( ) ,     ( ) ,     J x x J x x x J x u x u= + = − − = − , 
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 2 2
7 0 4 3 0 4 3 8 0 4 9 1 2( ) ( ) ,     ,     J x x u u u x J u u J u u= + + − = − = + .  

²ñíóº 10 äåñÿòèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç àáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 3 3 , 2P C eL e+ + > : 

 2 2 2 2 2 2 2 1/2
1 2 0 1 2 3 4 3 1 2,     ,     ( )J u J u u u u u J x x= = − − − − = + , 

 2 2 1/2 1 3
4 3 4 5 0 6 2 4

( ) ,     ,     2 arctan arctan
x x

J x x J x J ex x= + = = − , 

 2 2
7 1 2 2 1 8 3 4 4 3 9 0 10 1 2,     ,     ,     J x u x u J x u x u J u J u u= − = − = = + .  

Òåïåð ðîçãëÿíåìî íåàáåëåâ³ ðîçùåïëþâàí³ ï³äàëãåáðè. Ðîçùåïëþâàí³ 
íåàáåëåâ³ ï³äàëãåáðè àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1 4)P ,  ìàþòü 192 íååêâ³âàëåíòíèõ 
ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñè äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ïåðøîãî ïîðÿäêó.  

Íåàáåëåâ³ ðîçùåïëþâàí³ ï³äàëãåáðè ìàþòü ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè ðîç-
ì³ðíîñò³ â³ä 2 äî 9.  

²ñíóº ò³ëüêè 1 äâîâèì³ðíèé ôóíêö³îíàëüíèé áàçèñ. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè â³äïîâ³äíèõ íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿õ ôóíêö³î-
íàëüíèé áàçèñ:  

 1 2 3 0 1 2 3 4, , , , , , , ,G P P P X X X X X , 

 3 1 2 3 0 1 2 3 4, , , , , , , , ,  0L eG P P P X X X X X e+ > , 

 3 1 2 3 0 1 2 3 4, , , , , , , , ,G L P P P X X X X X , 

 1 2 3 1 2 3 0 1 2 3 4, , , , , , , , , , ,G L L L P P P X X X X X , 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 0 1 2 3 4, , , , , , , , , , , , , ,G C C C L L L P P P X X X X X : 

 2 2 2 2 2
1 2 0 1 2 3 4,     J u J u u u u u= = − − − − .  

²ñíóº 7 òðèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî áàçèñí³ 
åëåìåíòè â³äïîâ³äíèõ íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿õ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 1 2 3 1 2 3 4, , , , , , ,G P P P X X X X , 

 3 1 2 3 1 2 3 4, , , , , , , ,  0L eG P P P X X X X e+ > , 

 3 1 2 3 1 2 3 4, , , , , , , ,G L P P P X X X X , 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4, , , , , , , , , ,G L L L P P P X X X X : 

 2 2 2 2 2 0 4
1 2 0 1 2 3 4 3 0 4

,     ,     
x x

J u J u u u u u J u u
+

= = − − − − = − .  

²ñíóº 18 ÷îòèðèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 3 3 0 1 2 3 4, , , , , ,P C L X X X X X+ : 

 2 2 2 2 2 2 2
1 2 0 1 2 3 4 3 0 4 3 4,     ,     ,     J u J u u u u u J u J u u= = − − − − = = + .  

²ñíóº 37 ï’ÿòèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 1 2 3 0 4, , , , ,G L L L X X : 

 2 2 2 2 2 2 2 2 1/2
1 2 0 1 2 3 4 3 1 2 3,     ,     ( )J u J u u u u u J x x x= = − − − − = + + , 

 2 2
4 1 1 2 2 3 3 5 0 4,     J x u x u x u J u u= + + = − .  
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²ñíóº 50 øåñòèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 1 2 3, , , ,G L P P X : 

 2 2 2 2 2
1 2 0 1 2 3 4,     J u J u u u u u= = − − − − , 

 2 2 2 2 1/2 0 4
3 0 1 2 4 4 0 4

( ) ,     
x x

J x x x x J u u
+

= − − − = − , 

 
2 2

0 4 0 4
5 1 1 2 2 6 30 4 0 4

,     
x x x x

J x u x u J uu u u u
+ +   = + + + =   − −   

.  

²ñíóº 50 ñåìèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 1 2 4, , ,G P P X : 

 2 2 2 2 2 0 4
1 2 0 1 2 3 4 3 3 4 0 4

,     ,     ,     
x x

J u J u u u u u J x J u u
+

= = − − − − = = − , 

 0 4 0 4
5 1 1 6 2 2 7 30 4 0 4

,     ,     
u u x x

J u x J x u J ux x u u
− +

= + = + =+ − .  

²ñíóº 25 âîñüìèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 3, ,G P L : 

 2 2 2 2 2 2 2 1/2
1 2 0 1 2 3 4 3 1 2,     ,     ( )J u J u u u u u J x x= = − − − − = + , 

 2 2 2 1/2 0 4
4 0 3 4 5 1 2 2 1 6 0 4

( ) ,     ,     
x x

J x x x J x u x u J u u
+

= − − = − = − , 

 2 20 4
7 3 3 8 1 20 4

,     
u u

J x u J u ux x
−

= + = ++  . 

²ñíóº 4 äåâ’ÿòèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñè. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ: 

 3 3, ,  0L eG P e+ > : 

 2 2 2 2 2 2 2 1/2
1 2 0 1 2 3 4 3 1 2,     ,     ( )J u J u u u u u J x x= = − − − − = + , 

 2 2 2 1/2 0 4
4 0 3 4 5 6 1 2 2 10 4

( ) ,     ,     
x x

J x x x J J x u x uu u
+

= − − = = −− , 

 2 20 4 1
7 3 3 8 0 4 9 1 20 4 2

,     ln ( ) arctan ,     
u u x

J x u J x x e J u ux x x
−

= + = + + = ++ .  

3. Ïðî ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ïåðøîãî 
ïîðÿäêó íåïåðåðâíèõ íåðîçùåïëþâàíèõ ï³äãðóï ãðóïè (1, 4)P . Øëÿõîì 
âèâ÷åííÿ ñòðóêòóðíèõ ñòàëèõ äëÿ íåñïðÿæåíèõ íåðîçùåïëþâàíèõ ï³äàë-
ãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  âñòàíîâëåíî, ÿê³ ç ïîáóäîâàíèõ ðàí³øå ôóíê-
ö³îíàëüíèõ áàçèñ³â â³äíîñÿòüñÿ äî àáåëåâèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè 

(1, 4)P , à ÿê³ – äî íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð.  
Íåðîçùåïëþâàí³ àáåëåâ³ ï³äàëãåáðè àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ìàþòü 52 

íååêâ³âàëåíòíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñè äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ïåð-
øîãî ïîðÿäêó.  
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Äëÿ íåðîçùåïëþâàíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ³ñíóþòü 
ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè ç ðîçì³ðíîñòÿìè â³ä 3 äî 10.  

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî àáåëåâ³ íåðîçùåïëþâàí³ ï³äàëãåáðè.  
Àáåëåâ³ íåðîçùåïëþâàí³ ï³äàëãåáðè ìàþòü ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè, ïî-

÷èíàþ÷è ç ðîçì³ðíîñò³ 7.  
²ñíóº 3 ñåìèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñè. Íèæ÷å íàâåäåíî áàçèñí³ 

åëåìåíòè îäí³º¿ ç àáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé áàçèñ:  

 1 2 2 3 3 4, , , ,  0P P X P X X+ + γ γ > : 

 1 0 4 2 3 1 0 4 1 0 4,     ,     ( ) ( )J x x J u J x u u u x x= + = = − + + , 

 0 42 2
4 5 3 30 4 0 40 4

,     1
u ux u

J J x uu u x xx x
−

= + = +− + −γ+ − , 

 2 2 2 2 2
6 0 4 7 0 1 2 3 4,     J u u J u u u u u= − = − − − − .  

²ñíóº 14 âîñüìèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç àáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 1 2 2 3, ,P P X X+ :  

 
2 2 2 2
1 4 0 2

1 0 4 2 30 4 0 4
,     ,     1

x x x x
J x x J J ux x x x

+ −
= + = + =+ + − , 

 1 1 2 2
4 5 6 30 4 0 4 0 40 4

,     ,     1
x u x u

J J J ux x u u u ux x= + = + =+ − −+ − , 

 2 2 2 2
7 0 4 8 0 1 2 4,     J u u J u u u u= − = − − − .  

²ñíóº 25 äåâ’ÿòèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç àáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 3 3, ,  0,  0G X L X+ α + β α < β < : 

 2 2 1/2 2 2 1/2 0 4
1 1 2 2 0 4 3 4 0 4

( ) ,     ( ) ,     ,     
x x

J x x J x x J u J u u
−

= + = − = = + , 

 1
5 1 1 2 2 6 3 0 42

,      arctan ln( )
u

J x u x u J x x xu= + = β + − α + , 

 2 2 2 2
7 3 8 0 4 9 1 2,     ,     J u J u u J u u= = − = + .  

²ñíóº 10 äåñÿòèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç àáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 3 3 0 4( ),  2,  0P C eL X X e+ + + α + > α < :  

 2 2 1/2 2 2 1/2 1
1 1 2 2 3 4 3 0 2

( ) ,     ( ) ,     arctan
x

J x x J x x J ex x= + = + = − α , 

 4 5 1 2 2 1 6 3 4 4 3,     ,     J u J x u x u J x u x u= = − = − , 

 2 2 2 24
7 0 8 0 9 1 2 10 3 43

2 arctan ,     ,     ,     
u

J x J u J u u J u uu= + α = = + = + .  

Òåïåð ðîçãëÿíåìî íåàáåëåâ³ íåðîçùåïëþâàí³ ï³äàëãåáðè.  
Íåðîçùåïëþâàí³ íåàáåëåâ³ ï³äàëãåáðè àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ìàþòü 

207 íååêâ³âàëåíòíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â 
ïåðøîãî ïîðÿäêó.  

Íåàáåëåâ³ íåðîçùåïëþâàí³ ï³äàëãåáðè ìàþòü ôóíêö³îíàëüí³ áàçèñè ç 
ðîçì³ðíîñòÿìè â³ä 3 äî 9.  
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²ñíóº 4 òðèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñè. Íèæ÷å íàâåäåìî áàçèñí³ 
åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé áàçèñ:  

 1 1 1 2 2 2 3 3 3
1 1 1( ),  ( ),  ( )2 2 2L P C L P C L P C+ + + + + + , 

 3 3 3 0 4 1 2 3 0 4
1 ( ) ( ), , , , ,  02L P C X X X X X X X− + + α + − α < :  

 2 2 2 2
1 2 0 3 1 2 3 4,     ,     J u J u J u u u u= = = + + + .  

²ñíóº 7 ÷îòèðèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 3 1 2 0 1 2 4, , , , , , ,  0,  0L cG bX P P X X X X c b+ + > < :  

 2 2 2 2
1 2 3 0 4 3 3 4 0 1 2 4,     ln ( ),     ,     J u J cx b u u J u J u u u u= = − − = = − − − .  

²ñíóº 26 ï’ÿòèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 3 3 1 2 3 4, , , , , ,  0,  0G aX L dX P P P X a d+ + < < :  

 
2 2

0 4 0 4 0 4
1 2 3 1 1 2 20 4 0 4 0 4

,     ,     
x x x x x x

J u J J x u x uu u u u u u
+ + +   = = = + + +   − − −   

, 

 0 4 1 0 4 1 0 4
4 3 0 4 30 4 2 0 4 2 0 4

( ) ( )
ln ( ) arctan ( ) ( )

x x x u u u x x
J x a x x u du u x u u u x x

+ − + + = − + + +  − − + + 
, 

 2 2 2 2 2
5 0 1 2 3 4J u u u u u= − − − − .  

²ñíóº 57 øåñòèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ: 

 1 3 2 3 3 2 3 1 4, , , , , 0P X P X P X X X X+ δ + − + µ δ > : 

 1 0 4 2 3 2 0 4 2 0 4 3,     ,     ( ) ( )J x x J u J x u u u x x u= + = = − + + + , 

 4 3 0 4 0 4 3 1 2 5 0 4( ) ( ) ,     J x u u x x u u u J u u= − + + − µ − δ − = − , 

 2 2 2 2 2
6 0 1 2 3 4J u u u u u= − − − − .  

²ñíóº 75 ñåìèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 3 3 3 0 4 1 2, ( ), , ,  0L P C X X X X+ + α + α < :  

 2 2 1/2 4
1 3 4 2 0 33

( ) ,     2 arctan ,     
x

J x x J x J ux= + = + α = , 

 2 2 2 2
4 3 4 4 3 5 0 6 1 2 7 3 4,     ,     ,     J x u x u J u J u u J u u= − = = + = + .  

²ñíóº 35 âîñüìèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñ³â. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ:  

 1 0 4, , ,  0G cX X X c+ < : 

 1 2 2 3 3 4 1 0 4 5 1,     ,     ,     ln ( ),     J x J x J u J x c u u J u= = = = − − = , 

 2 2
6 2 7 3 8 0 4,     ,     J u J u J u u= = = − .  
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²ñíóº 3 äåâ’ÿòèâèì³ðíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ áàçèñè. Íèæ÷å íàâåäåìî 
áàçèñí³ åëåìåíòè îäí³º¿ ç íåàáåëåâèõ ï³äàëãåáð, à òàêîæ ¿¿ ôóíêö³îíàëüíèé 
áàçèñ: 

 3 3 3 4 3, ,  0,  0L eG X X e+ + > <æ æ :  

 1 1 2 2 1 2 0 4 0 4,     ( )( )J x u x u J x x u u= − = + + , 

 2 2 1/2 1
3 1 2 4 0 4 52

( ) ,     ln ( ) arctan ,     
x

J x x J x x e J ux= + = + + = , 

 2 2 2 2
6 3 0 4 3 7 3 8 0 4 9 1 2ln( ) ,     ,     ,     J u u ex J u J u u J u u= + + = = − = +æ .  
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О ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ БАЗИСАХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИНВАРИАНТОВ ПЕРВОГО 
ПОРЯДКА НЕПРЕРЫВНЫХ ПОДГРУПП ГРУППЫ ПУАНКАРЕ (1, 4)P   
 
Óñòàíîâëåíî, êàêèå èç ôóíêöèîíàëüíûõ áàçèñîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ 
ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàñùåïëÿåìûõ è íåðàñùåïëÿåìûõ ïîäãðóïï ãðóïïû Ïóàíêàðå 

(1, 4)P  ïðèíàäëåæàò ê àáåëåâûì ïîäãðóïïàì, à êàêèå – ê íåàáåëåâûì ïîäãðóïïàì. 
Ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà ôóíêöèîíàëüíûõ áàçèñîâ ïðîêëàññèôèöèðîâàíû ïî ðàç-
ìåðíîñòÿì. Âûáðàíî ïî îäíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó áàçèñó äèôôåðåíöèàëüíûõ èí-
âàðèàíòîâ äëÿ êàæäîãî òèïà èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäãðóïï.  
 
ON FUNCTIONAL BASES OF THE FIRST-ORDER DIFFERENTIAL INVARIANTS  
OF CONTINUOUS SUBGROUPS OF POІNCARÉ GROUP (1, 4)P   
 
It is determined which functional bases of differential first-order invariants of splited 
and not splited subgroups of Po³ncaré group (1, 4)P  belong to the Abelian subgroups 
and which of them – to the non-Abelian ones. The obtained sets of functional bases are 
classified according to dimensions. For each type of the subgroups considered one 
functional basis of differential invariants is chosen.  
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