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Çàäà÷à ïðî îäíî÷àñíó ïîä³áí³ñòü îäíîãî òèïó íàáîð³â êâàäðàòíèõ ìàòðèöü 
íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ ñïåö³àëüíî¿ áëî÷íî-ä³àãî-
íàëüíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ â³äïîâ³äíèõ öèì íàáîðàì ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü. 
Âêàçàíî, ÿê çà äîâ³ëüíîþ ìàòðèöåþ ³ç êëàñó ñïåö³àëüíî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíî 
åêâ³âàëåíòíèõ ìàòðèöü ìîæíà çíàéòè â³äïîâ³äíèé ¿é íàá³ð êâàäðàòíèõ 
ìàòðèöü. 

 
 Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ àñïåêòè çàäà÷³ êëàñèô³êàö³¿ íàáîð³â êâàäðàòíèõ ìàò-
ðèöü íàä ïîëåì ç òî÷í³ñòþ äî ïîä³áíîñò³. Êëàñèô³êàö³éíèì çàäà÷àì ïðèñâÿ-
÷åíî áàãàòî ñòàòåé. Â³äì³òèìî ñåðåä íèõ äëÿ ïðèêëàäó ðîáîòè [1, 5–7]. Ï³ä 
ïîä³áí³ñòþ íàáîð³â áóäåìî ðîçóì³òè îäíî÷àñíó ïîä³áí³ñòü. Äëÿ âèä³ëåíîãî â 
ö³é ðîáîò³ êëàñó íàáîð³â ìàòðèöü çàäà÷à ¿õ êëàñèô³êàö³¿ â³äíîñíî ïîä³áíîñò³ 
çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ êëàñèô³êàö³¿ â³äïîâ³äíèõ ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü â³äíîñ-
íî ñïåö³àëüíî¿ áëî÷íî-ä³àãîíàëüíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³. Äåÿê³ ç ðåçóëüòàò³â ö³º¿ 
ðîáîòè àíîíñîâàíî ó [8].  
 Ðîçãëÿíåìî íàá³ð  

 1( , , )tN N  (1) 

êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n  íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë  . Ïîñòàâè-
ìî éîìó ó â³äïîâ³äí³ñòü ìíîãî÷ëåííó ìàòðèöþ  

 1
1( ) t t

tN x Ex N x N−= + + + , (2) 

ÿêó íàçâåìî õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ íàáîðó (1) (òóò E  – îäèíè÷íà 
ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n ). Õàðàêòåðèñòè÷í³ êîðåí³ ìàòðèö³ ( )N x , òîáòî êîðåí³ 
ð³âíÿííÿ det ( ) 0N x = , íàçèâàþòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè íàáî-

ðó (1). Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî âñ³ åëåìåíòàðí³ ä³ëüíèêè ìàòðèö³ ( )N x  ïî-
ïàðíî âçàºìíî ïðîñò³ ³ öÿ ìàòðèöÿ äîïóñêàº âèä³ëåííÿ âë³âî óí³òàëüíîãî ë³-
í³éíîãî ä³ëüíèêà, ñïåêòð ÿêîãî íå ïåðåòèíàºòüñÿ ç³ ñïåêòðîì â³äïîâ³äíîãî 
ïðàâîãî ä³ëüíèêà, òîáòî  

 ( )N x 1 2 1 2( ) ( ),     (det ( ),  det ( )) 1Ex N N x Ex N N x= − − = .  (3) 

 Çàçíà÷èìî, ùî â ðîáîò³ [2] äîñë³äæóºòüñÿ ïîä³áí³ñòü óí³òàëüíèõ êâàä-
ðàòíèõ òðè÷ëåí³â ç ïîïàðíî ð³çíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè ó çâ’ÿç-
êó ç ðîçêëàäí³ñòþ ¿õ íà ë³í³éí³ ìíîæíèêè. 

Òîé ôàêò, ùî ìàòðèöÿ ( )N x  ìàº ïîïàðíî âçàºìíî ïðîñò³ åëåìåíòàðí³ 
ä³ëüíèêè, îçíà÷àº ð³âí³ñòü îäèíèö³ ïåðøèõ ¿¿ 1n −  ³íâàð³àíòíèõ ìíîæíèê³â. 
Íà îñíîâ³ [3] ìàòðèöÿ ( )N x  íàï³âñêàëÿðíî åêâ³âàëåíòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè 
çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó  

 

1 1

1

( ) ( )
1

( ) ( ) ( )n

CN x Q x

f x f x x−

=

∆





, (4) 

äå deg ( ) deg ( )if x x< ∆ , 1, , 1i n= − . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 1 2( ),  ( )x x∆ ∆  õà-
ðàêòåðèñòè÷í³ ìíîãî÷ëåíè â³äïîâ³äíî ë³âîãî òà ïðàâîãî ìíîæíèê³â ó ðîçêëà-
ä³ (3) ìàòðèö³ ( )N x  ³ çàô³êñóºìî äåÿêó íóìåðàö³þ êîðåí³â êîæíîãî ç öèõ 

ìíîãî÷ëåí³â. Íåõàé êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåí³â 1( )x∆  ³ 2 ( )x∆  çã³äíî ³ç çàô³êñîâà-
íèì ¿õ ðîçì³ùåííÿì º  
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 1 1( , , ),       ( , , )q pa a b b  , (5) 

à 

 1 1( , , ),      ( , , )q pk k   ,  (6) 

– â³äïîâ³äíî êðàòíîñò³ öèõ êîðåí³â, ïðè÷îìó 1 ql n+ + =  . Çà òàêèõ óìîâ 

ìîæåìî îäíîçíà÷íî ïîáóäóâàòè ìàòðèö³ çíà÷åíü ðÿäêà 

 1 1( ) 1 ( ) ( )nf x f x f x−=  , 

óòâîðåíîãî çà ìàòðèöåþ (4) íà ìíîæèí³ êîðåí³â ìíîãî÷ëåí³â 1 2( ), ( )x x∆ ∆ . 
Òàêèì ÷èíîì, äîòðèìóþ÷èñü ïîçíà÷åíü ìîíîãðàô³¿ [3], îòðèìàºìî ìàòðèö³ 

 0 1 0 2( ) ( )
( ),        ( )

f x f x
A M B M= ∆ = ∆ . (7) 

Äëÿ ïîáóäîâè ìàòðèöü (7) íå âèêîðèñòîâóºòüñÿ í³ ðîçêëàä (3) ìàòðèö³ ( )N x , 

í³ ïàðàëåëüíèé éîìó ðîçêëàä 1 2( ) ( ) ( )x x x∆ = ∆ ∆  õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî-

÷ëåíà ( )x∆  ö³º¿ ìàòðèö³. Äîñèòü çíàòè ëèøå õàðàêòåðèñòè÷í³ êîðåí³ ìàòðè-
ö³ ( )N x , ùîá íà îñíîâ³ òåîðåìè 2 [3, ð. ²², § 4] âïåâíèòèñÿ, ÷è íàëåæèòü âè-
ä³ëåíîìó âêàçàíèìè âèùå óìîâàìè êëàñó íàá³ð ìàòðèöü (1) ³ çíàéòè õàðàê-
òåðèñòè÷í³ êîðåí³ (ç óðàõóâàííÿì ¿õ êðàòíîñòåé) ïðàâîãî òà ë³âîãî ä³ëüíè-
ê³â äåÿêîãî ïîòåíö³éíî ìîæëèâîãî ðîçêëàäó (3) ìàòðèö³ ( )N x . Ïåðøà ç ìàò-
ðèöü (7) º êâàäðàòíîþ ³ íåîñîáëèâîþ çã³äíî ³ç çãàäàíîþ âæå òåîðåìîþ 2 ç 

[3, ð. ²², § 4]. Òîìó ³ñíóº îáåðíåíà ìàòðèöÿ 1
1( )

( )
f x

M −∆( ) . Äðóãà ç ìàòðèöü 

(7) º ïðÿìîêóòíîþ ðîçì³ðó ( 1)n t n− × . Ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü íàáîðó 
ìàòðèöü (1) ÷èñëîâó ( ( 1)n t n− × )-ìàòðèöþ âèãëÿäó  

 1 1
0 0 0 2 1( ) ( )

( ) ( )
f x f x

N B A M M− −= = ∆ ∆( ) . (8) 

 Íåõàé 

 1( , , )tK K  (9) 

– äåÿêèé ³íøèé íàá³ð êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n  íàä ïîëåì ÷èñåë  . 
Ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìè Ñì³òà õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ìàòðèö³ ( )N x  (2) íàáîðó 
(1) ³ õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ìàòðèö³  

 1
1( ) t t

tK x Ex K x K−= + + +  

íàáîðó (9) çá³ãàþòüñÿ ³ ìàòðèöÿ ( )K x  äîïóñêàº âèä³ëåííÿ âë³âî ë³í³éíîãî 

óí³òàëüíîãî ä³ëüíèêà ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì 1( )x∆ . Íàãàäàºìî, 
ùî âêàçàí³ ïðèïóùåííÿ º íåîáõ³äíèìè óìîâàìè ïîä³áíîñò³ íàáîð³â (1) ³ (9). 
Àíàëîã³÷íî äî 0N  ïîáóäóºìî ìàòðèöþ 0K , ùî â³äïîâ³äàº íàáîðó (9), äîòðè-

ìóþ÷èñü òî¿ ñàìî¿ íóìåðàö³¿ (5) õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåí³â ë³âîãî òà ïðà-
âîãî ä³ëüíèê³â ìàòðèö³ ( )K x .  
 Ñïðàâäæóºòüñÿ òàêà  
 Òåîðåìà 1. Äëÿ ïîä³áíîñò³ íàáîð³â ìàòðèöü (1) ³ (9) íåîáõ³äíî òà 
äîñòàòíüî åêâ³âàëåíòíîñò³ â³äïîâ³äíèõ ¿ì ìàòðèöü 0N  ³ 0K  òàê, ùî 

0K 0RN S= , äå ïåðåòâîðþâàëüí³ ìàòðèö³ ,R S  ìàþòü òàêó áëî÷íî-ä³àãî-

íàëüíó áóäîâó: 

 

0

1 0
1

2 2 1 01

1 2
, 1 1 , 2 1 , 3 0

0

i i i i i

i

i i
p

i i ii

i k k i k k i k i

r
r r

r C r rR

r C r C r r

=

− − − − −

= ⊕
   



, (10) 



40 

 

0

1 0
1

2 2 1 01

1 2
, 1 1 , 2 1 , 3 0

0

j j j j j

j

j j

q
j j jj

j j j j

s

s s

s C s sS

s C s C s s

=

− − − − −

= ⊕
   

    

. (11) 

 Ä î â å ä å í í ÿ  ö³º¿ òåîðåìè àíàëîã³÷íå äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4 
ç ðîáîòè [4]. ◊ 
 Çâåðíåìî óâàãó, ùî ÷èñëà ik  òà j , ÿê³ ô³ãóðóþòü ÿê ïîðÿäêè ïðÿìèõ 

äîäàíê³â ìàòðèöü ,R S  ó òåîðåì³ 1, º êðàòíîñòÿìè õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðå-

í³â ïðàâîãî òà ë³âîãî ä³ëüíèê³â ó ðîçêëàä³ (3) ìàòðèö³ ( )N x . Òàêèì ÷èíîì, 

êëàñó 1
1( , , )tT N N T−{ }  ïîä³áíèõ íàáîð³â ïðè ô³êñîâàí³é íóìåðàö³¿ (5) êî-

ðåí³â õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèö³ ( )N x  â³äïîâ³äàº êëàñ åêâ³âà-

ëåíòíèõ ìàòðèöü 0RN S{ }  òàêèõ, ùî ìàòðèö³ ,R S  ìàþòü âèãëÿä (10), (11). 

Öÿ â³äïîâ³äí³ñòü º âçàºìíî îäíîçíà÷íîþ. Íàøîþ íàéáëèæ÷îþ ìåòîþ º ïîêà-
çàòè, ÿê çà äîâ³ëüíîþ ìàòðèöåþ ³ç êëàñó 0RN S{ }  ìîæíà çíàéòè äåÿêèé íà-

á³ð ³ç êëàñó 1
1{ ( , , ) }tT N N T−  ïîä³áíèõ íàáîð³â çà â³äîìèìè õàðàêòåðèñòè÷-

íèìè êîðåíÿìè ìàòðèö³ ( )N x , êðàòíîñò³ ÿêèõ äîð³âíþþòü ïîðÿäêàì ä³àãî-
íàëüíèõ áëîê³â ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü ,R S .  

 Íåõàé çàäàíî äåÿêó ìàòðèöþ K  ³ç êëàñó 0RN S{ }  (ïðè ô³êñîâàíèõ ïî-

ðÿäêàõ ik , j  ïðÿìèõ äîäàíê³â ìàòðèöü ,R S ). Î÷åâèäíî, ïåðåòâîðåííÿ 

ìàòðèöÿìè ,R S  ìîæíà ï³ä³áðàòè òàê, ùî â ìàòðèö³ 0M RKS=  ó ðÿäêàõ ³ç 

íîìåðàìè 1 1 2 1 11,  1,  1,  ,  1pk k k k k −+ + + + + +   ñóìà åëåìåíò³â ç íîìå-

ðàìè 1 1 2 1 11,  1,  1,  ,  1q−+ + + + + +       äîð³âíþº îäèíèö³, à â êîæ-

íîìó ³íøîìó ðÿäêó ñóìà åëåìåíò³â ³ç âêàçàíèìè íîìåðàìè äîð³âíþº íóëåâ³. 
Ïîáóäóºìî äàë³ áëî÷íó ìàòðèöþ 

 
0

E
M

 

³ äîäàâàííÿì äî ïåðøîãî ñòîâïöÿ ¿¿ ñòîâïö³â ç íîìåðàìè 1 1 21,  1+ + +   , 

1 1,  1q−+ + +    ïåðåéäåìî â³ä íå¿ äî ìàòðèö³  

 1

2

M
M

. 

Î÷åâèäíî, ùî 1
2 1 0M M M− = . Çà ³íòåðïîëÿö³éíèìè ôîðìóëàìè Íüþòîíà 

ïîáóäóºìî ðÿäîê  

 0 1 1( ) ( ) ( ) ( )nh x h x h x h x−=   

ñòåïåíÿ, ìåíøîãî í³æ nt , òàê, ùî  

 1 1( ) ( )( ) ( ) 1
1 1( )

2
, , , , ,q pkk

q ph x

M
M a a b b

M
= [ ] . 

Òîä³, î÷åâèäíî, 0 ( ) 1h x ≡ . 

 Âàæëèâîþ º  
 Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ùîá ³ñíóâàâ íàá³ð 1( , , )tN N  êâàäðàòíèõ ìàò-
ðèöü ïîðÿäêó n  ç íàïåðåä çàäàíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè (5) 
êðàòíîñòåé (6), ÿêîìó â³äïîâ³äàº êëàñ ìàòðèöü 0RN S{ } , äå ïåðåòâîðþ-
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âàëüí³ ìàòðèö³ ,R S  ìàþòü âèãëÿä (10), (11), íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, 
ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè 

 1 1
1

( ) ( )( ) ( )
1 1( )

rang , , , , ,q p
t

kk
q ph x E Ex Ex

M a a b b nt− =


 [ ] . (12) 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Íåîáõ³äí³ñòü. Íåõàé íàáîðó ìàòðèöü (1) â³äïîâ³äàº 
êëàñ ìàòðèöü 0RN S{ } . Çã³äíî ç òåîðåìîþ ïðî ðåãóëÿðèçàö³þ (òåîðåìà 3 ç 

[3, ð. ²²², § 2]) ìàòðèöÿ  

 1 1
1

1 1

( ) ( )( ) ( )
1 11 ( ) ( )

, , , , ,q p
t

n

kk
q pf x f x E Ex Ex

M a a b b−
− 

 [ ] , (13) 

äå 1 1( ), , ( )nf x f x−  âçÿòî ³ç ìàòðèö³ (4), ìàº ïîâíèé ðàíã (ð³âíèé nt ). 

Ïîäàìî ìàòðèöþ (13) ó âèãëÿä³ 

 1 1
1

1 1

( ) ( )( ) ( )
1 11 ( ) ( )

, , , , ,q p
t

n

kk
q pf x f x E Ex Ex

M a a b b−
−

=
 

 [ ]  

 0 1 1

0 1 1

t

t

A A A
B B B

−

−
=


 , 

äå âñ³ 0 1 1, , , tA A A −  – êâàäðàòí³ áëîêè ïîðÿäêó n . 

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî  

 0 0,   ,   ,   ,    1, , 1m m m m m m m mA U A B V B U S SU V R RV m t= = = = = − . 

Ìàòðèö³ ,m mU V  ìàþòü òó ñàìó áëî÷íî-ä³àãîíàëüíó ñòðóêòóðó ç òðèêóòíè-

ìè ä³àãîíàëüíèìè áëîêàìè, ùî é ìàòðèö³ ,S R  â³äïîâ³äíî. Çàóâàæèìî òà-

êîæ, ùî 0det 0A ≠  ³ 1
0 0 0 0B A N RM S− = = , äå 0N  – ìàòðèöÿ (8). Òîìó íå-

ñêëàäíî ïðîñë³äêóâàòè ³ñòèíí³ñòü ëàíöþæêà òàêèõ ð³âíîñòåé: 

 0 1 1 0 1 0 1 0

0 1 1 0 1 0 1 0

t t

t t

A A A A U A U A
B B B B V B V B

− −

− −
= =

 
   

 1 1
0 0

0 1 0 1 0
( )t

t
t

E U U
A A

N V N V N
−

−
= ⊕ ⊕ =


   

 1 1
0 0

0 1 0 1 0
( )t

t

E U U
A A

RM S V RM S V RM S
−

−
= ⊕ ⊕ =


  

 1 1 1
0 0

0 1 0 1 0
( ) ( ) ( )t

t t

E U U
S R S S A A

M V M V M
− −

−
= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =


   

 1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2
( ) t

t

M U M U M
S R

M V M V M
− −

−
= ⊕ ×


  

 1 1
1 1 0 0( ) ( ) ( )

t

M M S S A A− −× ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =    

 1 1
1

( ) ( )( ) ( )1
1 1( )

( ) , , , , ,q p
t

kk
q ph x E Ex Ex

S R M a a b b−
−= ⊕ ×


 [ ]   

 1 1
1 1 0 0( ) ( ) ( )

t

M M S S A A− −× ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕   , 

ùî é äîâîäèòü ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè.  
 Äîñòàòí³ñòü. ßêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà (12), òî çã³äíî ç óæå çãàäóâà-
íîþ òåîðåìîþ ïðî ðåãóëÿðèçàö³þ ìàòðèöÿ 
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1 1

1

( )
1

( ) ( ) ( )n

H x

h x h x x−

=

∆





, 

äå 1 1
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )q pkk

q px x a x a x b x b∆ = − − − −  , ðåãóëÿðèçóºòüñÿ ñïðà-

âà, òîáòî ³ñíóº îáîðîòíà ìàòðèöÿ [ ]( ) GL( , )xP x n∈   òàêà, ùî  

 ( ) ( )H x P x = 1
1

t t
tEx N x N−+ + + . 

Çã³äíî ç òåîðåìîþ 2 [3, ð. ²²², § 3] êîåô³ö³ºíòè 1, , tN N  ìîæíà âèçíà÷èòè 
òàêèì ÷èíîì: 

 1 1
1

1
( ) ( )( ) ( )

1 1( )

1

, , , , ,q p
t

t kk
q ph x E Ex Ex

N
M a a b b

N
−

−
 = − × 
 

  [ ]  

 1 1( ) ( )( ) ( )
1 1( )

, , , , ,q p
t

kk
q ph x x

M a a b b×  [ ] . 

Î÷åâèäíî, çíàéäåíèé íàá³ð êîåô³ö³ºíò³â 1( , , )tN N  º øóêàíèì íàáîðîì 
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О ПОДОБИИ НАБОРОВ МАТРИЦ И КВАЗИДИАГОНАЛЬНОЙ 
ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ МАТРИЦ  
 
Çàäà÷à îá îäíîâðåìåííîì ïîäîáèè îäíîãî òèïà íàáîðîâ êâàäðàòíûõ ìàòðèö íàä 
ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñïåöèàëüíîé áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì íàáîðàì ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö. Ïîêà-
çàíî, êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû èç êëàññà ñïåöèàëüíî áëî÷íî-äèàãîíàëüíî 
ýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèö ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé åé íàáîð êâàäðàòíûõ 
ìàòðèö.  
 
ON SIMILARITY OF COLLECTION OF MATRICES AND ON QUASI-DIAGONAL 
EQUIVALENCE OF MATRICES 
 
The problem on simultaneous similarity of one type of collection of square matrices 
over the field of complex numbers is reduced to the problem on the special quasi-diago-
nal equivalence of rectangular matrices, corresponding to these collections. It is shown 
that it is possible to find a collection of square matrices according to the arbitrary mat-
rix from a class of specially quasi-diagonal equivalent matrices, corresponding to it.  
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