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Äîñë³äæóºòüñÿ ïèòàííÿ ïðî çáåðåæåííÿ äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé ³äåàë³â ê³ëåöü 
ïðè ïåðåõîä³ äî (âíóòð³øí³õ) óëüòðàäîáóòê³â. Âñòàíîâëåíî, ùî êëàñ íåêîìó-
òàòèâíèõ ïðþôåðîâèõ (ó ñåíñ³ Ãðåòåðà) ê³ëåöü º àêñ³îìàòèçîâíèì. Äîâåäåíî 
íåàêñ³îìàòèçîâí³ñòü êëàñó íåêîìóòàòèâíèõ ê³ëåöü íîðìóâàííÿ Äóáðîâ³íà. 

 
 1. Òåðì³íîëîã³ÿ ³ ïîïåðåäí³ â³äîìîñò³. Íàâåäåìî íåîáõ³äíó ³íôîðìàö³þ 
ùîäî òåðì³íîëîã³¿ ³ â³äîìèõ ôàêò³â, ÿê³ â³äñóòí³ â óêðà¿íîìîâíèõ ìîíîãðà-
ô³÷íèõ ³ ïåð³îäè÷íèõ âèäàííÿõ. Óòî÷íèìî òàêîæ íàøó ³íòåðïðåòàö³þ äå-
ÿêèõ òåðì³í³â, çì³ñò ÿêèõ ó ð³çíèõ ïóáë³êàö³ÿõ äàëåêî íå º îäíîçíà÷íèì. 
Äåòàëüí³øå ç öèì ìàòåð³àëîì ìîæíà îçíàéîìèòèñü çà ñòàòòÿìè [2, 4, 6] ³ çà 
ìîíîãðàô³ºþ [3]. Äîìîâèìîñü òàêîæ ïðî äåÿê³ ÷àñòî âæèâàí³ ïîçíà÷åííÿ.  

Óñ³ ðîçãëÿäóâàí³ ê³ëüöÿ ââàæàòèìåìî àñîö³àòèâíèìè ç íåíóëüîâîþ 
îäèíèöåþ, à âñ³ ìîäóë³ ïðàâèìè òà óí³òàðíèìè. Òåðì³í «îáëàñòü» îçíà÷àº 
ê³ëüöå áåç ä³ëüíèê³â íóëÿ. Ê³ëüöå R  íàçèâàºòüñÿ ïðàâèì êâàç³-äóî-ê³ëüöåì, 
ÿêùî êîæíèé éîãî ìàêñèìàëüíèé ïðàâèé ³äåàë º äâîñòîðîíí³ì. Ó ðîáîò³ [5] 
ïîêàçàíî, ùî êëàñ ïðàâèõ êâàç³-äóî-ê³ëåöü º àêñ³îìàòèçîâíèì, à òîìó 
óëüòðà-çàìêíåíèì. 

Ï³ä àòîìîì ê³ëüöÿ R  ðîçóì³þòü ðåãóëÿðíèé åëåìåíò p R∈ , äëÿ ÿêîãî 

ë³âèé ³ ïðàâèé ãîëîâí³ ³äåàëè Rp  ³ pR  º ìàêñèìàëüíèìè (ç â³äïîâ³äíîãî áî-

êó). Ê³ëüöå R  íàçâåìî àòîìîïîä³áíèì ñïðàâà, ÿêùî êîæíèé éîãî íåîáîðîò-
íèé ðåãóëÿðíèé åëåìåíò ä³ëèòüñÿ ñïðàâà õî÷à áè íà îäèí àòîì. Ê³ëüöå R  
íàçèâàºòüñÿ ïðàâèì ê³ëüöåì Áåçó, ÿêùî ñóìà òà ïåðåòèí áóäü-ÿêèõ éîãî 
äâîõ ïðàâèõ ãîëîâíèõ ³äåàë³â º çíîâó ïðàâèì ãîëîâíèì ³äåàëîì. Ê³ëüöå íà-
çèâàºòüñÿ ê³ëüöåì Áåçó, ÿêùî âîíî îäíî÷àñíî º ë³âèì ³ ïðàâèì ê³ëüöåì Áå-
çó. Ê³ëüöå íàçèâàºòüñÿ àòîìíèì, ÿêùî êîæíèé éîãî ðåãóëÿðíèé íåîáîðîò-
íèé åëåìåíò º äîáóòêîì ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ àòîì³â.  

Ïðàâèé ³äåàë P R≠  íàçèâàºòüñÿ ïåðâèííèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ 1r , 

2r R∈  ç âêëþ÷åííÿ 1 2r Rr P⊆  âèïëèâàº, ùî 1r P∈  àáî 2r P∈ . ßêùî æ ç 

óìîâè 1 2r r P∈  âèïëèâàº, ùî 1r P∈  àáî 2r P∈ , òî P  íàçèâàºòüñÿ ö³ëêîì 

ïåðâèííèì ïðàâèì ³äåàëîì. Ïðàâèé ³äåàë P  íàçèâàþòü íàï³âïåðâèííèì 
(â³äïîâ³äíî ö³ëêîì íàï³âïåðâèííèì) ïðàâèì ³äåàëîì, ÿêùî ç óìîâè rRr P⊆  

(â³äïîâ³äíî 2r P∈ ) âèïëèâàº, ùî r P∈ . Òåîðåìà Ëåâèöüêîãî – Íàãàòè 
ñòâåðäæóº, ùî íàï³âïåðâèíí³ ³äåàëè – öå ò³ é ò³ëüêè ò³ ³äåàëè, ÿê³ º ïåðå-
òèíàìè ïåðâèííèõ ³äåàë³â. Â³äîìî òàêîæ, ùî êîæíèé ö³ëêîì íàï³âïåðâèí-
íèé ³äåàë º ïåðåòèíîì ö³ëêîì ïåðâèííèõ ³äåàë³â. Òîìó áóäü-ÿêèé ö³ëêîì 
íàï³âïåðâèííèé ³äåàë P , ÿêèé º ïåðâèííèì, îáîâ’ÿçêîâî º ö³ëêîì ïåð-
âèííèì.  

Ê³ëüöå R  íàçèâàºòüñÿ äèñòðèáóòèâíèì ñïðàâà àáî ïðîñòî ïðàâèì 
D -ê³ëüöåì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ïðàâèõ ³äåàë³â 1 2 3, ,I I I R⊆  âèêîíóºòüñÿ 

ð³âí³ñòü 1 2 3 1 2 1 3( ) ( ) ( )I I I I I I I+ = +   . Ê³ëüöå R  íàçèâàºòüñÿ ïðàâèì ëàí-
öþãîâèì ê³ëüöåì, ÿêùî éîãî ´ðàòêà ïðàâèõ ³äåàë³â º ë³í³éíî âïîðÿäêîâàíîþ 
ùîäî âêëþ÷åííÿ. Ëàíöþãîâå çë³âà ê³ëüöå âèçíà÷àºòüñÿ àíàëîã³÷íî. Ëàíöþ-
ãîâ³ ê³ëüöÿ – öå ò³ ê³ëüöÿ, ÿê³ º îäíî÷àñíî ëàíöþãîâ³ çë³âà òà ñïðàâà. Â³äî-
ìî, ùî ó âèïàäêó ïðàâèõ ëàíöþãîâèõ ê³ëåöü áóäü-ÿêèé ïåðåòèí ïåðâèííèõ 
(ö³ëêîì ïåðâèííèõ) ³äåàë³â çíîâó º ïåðâèííèì (ö³ëêîì ïåðâèííèì) ³äåàëîì. 
Ó ëàíöþãîâîìó ñïðàâà ê³ëüö³ áóäü-ÿêèé íàï³âïåðâèííèé (ö³ëêîì íàï³âïåð-
âèííèé) ³äåàë º ïåðâèííèì (ö³ëêîì ïåðâèííèì).  
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Íåõàé P  – ö³ëêîì ïåðâèííèé ³äåàë, ÿêèé ì³ñòèòüñÿ ó äåÿêîìó ìàêñè-
ìàëüíîìó ïðàâîìó ³äåàë³ M , äå R  – ïðàâà D -îáëàñòü. Òîä³ ëîêàë³çàö³ÿ 

PR  òàêîæ ³ñíóº ³ PR  º ëàíöþãîâèì ñïðàâà ê³ëüöåì. Äîïîâíåííÿ ö³ëêîì 

ïåðâèííîãî ³äåàëó P  º ïðàâîþ ìíîæèíîþ Îðå.  
 ßêùî R  – ïðàâà îáëàñòü Îðå, ÿêà ì³ñòèòüñÿ ó ïðàâîìó ò³ë³ äðîá³â K , 
òî íàçèâàòèìåìî R ïðàâèì P -ê³ëüöåì, êîëè äëÿ êîæíîãî ìàêñèìàëüíîãî 

ïðàâîãî ³äåàëó S  ìíîæèíà \A R S=  º ïðàâîþ ñèñòåìîþ Îðå ³ 1S R−  º 
ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ. Àíàëîã³÷íî ôîðìóëþºòüñÿ îçíà÷åííÿ ë³âîãî P -ê³ëüöÿ. 
Áóäü-ÿêèé ïðàâèé R -ìîäóëü A K⊆  íàçâåìî äðîáîâèì ïðàâèì ³äåàëîì 
ê³ëüöÿ R .  
 Ïðàâèé ³äåàë A  íàçèâàºòüñÿ îáîðîòíèì ñïðàâà, ÿêùî rAA R= , äå 

:    rA x x K i Ax R= ∈ ⊆{ } . Àíàëîã³÷íî ìîæíà îçíà÷èòè îáîðîòíèé çë³âà 

³äåàë, ÿêèé ïîçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç A . Ëåãêî áà÷èòè, ùî A  º äðîáîâèì ë³âèì 

³äåàëîì ³ rA  – äðîáîâèì ïðàâèì ³äåàëîì â R .  

 Äëÿ ïðàâî¿ ìíîæèíè Îðå S  ³ äðîáîâîãî ïðàâîãî ³äåàëó A  ê³ëüöÿ R  

ââåäåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ: 1 1: , , :AS x x K s S a A x sa− −= ∈ ∃ ∈ ∃ ∈ ={ } . 

 Õàðàêòåðíîþ âëàñòèâ³ñòþ ïðàâîãî P -ê³ëüöÿ º òå, ùî éîãî ´ðàòêà 
ïðàâèõ ³äåàë³â º äèñòðèáóòèâíîþ ³ êîæíèé íåíóëüîâèé ñê³í÷åííî 
ïîðîäæåíèé äðîáîâèé ïðàâèé ³äåàë º îáîðîòíèì çë³âà. Êîæíå ï³äê³ëüöå ò³ëà 
K , ÿêå ì³ñòèòü R , º çíîâó ïðàâèì P -ê³ëüöåì. Ïðè öüîìó ëåãêî 

ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 1AS−  º äðîáîâèì ë³âèì ³äåàëîì ê³ëüöÿ 1AS− . Äëÿ 

ïåðâèííîãî ³äåàëó P  ê³ëüöÿ R  çàì³ñòü 1( \ )A R P −  ïèñàòèìåìî PA . ²íø³ 
âëàñòèâîñò³ öèõ êîíñòðóêö³é îïèñóþòüñÿ ó öèòîâàí³é ë³òåðàòóð³.  

Çàçíà÷èìî ùå, ùî ê³ëüöå R  º ïðàâèì P -ê³ëüöåì òîä³ é ò³ëüêè òîä³, 
êîëè âèêîíóþòüñÿ òàê³ óìîâè: 

(à) ´ðàòêà ïðàâèõ ³äåàë³â ç R  º äèñòðèáóòèâíîþ; 

(á) êîæíèé íåíóëüîâèé ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèé äðîáîâèé ïðàâèé ³äåàë º 
îáîðîòíèì çë³âà. 

Òîìó â Ð-ê³ëüö³ R , ÿê ³ â êîìóòàòèâíîìó ê³ëüö³ Ïðþôåðà, ìíîæèíà G  
âñ³õ íåíóëüîâèõ ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèõ äðîáîâèõ ³äåàë³â óòâîðþº ìóëüòè-
ïë³êàòèâíó ãðóïó.  

2. Âíóòð³øí³ òà çîâí³øí³ óëüòðàäîáóòêè ê³ëåöü òà ³äåàë³â. Ó çâ’ÿçêó 
ç íåîáõ³äí³ñòþ âèêîðèñòàííÿ êðèòåð³þ àêñ³îìàòèçîâíîñò³ êëàñó àëãåáðà¿÷-
íèõ ñòðóêòóð, ÿêèé ôîðìóëþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ êîíñòðóêö³¿ óëüòðàäîáóò-
êó, íåîáõ³äíî âèÿñíèòè, ÿê³ ç âëàñòèâîñòåé ³äåàë³â çáåð³ãàþòüñÿ ïðè ïåðå-
õîä³ äî óëüòðàäîáóòê³â. Ïåðø çà âñå, íàãàäàºìî êîíñòðóêö³þ óëüòðàäî-
áóòêó.  

Íåõàé I  – äîâ³ëüíà íåñê³í÷åííà ìíîæèíà òà 2I  – ìíîæèíà ¿¿ ï³äìíî-
æèí. Íåõàé i i IR ∈{ }  – ñ³ì’ÿ ê³ëåöü, çà³íäåêñîâàíèõ ìíîæèíîþ I . ßêùî U  – 

óëüòðàô³ëüòð íàä I , òîä³ óëüòðàäîáóòîê ê³ëåöü iR  ñòîñîâíî óëüòðàô³ëüòðà 

U  ïîçíà÷èìî ÷åðåç i
U

R R∗ = Π . Åëåìåíòàìè ç i
U

RΠ  º êëàñè åêâ³âàëåíòíîñò³ 

åëåìåíò³â äîáóòêó i
i I

R
∈
Π , äå ( ) ( ) :i i I i i I i ia b i I a b U∈ ∈ ↔ ∈ = ∈ { } . Ïðèïóñ-

òèìî, ùî iA  – ïðàâèé ³äåàë ó ê³ëüö³ iR  äëÿ êîæíîãî i I∈ . Òîä³ ìîæíà ïî-

áóäóâàòè ïðàâèé ³äåàë i
i I

A
∈

  
 
Π F  ô³ëüòðîâàíîãî äîáóòêó i

i I
R

∈
Π F  ñ³ì’¿ ê³-

ëåöü i i IR ∈{ }  ñòîñîâíî ô³ëüòðà F . Öåé ³äåàë òàêîæ íàçèâàºòüñÿ ô³ëüòðîâà-

íèì äîáóòêîì ë³âèõ ³äåàë³â iA  ñòîñîâíî ô³ëüòðà F . Ô³ëüòðîâàí³ äîáóòêè 
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m -ñèñòåì, ãðóï ä³ëüíèê³â îäèíèö³ òà äåÿêèõ ³íøèõ òåîðåòèêî-ê³ëüöåâèõ 
îá’ºêò³â âèçíà÷àþòüñÿ òàê ñàìî. Ó âèïàäêó, êîëè F  º óëüòðàô³ëüòðîì, â³ä-
ïîâ³äí³ ô³ëüòðîâàí³ äîáóòêè íàçèâàþòüñÿ óëüòðàäîáóòêàìè. Ïðèïóñêàòè-
ìåìî, ùî ðîçãëÿäóâàí³ íàìè ô³ëüòðè íåãîëîâí³, à ÿêùî òàêèé ô³ëüòð º 
óëüòðàô³ëüòðîì, òî, ÿê ïðàâèëî, ïîçíà÷àòèìåìî éîãî ÷åðåç D  ³ ââàæàòè-
ìåìî çë³÷åííî íåïîâíèì. ßêùî äëÿ êîæíîãî i I∈  ³äåàë iA  äîð³âíþº ³äåàëî-

â³ À, òî ¿õ óëüòðàäîáóòîê ïîçíà÷àºòüñÿ AΠ
D

 ³ íàçèâàºòüñÿ óëüòðàñòåïå-

íåì ³äåàëó À ñòîñîâíî óëüòðàô³ëüòðà D . Íàãàäàºìî ùå îçíà÷åííÿ âíóòð³ø-
íüîãî ô³ëüòðîâàíîãî äîáóòêó ìíîæèí, ââåäåíå â ðîáîò³ [6]. Íåõàé I  – 
ìíîæèíà ³íäåêñ³â, D  – óëüòðàô³ëüòð íàä I , à iS  – ñ³ì’ÿ äåÿêèõ ï³äìíîæèí 

ìíîæèíè S , çà³íäåêñîâàíà åëåìåíòàìè i I∈ . Òîä³ çà îçíà÷åííÿì iS =Π /D  

: : ia i a S= ∈ ∈{ }{ }D . Íàçèâàòèìåìî öþ ìíîæèíó âíóòð³øí³ì ô³ëüòðîâà-

íèì äîáóòêîì ñ³ì’¿ ìíîæèí i i IS ∈{ } . Êîëè F  º óëüòðàô³ëüòðîì, òî iSΠ /F  

íàçèâàºòüñÿ âíóòð³øí³ì óëüòðàäîáóòêîì ìíîæèí iS . Çàçíà÷èìî ùå, ùî 

i i
X F i X

S S
∈ ∈

 =  
 

∏  F/ . Âíóòð³øí³é óëüòðàäîáóòîê íàçâåìî íåòðèâ³àë³çîâíèì, 

ÿêùî ô³ëüòð F  º íåãîëîâíèì, à â³äîáðàæåííÿ i
i U

U S
∈

   º ³í’ºêòèâíèì. 

ßêùî iA  – ë³âèé (ïðàâèé) ³äåàë ê³ëüöÿ R  ïðè áóäü-ÿêîìó i I∈ , à F  – 

ô³ëüòð íàä I , òî âíóòð³øí³é ô³ëüòðîâàíèé äîáóòîê iAΠ /F  º ë³âèì (ïðà-

âèì) ³äåàëîì â R . Á³ëüøå öüîãî, ÿêùî âñ³ iA  º ðàäèêàëüíèìè â êîìóòàòèâ-

íîìó ê³ëüö³ R , òî iAΠ /F  òàêîæ ðàäèêàëüíèé. ßêùî æ âñ³ iP  ïåðâèíí³ 

(ìàêñèìàëüí³ ë³â³, ö³ëêîì ïåðâèíí³) ³ F  º óëüòðàô³ëüòðîì, òî iPΠ /F  òàêîæ 

º ïåðâèííèì (ìàêñèìàëüíèì ë³âèì, ö³ëêîì ïåðâèííèì) ³äåàëîì ê³ëüöÿ R .  

Íåõàé R  – ê³ëüöå, à M  – äåÿêèé ë³âèé R -ìîäóëü. M  º íåòåðîâèì çë³-
âà òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè äëÿ áóäü-ÿêî¿ ìíîæèíè ³íäåêñ³â I  âñ³ iM  º ë³âè-

ìè R -ï³äìîäóëÿìè â M  ³ äëÿ áóäü-ÿêîãî óëüòðàô³ëüòðà D  íàä I  ³ñíóº 
òàêà ìíîæèíà X ∈ D , ùî i i

i I i X
M M

∈ ∈
=Π D/ . Äëÿ ê³ëåöü òàêèé ðåçóëüòàò 

âñòàíîâëåíî â [7]. 
Ó ðîáîò³ [1] ââåäåíî ïîíÿòòÿ âèçíà÷àëüíî¿ ìíîæèíè ïåðâèííèõ ³äåàë³â. 

Íàãàäàºìî, ùî ìíîæèíó ïåðâèííèõ (ìàêñèìàëüíèõ ë³âèõ) ³äåàë³â P  ê³ëüöÿ 

R  íàçèâàþòü âèçíà÷àëüíîþ, ÿêùî êîæíèé ïåðâèííèé (ìàêñèìàëüíèé ë³âèé) 
³äåàë ê³ëüöÿ R  ì³ñòèòüñÿ â îá’ºäíàíí³ ³äåàë³â ç ìíîæèíè P . Âèçíà÷àëüíà 

ìíîæèíà ïåðâèííèõ (ìàêñèìàëüíèõ ë³âèõ) ³äåàë³â ê³ëüöÿ R  íàçèâàºòüñÿ ì³-
í³ìàëüíîþ, ÿêùî âîíà ìàº íàéìåíøó ïîòóæí³ñòü ñåðåä ïîòóæíîñòåé óñ³õ 
âèçíà÷àëüíèõ ìíîæèí ïåðâèííèõ (ìàêñèìàëüíèõ ë³âèõ) ³äåàë³â ê³ëüöÿ R . 
Ìíîæèíà âñ³õ ïåðâèííèõ ³äåàë³â äîâ³ëüíîãî ê³ëüöÿ º âèçíà÷àëüíîþ â öüîìó 
ê³ëüö³, àëå íåîáîâ’ÿçêîâî º ì³í³ìàëüíîþ. Äîáðå â³äîìî, ùî â áóäü-ÿê³é êîìó-
òàòèâí³é îáëàñò³ Áåçó, ÿêà íå º îáëàñòþ ãîëîâíèõ ³äåàë³â, êîæíà ï³äìíîæè-
íà ìíîæèíè âñ³õ ìàêñèìàëüíèõ ³äåàë³â ç îäíîåëåìåíòíèì íåãîëîâíèì äî-
ïîâíåííÿì, º âèçíà÷àëüíîþ.  

Íàãàäàºìî, ùî ê³ëüöå íàçèâàºòüñÿ íåòåðîâî ïîä³áíèì çë³âà, ÿêùî 
êîæíèé éîãî ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèé ë³âèé ³äåàë ì³ñòèòüñÿ õî÷à áè â îäíîìó 
ñê³í÷åííî ïîðîäæåíîìó ìàêñèìàëüíîìó ë³âîìó ³äåàë³. Àíàëîã³÷í³ îçíà÷åííÿ 
º êîðåêòíèìè òàêîæ ³ äëÿ â³äïîâ³äíèõ ïðàâèõ ïîíÿòü. Îêð³ì çâè÷àéíèõ 
ôàêòîð³àëüíèõ ³ íåòåðîâèõ ê³ëåöü, ïðèêëàäàìè íåòåðîâî ïîä³áíèõ ê³ëåöü º 
óëüòðàäîáóòêè òà óëüòðàñòåïåí³ ñ³ìåé òàêèõ ê³ëåöü.  

Íàâåäåìî äåÿê³ ðåçóëüòàòè ðîáîòè [1]. 
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Òåîðåìà. Äëÿ äîâ³ëüíîãî ê³ëüöÿ R  åêâ³âàëåíòí³ òàê³ òâåðäæåííÿ: 
1) R  º àòîìíî (íåòåðîâî) ïîä³áíèì çë³âà;  
2) R  ìàº âèçíà÷àëüíó ìíîæèíó ãîëîâíèõ (ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèõ) 

ë³âèõ ìàêñèìàëüíèõ ³äåàë³â;  
3) R  ìàº ì³í³ìàëüíó âèçíà÷àëüíó ìíîæèíó ãîëîâíèõ (ñê³í÷åííî ïî-

ðîäæåíèõ) ë³âèõ ìàêñèìàëüíèõ ³äåàë³â; 
4) êîæíèé ìàêñèìàëüíèé ë³âèé ³äåàë ê³ëüöÿ R  çîáðàæàºòüñÿ ó âè-

ãëÿä³ âíóòð³øíüîãî óëüòðàäîáóòêó äåÿêî¿ ï³äìíîæèíè çàäàíî¿ âèçíà÷àëü-
íî¿ ìíîæèíè ãîëîâíèõ ë³âèõ (ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèõ) ìàêñèìàëüíèõ ³äåàë³â 
ñòîñîâíî äåÿêîãî óëüòðàô³ëüòðà íàä íåþ. 

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé i i IR ∈{ }  – äîâ³ëüíà íåñê³í÷åííà ñ³ì’ÿ ê³ëåöü. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî i I∈  çàäàíî âèçíà÷àëüíó ìíîæèíó  iP  ïåðâèí-

íèõ (ìàêñèìàëüíèõ ë³âèõ) ³äåàë³â ê³ëüöÿ iR . ßêùî F  – íåãîëîâíèé óëüò-

ðàô³ëüòð íàä ìíîæèíîþ I , òî çîâí³øí³é óëüòðàäîáóòîê  i
i I∈

= Π F/P P  

ìíîæèí  iP  ñòîñîâíî óëüòðàô³ëüòðà F  áóäå âèçíà÷àëüíîþ ìíîæèíîþ 

ïåðâèííèõ (ìàêñèìàëüíèõ ë³âèõ) ³äåàë³â ê³ëüöÿ iR∏ F/ . 

Âñòàíîâèìî äîïîì³æíèé ôàêò, ÿêèé ìàº ñàìîñò³éíå çíà÷åííÿ. 
Òâåðäæåííÿ. Íåõàé   – îäíà ç ïåðåë³÷åíèõ âëàñòèâîñòåé ïðàâèõ 

(äâîñòîðîíí³õ) ³äåàë³â ê³ëüöÿ R : à) áóòè ö³ëêîì ïåðâèííèì ³äåàëîì; 
á) áóòè ïðèìàðíèì ³äåàëîì; â) áóòè ïðèìàëüíèì ³äåàëîì; ã) áóòè íàï³â-
ïåðâèííèì ³äåàëîì; ä) áóòè âëàñíèì ³äåàëîì.  

Òîä³ íåòðèâ³àë³çîâíèé âíóòð³øí³é óëüòðàäîáóòîê áóäü-ÿêî¿ ñ³ì’¿ 
³äåàë³â ç âëàñòèâ³ñòþ   òàêîæ ìàº âëàñòèâ³ñòü  . 

Ä î â å ä å í í ÿ  ïðîâîäèòüñÿ áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ. ◊ 
3. Àêñ³îìàòèçîâí³ñòü êëàñó íåêîìóòàòèâíèõ ê³ëåöü Ïðþôåðà. Êëàñ 

Κ  íàçèâàºòüñÿ àêñ³îìàòèçîâíèì, ÿêùî â³í º êëàñîì ìîäåëåé äåÿêî¿ ìíî-
æèíè ðå÷åíü ïåðøîãî ïîðÿäêó. 

Ìîäåë³ A  ³ B  ìîâè   íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíî åêâ³âàëåíòíèìè, 
ÿêùî áóäü-ÿêå ðå÷åííÿ, ³ñòèííå â ìîäåë³ A , º ³ñòèííèì ³ â ìîäåë³ B  ³, 
íàâïàêè. Öå â³äíîøåííÿ ì³æ ìîäåëÿìè ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì « ≡ ». Äîáðå 
â³äîìî, ùî â³äíîøåííÿ ≡  ñïðàâä³ º â³äíîøåííÿì åêâ³âàëåíòíîñò³. 

Êëàñ ìîäåëåé Κ  ìîâè   íàçèâàºòüñÿ çàìêíåíèì ñòîñîâíî åëåìåí-
òàðíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³, ÿêùî ∈ ∧ ≡ ⇒ ∈A A B BΚ Κ . Äîáðå â³äîìèé 
êðèòåð³é àêñ³îìàòèçîâíîñò³ äîâ³ëüíîãî êëàñó àëãåáðà¿÷íèõ ñèñòåì ñòâåð-
äæóº, ùî êëàñ àëãåáðà¿÷íèõ ñèñòåì Κ  ñèãíàòóðè Σ àêñ³îìàòèçîâíèé òîä³ é 
ò³ëüêè òîä³, êîëè â³í: 1) óëüòðàçàìêíåíèé; 2) çàìêíåíèé ùîäî ïåðåõîäó äî 
åëåìåíòàðíî åêâ³âàëåíòíèõ ñèñòåì. 

Â³äîìèé êðèòåð³é åëåìåíòàðíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè 
ó âèãëÿä³ òàêîãî òâåðäæåííÿ. 

Òåîðåìà. Íåõàé A  ³ B  – ìîäåë³ ìîâè  . Òîä³ A  ³ B  åëåìåíòàðíî 
åêâ³âàëåíòí³ òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè äåÿê³ ¿õ óëüòðàñòåïåí³ ³çîìîðôí³. 

ßê íàñë³äîê ìàºìî êðèòåð³é àêñ³îìàòèçîâíîñò³ êëàñ³â. 

Íàñë³äîê. Íåõàé Κ  – äîâ³ëüíèé êëàñ ìîäåëåé ìîâè  . 
(³) Κ  º àêñ³îìàòèçîâíèì êëàñîì òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè â³í çàìê-

íåíèé ñòîñîâíî óëüòðàäîáóòê³â òà ³çîìîðô³çì³â, à éîãî äîïîâíåííÿ º 
çàìêíåíèì ñòîñîâíî óëüòðàñòåïåí³â; 

(³³) Κ  º áàçèñíèì åëåìåíòàðíèì êëàñîì òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ³ 
â³í, ³ éîãî äîïîâíåííÿ çàìêíåí³ ñòîñîâíî óëüòðàäîáóòê³â òà ³çîìîðô³çì³â. 

Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî óëüòðàäîáóòîê êîìóòàòèâíèõ ê³ëåöü Ïðþôåðà º 
ê³ëüöåì Ïðþôåðà, âèêîðèñòàºìî äîïîì³æí³ òâåðäæåííÿ ³ç ñòàòò³ [8]. 
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Íàñë³äîê. Íåõàé R  – îáëàñòü, ùî ì³ñòèòü íåçë³÷åííå ïîëå, ³ íåõàé 
V  – çë³÷åííà ñ³ì’ÿ ìàêñèìàëüíèõ ³äåàë³â ê³ëüöÿ R  òàêèõ, ùî MR  º îá-

ëàñòþ íîðìóâàííÿ äëÿ âñ³õ M V∈ . Òîä³ ê³ëüöå ( )S VR  º îáëàñòþ Ïðþôåðà, 

äå ( )
P V

S V P
∈

=  , ïðè÷îìó P  – ïåðâèííèé ³äåàë ê³ëüöÿ R , à V  – íåïîðîæ-

íÿ ï³äìíîæèíà ìíîæèíè ïåðâèííèõ ³äåàë³â ê³ëüöÿ R .  

Îòæå, ìîæíà ñêàçàòè, ùî óëüòðàäîáóòîê êîìóòàòèâíèõ ê³ëåöü Ïðþôå-
ðà º ê³ëüöåì Ïðþôåðà. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî êëàñ êîìóòàòèâíèõ ê³ëåöü 
Ïðþôåðà º óëüòðàçàìêíåíèì. Äëÿ íåêîìóòàòèâíèõ ê³ëåöü Ïðþôåðà âæå íå 
ìîæåìî ñêîðèñòàòèñü âêàçàíèìè ðåçóëüòàòàìè Îëüáåðä³íãà òà Øàï³ðî. Òóò 
ïîòð³áíî áóëî áè äîñë³äèòè, ÷è ìîæíà ÿêîñü ïðèñòîñóâàòè äîâåäåííÿ öèõ 
àâòîð³â äî íåêîìóòàòèâíèõ ê³ëåöü Ïðþôåðà. Îá³éäåìî öþ ïåðåøêîäó, âèêî-
ðèñòàâøè îïèñàííÿ ìàêñèìàëüíèõ ³äåàë³â â óëüòðàäîáóòêó íåêîìóòàòèâíèõ 
ê³ëåöü ç ðîáîòè [1].  

Äîñë³äèìî äðóãèé ïóíêò êðèòåð³þ, ùî ñòîñóºòüñÿ çàìêíåíîñò³ ùîäî 
ïåðåõîäó äî åëåìåíòàðíî åêâ³âàëåíòíèõ ñèñòåì. 

Íåõàé A  − ê³ëüöå Ïðþôåðà, à äðóãå ê³ëüöå B  − éîìó ³çîìîðôíå. 
Çðîçóì³ëî, ùî âîíî º òåæ ê³ëüöåì Ïðþôåðà. Äîïîâíåííÿ äî êëàñó ïðàâèõ 
ê³ëåöü Ïðþôåðà ñêëàäàþòü ïðàâ³ íåïðþôåðîâ³ ê³ëüöÿ. 

Ëåìà. Óëüòðàñòåï³íü áóäü-ÿêîãî ïðàâîãî íåïðþôåðîâîãî ê³ëüöÿ º ïðà-
âèì íåïðþôåðîâèì ê³ëüöåì (àáî ïî-³íøîìó: ÿêùî ê³ëüöå R  íå º ïðþôåðî-
âèì, òî é áóäü-ÿêèé éîãî óëüòðàñòåï³íü íå ìîæå áóòè ïðþôåðîâèì 
ê³ëüöåì). 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé R  − ïðàâå íåïðþôåðîâå ê³ëüöå. Òîä³ ³ñíóº 
ìàêñèìàëüíèé ³äåàë M  ê³ëüöÿ R , òàêèé ùî ëîêàë³çàö³ÿ ê³ëüöÿ R  ùîäî 
³äåàëó M  íå º ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ. Öå îçíà÷àº, ùî â ê³ëüö³ MR  ³ñíóþòü 

ïðèíàéìí³ äâà òàê³ ïðàâ³ ³äåàëè A  ³ B , ùî í³ A  íå ì³ñòèòüñÿ â B , í³ B  íå 
ì³ñòèòüñÿ â A . 

Ðîçãëÿíåìî óëüòðàñòåï³íü ê³ëüöÿ MR  ñòîñîâíî òîãî ñàìîãî óëüòðà-

ô³ëüòðà. Ó íüîìó ì³ñòèòüñÿ ê³ëüöå R∗  (óëüòðàñòåï³íü ê³ëüöÿ R ). Òîä³ ³ñíóº 

ìàêñèìàëüíèé ³äåàë M∗  ê³ëüöÿ R∗ , òàêèé, ùî ëîêàë³çàö³ÿ ê³ëüöÿ R∗  ùîäî 

M∗  íå áóäå ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ. Îòæå, MR∗  áóäå ëîêàë³çàö³ºþ ê³ëüöÿ R∗  

ùîäî ìàêñèìàëüíîãî ³äåàëó M∗ . Àíàëîã³÷íî ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ³äåàëè A∗  ³ 

B∗  â ê³ëüö³ MR∗ . Çðîçóì³ëî, ùî A∗  íå ì³ñòèòüñÿ â B∗  ³ B∗  íå ì³ñòèòüñÿ â 

A∗ , òîìó MR∗  íå º ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ. Îòæå, ê³ëüöå R∗  íå º ïðþôåðîâèì, 

ùî é ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè. ◊ 
Òåïåð ñôîðìóëþºìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò. 
Òåîðåìà. Êëàñ ïðàâèõ ê³ëåöü Ïðþôåðà àêñ³îìàòèçîâíèé. 
Ä î â å ä å í í ÿ. Âðàõîâóþ÷è ëåìó äîñèòü ïîêàçàòè óëüòðàçàìêíå-

í³ñòü êëàñó ïðàâèõ ïðþôåðîâèõ ê³ëåöü. Çã³äíî ç ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [1] 
êîæíèé ìàêñèìàëüíèé ïðàâèé ³äåàë â óëüòðàäîáóòêó ñ³ì’¿ ïðàâèõ ïðþôå-
ðîâèõ îáëàñòåé º âíóòð³øí³ì óëüòðàäîáóòêîì äåÿêî¿ ñ³ì’¿ ïðàâèõ áàçîâèõ 
ìàêñèìàëüíèõ ³äåàë³â, ÿê³ º çîâí³øí³ìè óëüòðàäîáóòêàìè ïðàâèõ ìàêñè-
ìàëüíèõ ³äåàë³â ç êîìïîíåíò. Îñê³ëüêè êîæíèé ç îñòàíí³õ º äâîñòîðîíí³ì 
³äåàëîì, òî é âåñü ¿õ óëüòðàäîáóòîê º äâîñòîðîíí³ì ³äåàëîì. Ö³ ñàì³ ì³ðêó-
âàííÿ ïîêàçóþòü, ùî äîïîâíåííÿ äî öüîãî ³äåàëó º ïðàâîþ ìíîæèíîþ Îðå é 
ëîêàë³çàö³ÿ ñòîñîâíî îòðèìàíî¿ m -ñèñòåìè ³ñíóº. Íåñêëàäíèìè îá÷èñëåííÿ-
ìè îòðèìóºìî, ùî ëîêàë³çàö³ÿ óëüòðàäîáóòêó ïðàâèõ ê³ëåöü Ïðþôåðà ñòî-
ñîâíî âêàçàíî¿ m -ñèñòåìè áóäå ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ, ÿê óëüòðàäîáóòîê â³ä-
ïîâ³äíèõ ëîêàë³çàö³é ó êîìïîíåíòàõ. Òîìó îòðèìàíå ê³ëüöå º ïðàâèì ïðþ-
ôåðîâèì. 
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Òàêèì ÷èíîì, ç âèêîðèñòàííÿì íåîáõ³äíèõ òåîðåòè÷íèõ ìåòîä³â âäàëî-
ñÿ ïîêàçàòè, ùî êëàñ íåêîìóòàòèâíèõ ïðþôåðîâèõ ê³ëåöü º óëüòðàçàìêíå-
íèì, êð³ì öüîãî, â³í º çàìêíåíèì ùîäî ïåðåõîäó äî åëåìåíòàðíî åêâ³âà-
ëåíòíèõ ñèñòåì, à, îòæå, é àêñ³îìàòèçîâíèé. (Íà æàëü, ñàìó ñèñòåìó àêñ³îì 
ó ÿâíîìó âèãëÿä³ çíàéòè íå âäàºòüñÿ.) Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

4. Ïðî íåàêñ³îìàòèçîâí³ñòü ê³ëåöü íîðìóâàííÿ Äóáðîâ³íà. ßêùî â 
ê³ëüö³ R  äëÿ êîæíî¿ ïàðè íåîáîðîòíèõ åëåìåíò³â ,x y R∈  ìàºìî RxR ⊂  

yR Ry⊂   àáî RyR Rx xR⊂  , òî ². Êàïëàíñüêèé òàêå ê³ëüöå R  íàçèâàº 
ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ. 

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ íåêîìóòàòèâíîãî ê³ëüöÿ íîðìóâàííÿ Äóáðîâ³íà. 
Ï³äê³ëüöå R  ó ïðîñò³é àðò³íîâ³é àëãåáð³ Q  íàçèâàºòüñÿ ê³ëüöåì íîðìóâàí-
íÿ Äóáðîâ³íà, ÿêùî R  ìàº òàêèé ìàêñèìàëüíèé ³äåàë M , ùî: 

1) /R M º ïðîñòèì àðò³íîâèì ê³ëüöåì; 

2) äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà \q Q R∈  ³ñíóþòü òàê³ åëåìåíòè 1 2,r r R∈ , ùî 

1r q  ³ 2qr  íàëåæàòü äî /R M . 
Íàñ ö³êàâèòü ïîâåä³íêà ëàíöþãîâèõ ê³ëåöü ïðè ïåðåõîä³ äî óëüòðàäî-

áóòê³â ³, çîêðåìà, äî óëüòðàñòåïåí³â. Çàóâàæèìî, ùî îçíà÷åííÿ ëàíöþãîâîãî 
ê³ëüöÿ ìîæíà âèðàçèòè ó âèãëÿä³ ðå÷åííÿ ìîâè ïåðøîãî ïîðÿäêó òåîð³¿ 
ê³ëåöü. Â³äïîâ³äíà ôîðìóëà ìàº âèãëÿä 

 ,    , , ,      (( ) ( )x y u v w x uy y vx x yw y x x∀ ∃ ρ = ∨ = ∧ = ∨ = ρ ∨ ∈  

 ( ) ( ))u R y u R∈ ∨ ∈ . 

Òîìó íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè Ëîñÿ óëüòðàäîáóòîê áóäü-ÿêî¿ ñ³ì’¿ ëàíöþãî-
âèõ ê³ëåöü º ëàíöþãîâèì ê³ëüöåì. ßêùî i I∀ ∈  ê³ëüöå iR  º ïîâíèì ï³äê³ëü-

öåì ó ò³ë³ iD , òî óëüòðàäîáóòîê i
i I

R
∈
Π F  º ïîâíèì ï³äê³ëüöåì â i

i I
D

∈
Π F , 

ùî º î÷åâèäíèì. Êð³ì öüîãî, ÿêùî âñ³ ê³ëüöÿ iR  º ³íâàð³àíòíèìè, òî é 

ê³ëüöå i
i I

R
∈
Π F  º ³íâàð³àíòíèì. Òîìó ìàºìî òàêå  

Òâåðäæåííÿ. Óëüòðàäîáóòîê áóäü-ÿêî¿ ñ³ì’¿ ê³ëåöü íîðìóâàííÿ Ø³-
ë³íãà º ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ Ø³ë³íãà. 

Ó çâ’ÿçêó ç âèêëàäåíèì ðàí³øå ïðèðîäíî âèíèêàº ïèòàííÿ: ÿê³ óìîâè 
íà ê³ëüöÿ iR  º íåîáõ³äíèìè òà äîñòàòí³ìè äëÿ òîãî, ùîá óëüòðàäîáóòîê ìàâ 

ºäèíèé ïåðâèííèé ³äåàë? ²íøèìè ñëîâàìè – êîëè óëüòðàäîáóòîê H -ê³ëåöü 
º H -ê³ëüöåì? 

Â³äïîâ³äü íà öå çàïèòàííÿ äàº òàêà  

Òåîðåìà. Íåõàé i i IR ∈{ }  – ñ³ì’ÿ H -ê³ëåöü íîðìóâàííÿ. Òîä³ äëÿ áóäü-

ÿêîãî íåãîëîâíîãî óëüòðàô³ëüòðà F  íàä I  óëüòðàäîáóòîê iR R= Π
F

 º H -

ê³ëüöåì òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ³ñíóº ìíîæèíà U ⊂ F  òàêà, ùî äëÿ 
êîæíîãî i U∈  ³äåàë ( )iJ R  º í³ëüïîòåíòíèì ô³êñîâàíîãî ³íäåêñó í³ëüïî-

òåíòíîñò³ 0n ∈  . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé 0( ) 0n
iJ R =  äëÿ êîæíîãî 1( )nJ R P− ⊆ . Òîä³ ³äå-

àë ( )P J R=  º ìàêñèìàëüíèì ó iRΠ
F

 ³ 0nJ = . Ïîêàæåìî, ùî J  ºäèíèé ïåð-

âèííèé ³äåàë â R . Ñïðàâä³, â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó ³ñíóº ïåðâèííèé ³äåàë 

P  ê³ëüöÿ R , ( )P J R⊆ . Àëå òîä³ ( ) 0n nP J R⊆ =  ³ òîìó P  – í³ëüïîòåíòíèé. 

Îòæå, 0nP = , êð³ì òîãî, ( )nJ R P⊆  ³, ç îãëÿäó íà ïåðâèíí³ñòü P , àáî 

( )J R P⊆ , àáî 1( )nJ R P− ⊆ . Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ïðèéäåìî äî âè-
ñíîâêó, ùî ( )J R P⊆ , ³ òîìó ( )P J R= . 
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Íåõàé òåïåð äëÿ êîæíîãî n  ³ñíóº òàêå nk n≥ , ùî | ( )kn iU i I J R= ∈ ≠{  

0≠ ∈ F} . Òîä³ âèáåðåìî åëåìåíò ( )i ia J R∈  òàêèé, ùî 0nk
ia ≠  äëÿ êîæíîãî 

ni U∈ . 

Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò ( )i i Ia a ∈=  â R , ó ÿêîãî íà ì³ñöÿõ ni U∈  ñòîÿòü 

âèáðàí³ åëåìåíòè òà íóëü – íà âñ³õ ³íøèõ ì³ñöÿõ. Òîä³ åëåìåíò ( )J R  íå º 
í³ëüïîòåíòíèì. Îòæå, ïåðâèííèé ³äåàë J  ê³ëüöÿ R  íå º í³ëü-³äåàëîì. Òîìó 
ùî ê³ëüöå R  º ³íâàð³àíòíèì, îñê³ëüêè âñ³ ê³ëüöÿ iR  º H -ê³ëüöÿìè, òî í³ëü-

ïîòåíòí³ åëåìåíòè â R  óòâîðþþòü äâîñòîðîíí³é ³äåàë. Â³í º ïåðâèííèì ðà-
äèêàëîì, ³ òîìó â ê³ëüö³ R  ïîâèíåí ³ñíóâàòè ïðèíàéìí³ îäèí ïåðâèííèé 
³äåàë, â³äì³ííèé â³ä ( )J R , áî â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó â³í ïîâèíåí áóòè 
í³ëü-³äåàëîì. Àëå çà ïðèïóùåííÿì ê³ëüöå R  º H -ê³ëüöåì. Òàêèì ÷èíîì, 
âñ³ ³äåàëè ( )J R  º í³ëüïîòåíòíèìè, à âñ³ ¿õ ³íäåêñè í³ëüïîòåíòíîñò³ îáìåæåí³ 

íà äåÿê³é ï³äìíîæèí³ ç óëüòðàô³ëüòðà F . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
ßê íàñë³äîê îòðèìóºìî, ùî â óëüòðàäîáóòêó ê³ëåöü íîðìóâàííÿ Ø³ë³í-

ãà ìîæóòü ³ñíóâàòè ïåðâèíí³ ³äåàëè, ÿê³ íå º óëüòðàäîáóòêàìè ïåðâèííèõ 
³äåàë³â ê³ëåöü ñï³âìíîæíèê³â. Äîö³ëüíî áóëî áè çíàéòè ìåòîäèêó ¿õ óòâî-
ðåííÿ. 

5. Óëüòðàäîáóòêè ê³ëåöü íîðìóâàííÿ Äóáðîâ³íà. Ðîçãëÿíåìî óìîâè, çà 
ÿêèõ ñ³ì’ÿ ê³ëåöü íîðìóâàííÿ Äóáðîâ³íà ìàòèìå óëüòðàäîáóòîê â³äíîñíî 
áóäü-ÿêîãî íåãîëîâíîãî óëüòðàô³ëüòðà íàä ìíîæèíîþ ³íäåêñ³â, ùî áóäå 
ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ Äóáðîâ³íà. Â³äïîâ³äü íà öå çàïèòàííÿ äàº òàêà  

Òåîðåìà. Íåõàé i i IR ∈{ }  – ñ³ì’ÿ ê³ëåöü íîðìóâàííÿ â ñåíñ³ Äóáðîâ³íà. 

Ïðèïóñòèìî, ùî i iR Q⊆ , äå iQ  äëÿ êîæíîãî i I∈  º öåíòðàëüíîþ ïðîñ-

òîþ àðò³íîâîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì iK  , ïðè÷îìó 2
0dim

iK iQ n=  äëÿ êîæ-

íîãî i I∈ . Êð³ì òîãî, íåõàé iM  – ìàêñèìàëüíèé ³äåàë â iR  òàêèé, ùî 

/
ii nR D=M  äëÿ êîæíîãî i I∈ . ßêùî F  – äîâ³ëüíèé íåãîëîâíèé óëüòðà-

ô³ëüòð íàä I , òî ê³ëüöå iRΠ
F

 º ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ Äóáðîâ³íà â öåíò-

ðàëüí³é ïðîñò³é àëãåáð³ iQ Q= Π
F

 òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ³ñíóº ìíîæè-

íà U ⊂ F  òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî i I∈  ìàºìî in k=  äëÿ äåÿêîãî k ∈  . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Äîñòàòí³ñòü. Îñê³ëüêè âñ³ àëãåáðè iQ , i I∈ , º 

ê³ëüöÿìè ìàòðèöü íàä ïîëÿìè iK  îäíîãî é òîãî æ ðîçì³ðó 0 0n n× , òî çà 

íàñë³äêîì 2 ³ç òâåðäæåííÿ 29 [10] àëãåáðà iQ Q= Π
F

 º àëãåáðîþ ìàòðèöü 

íàä ïîëåì iK K= Π
F

 ðîçì³ðó 0 0n n× . 

Êð³ì öüîãî, iR R= Π
F

 º ï³äê³ëüöåì â iQ Q= Π
F

 ³ iΠ
F

M  – ìàêñèìàëüíèé 

³äåàë â R . Ïåðåâ³ðèìî, ùî R  çàäîâîëüíÿº âñ³ âèìîãè ç îçíà÷åííÿ ê³ëüöÿ 
íîðìóâàííÿ Äóáðîâ³íà. Ìàºìî 

ii i i nR R R D≅ ≅ ≅Π Π Π Π
F F F F

/ / /M M M . 

Îñê³ëüêè íà ìíîæèí³ ³íäåêñ³â U  ç ô³ëüòðà F  ðîçì³ðè ìàòðèö³ îäíàêîâ³, òî 

inDΠ
F

 º ìàòðè÷íèì ê³ëüöåì (ðîçì³ðó k k×  íàä ò³ëîì iD D= Π
F

), òîáòî 

in kD D=Π
F

. Îòæå, / kR D≅M , ùî îçíà÷àº, ùî ïåðøà óìîâà âèêîíóºòüñÿ. 

Äàë³ ðîçãëÿíåìî äîâ³ëüíèé åëåìåíò ( ) \i i Ia a Q R∈= ∈ , ,i ia Q i I∈ ∈ . Îñê³ëü-

êè iR  º ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ Äóáðîâ³íà â iQ , òî ³ñíóþòü åëåìåíòè i ib R∈  
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òàê³, ùî \i i i ia b R∈ M  ³ \i i i ib a R′ ∈ M . Òîä³ ðîçãëÿíåìî åëåìåíòè ( )ib b= , 

( )ib b′ ′=  ç Q  ³ ïåðåâ³ðèìî, ùî   ( )( ) ( ) \ii i ib a b a b a R′ ′ ′= = ∈ M  ³ ( )( )i iab a b= =  

( ) \i ia b R= ∈ M . Äîñòàòí³ñòü äîâåäåíî. 

Íåîáõ³äí³ñòü. Íåõàé iR R= Π
F

 º ê³ëüöåì íîðìóâàííÿ Äóáðîâ³íà â öåíò-

ðàëüí³é ïðîñò³é àëãåáð³ iQ Q= Π
F

. Òîä³ / kR D≅M  äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëü-

íîãî k ∈  , à òîìó çà íàñë³äêîì 3 ç òâåðäæåííÿ 16 [10] ìàºìî, ùî ³ñíóº 
òàêå íàòóðàëüíå 0k k≤ , ùî 0dim

i iK nQ k=  äëÿ êîæíîãî i  ç äåÿêî¿ ìíî-

æèíè U ⊂ F . Òîìó 2
0 ik n=  äëÿ êîæíîãî i U∈ , ùî òðåáà áóëî äîâåñòè. ◊ 
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ОБ АКСИОМАТИЗИРУЕМОСТИ КЛАССА НЕКОММУТАТИВНЫХ ПРЮФЕРОВЫХ КОЛЕЦ 
 
Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñîõðàíåíèè íåêîòîðûõ ñâîéñòâ èäåàëîâ êîëåö ïðè ïåðåõîäå 
ê (âíóòðåííèì) óëüòðàïðîèçâåäåíèÿì. Óñòàíîâëåíà àêñèîìàòèçèðóåìîñòü êëàññà 
íåêîììóòàòèâíûõ ïðþôåðîâûõ (â ñìûñëå Ãðåòåðà) êîëåö. Äîêàçàíà íåàêñèîìà-
òèçèðóåìîñòü êëàññà íåêîììóòàòèâíûõ êîëåö íîðìèðîâàíèÿ Äóáðîâèíà . 
 
ON AXIOMATIZABILITY OF A CLASS OF NONCOMMUTATIVE PRUFER RINGS 
 
A question on preserving the properties of one-sided ideals of rings with respect to ul-
traproducts is studied. Axiomatizability of a class of noncommutative Prufer (in the 
sence of Grater) rings is established. It is found that a class of noncommutative Dubro-
vin valuation rings is non-axiomatizable in contrast to axiomatizability of a class of 
usual ordinary valuation rings (in the sence of Kaplansky). 
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