
20 ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2005. – 48, ¹ 4. – Ñ. 20-29. 

ÓÄÊ 512.64 
 
В. Р. Зеліско1, В. П. Щедрик2  
 
МАТРИЦЯ ЗНАЧЕНЬ НА СИСТЕМІ КОРЕНІВ ДІАГОНАЛЬНИХ 
ЕЛЕМЕНТІВ МАТРИЦІ ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ 
 

Ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ çíà÷åííÿ ìàòðèö³ íà ñèñòåì³ êîðåí³â ä³àãîíàëüíèõ 
åëåìåíò³â ìàòðèö³, ÿêå áàçóºòüñÿ íà â³äîìîìó îçíà÷åíí³ Ï. Ñ. Êàç³ì³ðñüêîãî 
çíà÷åííÿ ìàòðèö³ íà ñèñòåì³ êîðåí³â ìíîãî÷ëåíà. Çàâäÿêè öüîìó ñóòòºâî 
ñïðîùóºòüñÿ ïðîöåñ âñòàíîâëåííÿ óìîâ ðåãóëÿðèçàö³¿ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëå-
íà, ïîøóêó óí³òàëüíèõ ä³ëüíèê³â, ôàêòîðèçàö³¿ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ³ 
çíàõîäæåííÿ æîðäàíîâî¿ ôîðìè ÷èñëîâî¿ ìàòðèö³.  

 
Ïðîáëåìà âèä³ëåííÿ ðåãóëÿðíîãî ìíîæíèêà ³ç ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà 

äîñë³äæóâàëàñü áàãàòüìà àâòîðàìè é ð³çíèìè ìåòîäàìè, ùî áóëî âèêëèêàíî 
ÿê çàäà÷àìè ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðó, òàê ³ ïîòðåáàìè ïîáóäîâè òåîð³¿ ðîç-
êëàäíîñò³ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåí³â íà ìíîæíèêè òà ðîçâ’ÿçíîñò³ ìàòðè÷íèõ 
ìíîãî÷ëåííèõ ð³âíÿíü. Íàéá³ëüø âàãîì³ ðåçóëüòàòè ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ öèõ çà-
äà÷ áóëî îòðèìàíî Ï. Ñ. Êàç³ì³ðñüêèì [4, 5]. Àëãåáðà¿÷íèé ï³äõ³ä ³ ââåäåíå 
íèì ïîíÿòòÿ çíà÷åííÿ ìàòðèö³ íà ñèñòåì³ êîðåí³â ìíîãî÷ëåíà äîçâîëèëè 
éîìó ðîçâ’ÿçàòè ïðîáëåìó âèä³ëåííÿ ðåãóëÿðíîãî ìíîæíèêà ³ç ìàòðè÷íîãî 
ìíîãî÷ëåíà. Îïèðàþ÷èñü íà öå, ââîäèìî ïîíÿòòÿ çíà÷åííÿ ìàòðèö³ íà ñèñ-
òåì³ êîðåí³â ä³àãîíàëüíèõ åëåìåíò³â ìàòðèö³. Öå äîçâîëÿº ñóòòºâî ñïðîñòè-
òè ïðîöåñ âñòàíîâëåííÿ óìîâ ðåãóëÿðèçàö³¿ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, ïîøóê 
óí³òàëüíèõ ä³ëüíèê³â, ôàêòîðèçàö³þ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ³ çíàõîäæåííÿ 
æîðäàíîâî¿ ôîðìè ÷èñëîâî¿ ìàòðèö³. 

Íåõàé ( )G x  – (n n× )-ìàòðèöÿ íàä ê³ëüöåì [ ]x  ³ ( )ig x  – ¿¿ i -é ðÿ-

äîê, 1, ,i n=  . Ñèìâîëîì ( ) ( )
ig x iM ε  áóäåìî ïîçíà÷àòè çíà÷åííÿ ìàòðèö³ 

( )ig x  íà ñèñòåì³ êîðåí³â ìíîãî÷ëåíà ( )i xε  [4, 5]. 

 Îçíà÷åííÿ. Çíà÷åííÿì ìàòðèö³ ( )G x  íà ñèñòåì³ êîðåí³â ä³àãîíàëü-

íèõ åëåìåíò³â ìàòðèö³  1( ) diag ( ), , ( ) ,  ( ) 0n ix x x xΨ = ε ε ε ≠( ) , 1, ,i n=  , 

íàçèâàºòüñÿ ÷èñëîâà ìàòðèöÿ  

 
1 ( ) 1

( )

( )

( )

( )
( )

n

g x

G x

g x n

M

M
M

ε
Ψ =

ε
 , 

äå áëîê ( ) ( )
kg x kM ε  â³äñóòí³é, ÿêùî ( ) ,  1k x k n∗ε ∈ ≤ ≤ . 

Íåõàé ( ) ( [ ])nA x M x∈   – íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ. Ìàòðèöþ ( )A x  áóäåìî 

íàçèâàòè óí³òàëüíîþ, ÿêùî â ¿¿ çàïèñ³ ó âèãëÿä³ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà 
1

1 0( ) k k
k kA x A x A x A−

−= + + +  ñòàðøèé êîåô³ö³ºíò kA  äîð³âíþº îäèíè÷-

í³é ìàòðèö³ E . Îêð³ì òîãî, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ ( )A x  ðåãóëÿðèçó-
ºòüñÿ ñïðàâà, ÿêùî ³ñíóº òàêà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ( )U x , ùî ( ) ( )A x U x  º óí³-
òàëüíîþ ìàòðèöåþ. Çã³äíî ç [1] äëÿ ìàòðèö³ ( )A x  ³ñíóþòü òàê³ îáîðîòí³ 
ìàòðèö³ ( )P x  ³ ( )Q x , ùî 

   1( ) ( ) ( ) diag ( ), , ( ) ( )nP x A x Q x x x x= ε ε = Ψ( ) , 

 1( ) | ( ),      1, , 1i ix x i n+ε ε = − . 

 Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ùîá ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ( )A x  ðåãóëÿðèçóâàâñÿ 
ñïðàâà, íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá  

 degdet ( )A x ns=   ³  1( )
det ( ) 0sP x E Ex Ex

M − Ψ ≠


. 
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 Ä î â å ä å í í ÿ. ßêùî ìàòðèöÿ ( )A x  ðåãóëÿðèçîâíà, òî äëÿ íå¿ ³ñíóº 

òàêà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ( )U x , ùî 1
1 0( ) ( ) s s

sA x U x Ex D x D−
−= + + + . Îòæå,  

 deg det ( ) deg det ( ) ( )A x A x U x= =  

 1
1 0deg det s s

sEx D x D ns−
−= + + + =( ) . 

Íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 3 ³ç [5, ñ. 100] ìàòðèöÿ ( )A x  ðåãóëÿðèçóºòüñÿ ñïðàâà 

òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè 1( )
rang ( )sA x E Ex Ex

M ns−
∗

∆ =


, äå ( )A x∗  – âçàºì-

íà äî ìàòðèö³ ( )A x , ( ) det ( )x A x∆ = . Îñê³ëüêè 1 1( ) ( ) ( ) ( )A x P x x Q x− −= Ψ , òî 

1 1( ) ( ) ( ) ( )A x Q x x P x− −
∗ ∗ ∗ ∗= Ψ . Îñê³ëüêè 1 1 1 1( ) ( ) ( )

( )
P x P x P x E E

P x
− − −

∗ = = , òî 

1
 

1( ) ( )
( )

P x P x
P x

−
∗ = , äå ( )P x c ∗= ∈ . ×åðåç ( ),  1, ,ip x i n=  , ïîçíà÷èìî 

i -é ðÿäîê ìàòðèö³ ( )P x . Òîä³ ðÿäêàìè ìàòðèö³ 1( )P x−
∗  áóäóòü 1 ( )ip x

c
, 

1, ,i n=  . Âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 4 ³ç [5, ñ. 29], îòðèìàºìî  

 ( )rang ( )
xA x EM

∗
∆ =  

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
rang ( ) rang ( )

x xQ x x P x E x P x E
M M− − −

∗ ∗ ∗ ∗ ∗Ψ Ψ
= ∆ = ∆ = δ , 

äå 1   s
xE E Ex Ex −=  . Çàóâàæèâøè, ùî det ( ) ( )x d xΨ = ∆ , äå d ∗∈  , 

îòðèìóºìî, ùî 
1

( ) ( )
( ) diag , ,

( ) ( )n

d x d x
x

x x∗
∆ ∆ Ψ =  ε ε 

 . Îòæå, ðÿäêè ìàòðèö³ 

1( ) ( ) xx P x E−
∗ ∗Ψ  ìàþòü âèãëÿä 

( )
( ) ,  1, ,

( ) i x
i

xd p x E i n
c x

∆ =
ε

 . Ïåðåñòàíîâêîþ 

ðÿäê³â ìàòðèö³ 1( ) ( )
( )

xx P x E
M −

∗ ∗Ψ
∆ , ùî ð³âíîñèëüíî äîìíîæåííþ ¿¿ çë³âà íà 

äåÿêó íåîñîáëèâó ÷èñëîâó ìàòðèöþ L , ìîæíà çâåñòè äî òàêîãî âèãëÿäó: 

 1( ) ( )
( )

xx P x E
LM −

∗ ∗Ψ
∆ =  

 
1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

x x x

n x n x
n nn x

n

x x xd p x E p x E p x E
c x x x

x xd p x E p x Exc x xp x E
x

dM M M
c

d
cM d MM

c

∆ ∆ ∆
ε ε ε

∆ ∆
∆ε ε
ε

∆ ∆ ∆

= = =
∆ ∆∆

   . 

Îòæå, 
 1( ) ( )

rang ( )
xx P x E

LM −
∗ ∗Ψ

δ = ∆ =  

1 1
1 1

( ) ( ) 1
( ) ( ) 1( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( )

( )

rang rang
( )

x x

n x
n n x

n

x x
p x E p x E

x x

x
p x E x nx p x E nx

M M

M
M

∆ ∆
ε ε

∆
∆ε
ε

∆ ∆ ε ε 
= =

∆ ∆ ε ε 

  . 

Çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 6 ³ç [5, ñ. 31] 

 
1( ) 1

( )

( )

( )

rang rang ( )
( )

x

x

n x

p x E

P x E

p x E n

M

M
M

ε
δ = = Ψ

ε
 . 
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Îòæå, ( )rang ( )
xP x EM nsΨ = . Îñê³ëüêè deg det ( )x nsΨ = , òî ( ) ( )

xP x EM Ψ  – 

êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó ns . Öå îçíà÷àº, ùî 1( )    
det ( )sP x E Ex Ex

M − Ψ ≠


 

0≠ . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Âêàæåìî ìåòîä çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â óí³òàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ìíî-

ãî÷ëåíà ( ) ( )A x U x . Äëÿ öüîãî ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü ìíîãî÷ëåíó ( )kx − α  
ìàòðèöþ 

 ( )

0
1

2

0 1

kJ

k

α

α
α

α=

− α
 

, 

ìíîãî÷ëåíó 1
1( ) ( ) ( ) tk k

tx x xε = − α − α  – ìàòðèöþ ( ) ( )1
1

( ) k kt
t

J J J
α α

ε = ⊕ ⊕ , 

à ìàòðèö³ 1( ) diag ( ( ), , ( ))nx x xΨ = ε ε  – áëî÷íî-ä³àãîíàëüíó ìàòðèöþ 

1( ) ( ) ( )nJ J JΨ = ε ⊕ ⊕ ε . 

 Ëåìà. ( ) ( )( ) ( ) ( )xG x G xM J MΨ = Ψ Ψ . 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ( ),  1, ,ig x i n=  , – ³-é ðÿäîê ìàòðèö³ ( )G x , à 

1
1( ) ( ) ( )i itk k

i tx x xε = − α − α . Òîä³ 

 
( )

( ) ( )( ) ij ij

i i

k k
xg x j xg x jM x M− α = α =[ ]( )  

 

( 2) ( 1) ( 1)

( ) ( )0
( ) ( ) ( )1

2 ( ) ( ) ( )2

0 1( 1) ( ) ( ) ( )ij ij ij

j i j i jj

i j j i j i jj

i j j i j i jj

k k k
ij jij i j j i j i j

g g

g g g

g g g

kk g g g
− − −

α α αα
′ ′α + α α αα

′ ′′ ′′α + α α αα= = =

− α− α + α α α

       
 

 ( )

( )
( )

ij
kij i
j

k
g x jJ M

α
= α[ ] .  

Îòæå,  
 ( ) ( )

ixg x iM ε =  

 

11 ( )1
1

( )

( )( )
( ) 1( ) 1

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

ii ki ii

i
it it

kiti it

kk
g xxg x

i g x i
k k

xg x t xg x t

J MM

J M

M J M

α

α

αα
= = = ε ε

α α
 

[ ][ ]

[ ] [ ]
. 

Òàêèì ÷èíîì, 

 
1 1( ) 1 1 ( ) 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).
( ) ( ) ( )

n n

xg x g x

xG x G x

xg x n n g x n

M J M

M J M
M J M

ε ε ε
Ψ = = = Ψ Ψ

ε ε ε
   ◊ 

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ( )A x  ³ñíóº òàêà îáî-

ðîòíà ìàòðèöÿ ( )U x , ùî 1
1 0( ) ( ) s s

sA x U x Ex D x D−
−= − − − . Òîä³ êîåô³-

ö³ºíòè óí³òàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ( ) ( )A x U x  âèçíà÷àþòüñÿ çà 
ôîðìóëîþ 

 

0

11
0 1 1

1

s s

s

D
D

M M M M

D

−
−

−

=  , 

äå ( )( ) ( ),  0,1, ,i
i P xM J M i s= Ψ Ψ =  . 
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 Ä î â å ä å í í ÿ. Çã³äíî ç òåîðåìîþ 2 ç [5, ñ. 103] øóêàí³ êîåô³ö³ºíòè 
ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ( ) ( )A x U x  âèçíà÷àºìî ÿê ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî ìàò-
ðè÷íîãî ð³âíÿííÿ 
 1 ( )( )    

( ) ( )ss A x xA x E Ex Ex
M X M−

∗∗
∆ = ∆


, (1) 

äå 

0

1

1s

X
X

X

X −

=  . Îñê³ëüêè 1 1( ) ( ) ( ) ( )A x Q x x P x− −
∗ ∗ ∗ ∗= Ψ , òî, ÿê âèïëèâàº ç òâåð-

äæåííÿ 4 ç [5, ñ. 29], ³ñíóº òàêà íåîñîáëèâà áëî÷íî-ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ 1L , 

ùî 1( ) 1 ( ) ( )
( ) ( )

x x
A x E x P x E

M L M −∗ ∗ ∗Ψ
∆ = ∆  ³ 11( ) ( ) ( )

( ) ( )s sA x x x P x x
M L M −

∗ ∗ ∗Φ
∆ = ∆ . Îòæå, 

ð³âíÿííÿ (1) º åêâ³âàëåíòíèì äî ð³âíÿííÿ 

 1 1( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )s

xx P x E x P x x
M X M− −

∗ ∗ ∗ ∗Ψ Ψ
∆ = ∆ . 

Ïðîâ³âøè ì³ðêóâàííÿ àíàëîã³÷í³ äî òèõ, ÿê³ áóëè âèêîðèñòàí³ ïðè äîâåäåíí³ 
òåîðåìè 1, à òàêîæ çàñòîñóâàâøè òâåðäæåííÿ 4 ç [5, ñ. 29], çàïèøåìî îòðè-
ìàíå ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³  

 

1 1
1 1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

s
x

s
n x n

n n

x x
p x E p x x

x x

x x
p x E p x x

x x

M M

L X L
M M

∆ ∆
ε ε

∆ ∆
ε ε

∆ ∆

=
∆ ∆

  , (2) 

äå 2L  – íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ. Ñêîðèñòàâøèñü òâåðäæåííÿì 6 ç [5, ñ. 31], 

çíàéäåìî òàêó íåîñîáëèâó áëî÷íî-ä³àãîíàëüíó ìàòðèöþ 3L , ùî ð³âíÿííÿ (2) 
çàïèøåòüñÿ òàê:  

 
1 1

1( ) 1 ( )

2 3 2 3

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

s
x

sn x n

p x E p x x

p x E n np x x

MM

L L X L L

M M

εε
=

ε ε

00

0 0
  . 

Îñê³ëüêè íóëüîâ³ áëîêè â ïðàâ³é òà ë³â³é ÷àñòèí³ öüîãî ð³âíÿííÿ ìàþòü îä-
íàêîâ³ ðîçì³ðè, òî ñêîðîòèâøè íà 2 3L L  ³ âèêðåñëèâøè âñ³ íóëüîâ³ áëîêè, 
îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ  

 ( ) ( )
( ) ( )sxP x E P x x

M X MΨ = Ψ , 

ÿêå ð³âíîñèëüíå ð³âíÿííþ (1). Çàñòîñóâàâøè ëåìó ïîñë³äîâíî s  ðàç³â äî 
ìàòðèö³ 

( )
( )sP x x

M Ψ , îòðèìàºìî 

 1 2
2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s sx P x x P x x P x

M J M J M− −Ψ = Ψ Ψ = Ψ Ψ =  

 ( )( ) ( )s
P x sJ M M= = Ψ Ψ = . 

Çàïèøåìî ìàòðèöþ ( ) ( )
xP x EM Ψ  ó âèãëÿä³  

 ( ) 1 1( ) ( )    ( ) ( )  ( )
( ) ( )s sxP x E P x E Ex Ex P x xP x x P x

M M M− −Ψ = Ψ = Ψ =
 

 

 1( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )sP x xP x x P x

M M M −= Ψ Ψ Ψ =  

 1
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )s

P x P x P xM J M J M−= Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ =  

 0 1 1sM M M −=  . 
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Îòæå, ð³âíÿííÿ (1) åêâ³âàëåíòíå äî ð³âíÿííÿ 0 1 1   s sM M M X M− = . 

Îñê³ëüêè ìàòðèöÿ ( )A x  ðåãóëÿðèçîâíà, òî íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 1  

 1 0 1 1( )    
det ( ) det    0s sP x E Ex Ex

M M M M− −Ψ = ≠


 , 

òîáòî ìàòðèöÿ 0 1 1sM M M −  º îáîðîòíîþ, òîìó 
1

0 1 1s sX M M M M
−

−=  , 

ùî é ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè. ◊ 
Çã³äíî ç ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [9] îñíîâíó ðîëü â îïèñàíí³ ä³ëüíèê³â 

ìàòðèö³ ( )A x , ÿê³ ìàþòü íàïåðåä çàäàíó êàíîí³÷íó ä³àãîíàëüíó ôîðìó 

(ê. ä. ô.) 1( ) diag ( ( ), , ( ))nx x xΦ = ϕ ϕ , â³ä³ãðàº ( , )Ψ ΦW  – ìíîæèíà ïðåäñòàâ-

íèê³â ë³âèõ êëàñ³â ñóì³æíîñò³ ìíîæèíè ( , )Ψ ΦL  ïî ãðóï³ ΦG , ÿê³ ñêëàäà-
þòüñÿ ç îáîðîòíèõ ìàòðèöü â³äïîâ³äíî âèãëÿäó 

 

11 12 1, 1 1

2
21 22 2, 1 2

2 1

1 2 , 1
1 2 1

( , )

( , ) ( , ) ( , )

n n

n n

n n n
n n n n nn

n n n n

−

−

−
−

ϕ
ϕ ε

ϕ ϕ ϕ
ϕ ε ϕ ε ϕ ε





    



   

   

   

, (3) 

 

11 12 1, 1 1

2
21 22 2, 1 2

1

1 2 , 1
1 2 1

n n

n n

n n n
n n n n nn

n

h h h h

h h h h

h h h h

−

−

−
−

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ





    



, 

[2, 9]. Òàê, íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 2 ðîáîòè [9] ìíîæèíà 1( ( ,  ) ( ) ) ( )P x x−Ψ Φ ΦW  

ñêëàäàºòüñÿ ç óñ³õ ë³âèõ íåàñîö³éîâàíèõ ñïðàâà ä³ëüíèê³â ìàòðèö³ ( )A x , ÿê³ 

ìàþòü ê. ä. ô. ( )xΦ . Ó íàéïðîñò³øîìó âèïàäêó ( , ) EΨ Φ =W { } . Òîä³ ( , )Ψ Φ =L  

Φ= G , ùî ð³âíîñèëüíî óìîâ³  

( , ) ,     2, , ,       1, , 1,     i j j i n j n i jϕ ε = ϕ = = − >  . 

Ó öüîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ ( )A x  ìàº ëèøå îäèí ç òî÷í³ñòþ äî àñîö³éîâíîñò³ 

ä³ëüíèê ç ê. ä. ô. ( )xΦ , ÿêèì º ìàòðèöÿ 1( ) ( )P x x− Φ . Ùîá âêàçàòè ÿâíèé âè-
ãëÿä ìíîæèíè ( ,  )Ψ ΦW , ðîçãëÿíåìî íèæíþ óí³òðèêóòíó ìàòðèöþ 

,

2
21

2 1

1 2 1
1 2 1

1 0 0 0

1 0 0
( , )

( )

1
( , ) ( , ) ( , )

n n n
n n n n

n n n n

k
V

k k k −
−

ϕ
ϕ ε

Φ =

ϕ ϕ ϕ
ϕ ε ϕ ε ϕ ε





    



, 

 
0 1

0, ( , ) ,

, ( , ) ,ij

ij

i j j
hij

ij ij ijh i j j

k
k k x k x

ϕ ε = ϕ=  + + + ϕ ε ≠ ϕ 
 

äå 
( , )

deg 1i j
ij

j
h

ϕ ε
= −

ϕ
, 2, , ,  1, , 1,  i n j n i j= = − >  , ijlk  – çì³íí³, ùî 

ïðèºäíóþòüñÿ äî ïîëÿ  . Çàóâàæèìî, ùî ìàòðèöÿ ( )V Φ  çá³ãàºòüñÿ ç ÿäðîì 
âèçíà÷àëüíî¿ ìàòðèö³, ââåäåíî¿ Ï. Ñ. Êàç³ì³ðñüêèì [4, 5]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 
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( , )Ψ ΦV  ìíîæèíó íèæí³õ óí³òðèêóòíèõ ìàòðèöü, ÿê³ îòðèìóþòüñÿ ³ç ìàò-

ðèö³ ( )V Φ , êîëè çì³íí³ ijlk  íåçàëåæíî îäíà â³ä îäíî¿ ïðîá³ãàþòü âñ³ çíà÷åí-

íÿ ³ç ïîëÿ  . Çã³äíî ç íàñë³äêîì ³ç òåîðåìè ç [8] ( ,  ) ( ,  )Ψ Φ ⊆ Ψ ΦV W . Ïðè 
öüîìó íà ï³äñòàâ³ íàñë³äêó 1 ³ç [7] ( ,  ) ( ,  )Ψ Φ = Ψ ΦW V  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, 
êîëè ñòåï³íü óñ³õ ïðîñòèõ ä³ëüíèê³â, ÿê³ âõîäÿòü â ðîçêëàä ìíîãî÷ëåíà 

1

( )
( )

i

i

x
x−

ϕ
ϕ

 íà ïðîñò³ ìíîæíèêè, º á³ëüøèì â³ä ñòåïåí³â â³äïîâ³äíèõ ä³ëüíèê³â 

åëåìåíòà 1

1

( )
( )

i

i

x
x

−

−

ε
ϕ

, 2, ,i n=  . Öå îçíà÷àº, ùî çà öèõ óìîâ çàäà÷à ïîøóêó 

óí³òàëüíèõ ä³ëüíèê³â ìàòðèö³ ( )A x  çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ ìàòðèöü 

ìíîæèíè 1( ( ,  ) ( ) ) ( )P x x−Ψ Φ ΦV , ÿê³ ðåãóëÿðèçóþòüñÿ ñïðàâà.  

Ïðèêëàä. Íåõàé 2( ) diag , ( 1) ( )A x x x x x= − = Ψ( ) . Îïèøåìî óí³òàëüí³ 

ä³ëüíèêè ö³º¿ ìàòðèö³, ÿê³ ìàþòü ê. ä. ô. 2( ) diag (1, )x xΦ = . Îñê³ëüêè 

2 12 1

1 1

( ) ( )
,  

( ) ( )
x x

x x
x x

ϕ ε
= =

ϕ ϕ
, 2 1> , à, îòæå, 1( ,  ) ( )x− Ψ Φ ΦV  º ìíîæèíîþ âñ³õ 

ë³âèõ íåàñîö³éîâàíèõ ñïðàâà ä³ëüíèê³â ìàòðèö³ ( )A x , ÿê³ ìàþòü ê. ä. ô. 

( )xΦ . Ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó 
21

1 0
( ,  )

1xk
 Ψ Φ =  
 

V , äå 21k ∈  . Âè-

áåðåìî ñåðåä öèõ ä³ëüíèê³â ò³, ùî ðåãóëÿðèçóþòüñÿ ñïðàâà. Îñê³ëüêè  

 
21

21

2
21 0 1

211

1 0 0 1
( )

00 xk
xk

M M x
kx

  = = 
 

 

³ 

 21
21

0 1
det 0

0
k

k
= − ≡/ , 

òî çã³äíî ç òåîðåìîþ 1 óñ³ ìàòðèö³ ìíîæèíè 1( ,  ) ( )x− Ψ Φ ΦV , çà âèíÿòêîì 
ìàòðèö³ ( )xΦ , ðåãóëÿðèçóþòüñÿ ñïðàâà. Ïðè öüîìó øóêàí³ ä³ëüíèêè ìàþòü 
âèãëÿä Ex B− , äå  

 
1 1

21
21

21 21

0 1 0 10 0 0 ,     0
0 01 0 0 0

kB k
k k

− −
= ⋅ ⋅ = ≠ . ◊ 

 ßêùî æ ( ,  )Ψ ΦV  º âëàñíîþ ï³äìíîæèíîþ ( ,  )Ψ ΦW , òî ìíîæèíà 
1( ( ,  ) ( )) ( )P x x−Ψ Φ ΦV  îïèñóº ëèøå ÷àñòèíó øóêàíèõ ä³ëüíèê³â ìàòðèö³ 

( )A x . Òèì íå ìåíøå, ÿêùî ìàòðèöÿ ( )A x  ìàº óí³òàëüíèé ä³ëüíèê, òî â 

ìíîæèí³ 1( ( ,  ) ( )) ( )P x x−Ψ Φ ΦV  ³ñíóº ìàòðèöÿ, ÿêà ðåãóëÿðèçóºòüñÿ ñïðàâà. 
Öåé ôàêò áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº ç íàñòóïíî¿ òåîðåìè.  

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî ùîá ³ç ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ( )A x  ìîæíà áóëî 
âèä³ëèòè óí³òàëüíèé ä³ëüíèê ç ê. ä. ô. ( )xΦ , degdet ( )x nsΦ = , íåîáõ³äíî 

òà äîñòàòíüî, ùîá 1( ) ( )    
det ( ) 0sV P x E Ex Ex

M −Φ
Φ ≡/


, ïðè÷îìó êîåô³ö³ºíòè 

óí³òàëüíîãî ä³ëüíèêà 1
1 0

s s
sEx B x B−

−− − −  âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ 

 

0

11
0 1 1

1

   s s

s

B
B

N N N N

B

−
−

−

=  , (4) 

äå ( ) ( )( ) ( )i
i V P xN J M Φ= Φ Φ , 0,1, ,i s=  . 
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 Ä î â å ä å í í ÿ. Çã³äíî ç òåîðåìîþ 1 ç [5, ñ. 153], äëÿ òîãî ùîá ³ç ìàò-
ðèö³ ( )A x  ìîæíà áóëî âèä³ëèòè óí³òàëüíèé ä³ëüíèê ç ê. ä. ô. ( )xΦ , íåîáõ³ä-
íî òà äîñòàòíüî, ùîá  

 ( ) ( )rang ( )
xW P x EM nsΦ ϕ = ,  (5) 

äå ( ) det ( )x xϕ = Φ , 
1

( ) ( )
( ) diag ,  ,  ( ) ( ) ( )

( ) ( )n

x x
W V x V

x x ∗
ϕ ϕ Φ = Φ = Φ Φ ϕ ϕ 

 . Ì³ð-

êóþ÷è àíàëîã³÷íî, ÿê ïðè äîâåäåíí³ òåîðåìè 1, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî 

( ) ( ) ( ) ( )rang ( ) rang ( )
x xW P x E V P x EM MΦ Φϕ = Φ . Îñê³ëüêè ìàòðèöÿ ( ) ( ) ( )

xV P x EM Φ Φ  

êâàäðàòíà ïîðÿäêó ns , òî óìîâà (5) åêâ³âàëåíòíà óìîâ³ ( ) ( )det ( )
xV P x EM Φ Φ ≡/  

0≡/ . Çâàæàþ÷è íà òå, ùî ìàòðèöÿ ( )V Φ  ìàº âèãëÿä (3), îòðèìóºìî, ùî ìàò-

ðèöÿ 1( ( ) ( ))V P x −Φ Φ  º ë³âèì ä³ëüíèêîì ìàòðèö³ ( )A x  íàä [ ]
ijlk x , äå 

ijlk  – 

òðàíñöåäåíòíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ   çà ðàõóíîê ïðèºäíàííÿ óñ³õ ïàðàìåò-
ð³â, ÿê³ ô³ãóðóþòü â ìíîãî÷ëåíàõ ( )ijk x . Çã³äíî ç òåîðåìîþ 1 ìàòðèöÿ 

1( ( ) ( ))V P x −Φ Φ  ðåãóëÿðèçóºòüñÿ ñïðàâà, ïðè÷îìó íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 2 êî-
åô³ö³ºíòè óí³òàëüíîãî ä³ëüíèêà çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëîþ (5). Òåîðåìó äî-
âåäåíî. ◊ 
 Çàóâàæåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèö³ ç ð³âíîñò³ (4) º ìàòðèöÿìè íàä ïî-
ëåì 

ijlk . Íàäàþ÷è ïàðàìåòðàì, ÿê³ º êîåô³ö³ºíòàìè â ìíîãî÷ëåíàõ ( )ijk x , 

äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ³ç ïîëÿ  , òîáòî òàêèõ çíà÷åíü, ïðè ÿêèõ ìàòðèöÿ 

0 1 1   sN N N −  º íåîñîáëèâîþ, áóäåìî îòðèìóâàòè øóêàí³ óí³òàëüí³ ä³ëü-

íèêè ìàòðèö³ ( )A x  íàä [ ]x . 

 ²íâîëþö³ºþ â ê³ëüö³ [ ]x  íàçèâàþòü òàêó îïåðàö³þ ∇ , ùî äëÿ äîâ³ëü-

íèõ åëåìåíò³â , [ ]a b x∈   âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³  

 ( ) ,        ( ) ,        ( )a b a b ab a b a a∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇+ = + = = . 

Íà ê³ëüöå ( [ ])nM x  ³íâîëþö³ÿ ïåðåíîñèòüñÿ òàêèì ÷èíîì [6]: 

 ( ) ( ) ( )ij jiA x a x a x
∇∇ ∇= = . 

Ìàòðèöþ ( )A x  íàçâåìî ∇ -ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî ( ) ( )A x A x∇ = . 
 Ó ðîáîòàõ [6, 10] äîñë³äæóâàëîñü ïèòàííÿ ôàêòîðèçàö³¿ ñèìåòðè÷íèõ 
ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿìè ç ³íâîëþö³ºþ, çîêðåìà íàä ê³ëüöåì ìíîãî÷ëåí³â ç ³í-
âîëþö³ºþ. ²ç çàñòîñóâàííÿì òåîð³¿ âèä³ëåííÿ ðåãóëÿðíîãî ìíîæíèêà ç ìàò-
ðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà â ðîáîò³ [3] âêàçàíî íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ³ñíó-
âàííÿ ôàêòîðèçàö³¿ ∇ -ñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³ âèãëÿäó 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,A x B x C x B x ∇=   (6) 

äå ( )B x  – óí³òàëüíà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ, ( ) ( )C x C x∇ =  – íåîñîáëèâà ìàò-
ðèöÿ. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 3 ³ ðåçóëüòàòè ðîáîòè [3], îòðèìàºìî òàêó òåî-
ðåìó. 

Òåîðåìà 4. Äëÿ ∇ -ñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³ ( )A x  ³ñíóº ôàêòîðèçàö³ÿ 
âèãëÿäó (6), äå ( )B x  – óí³òàëüíà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ s , òîä³ é 

ò³ëüêè òîä³, êîëè ∇ -ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )V P x A x P x x∇ ∇Φ Φ  ä³-

ëèòüñÿ îäíî÷àñíî çë³âà íà ( )xΦ  ³ ñïðàâà íà ( )x ∇Φ . Ïðè äîïóñòèìèõ çíà-

÷åííÿõ âåëè÷èí ijsk  ìàòðèö³ ( )V Φ , äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

1( ) ( )    
det ( ) 0sV P x E Ex Ex

M −Φ
Φ ≡/

, êîåô³ö³ºíòè ( )B x  âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîð-

ìóëîþ (4).  
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 Âèêîðèñòàºìî îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äëÿ äîñë³äæåííÿ ³ñíóâàííÿ ³ âè-
çíà÷åííÿ ðîçâ’ÿçê³â ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðè÷íèõ ð³âíÿíü. Äëÿ öüîãî äåùî âè-
äîçì³íèìî ïîíÿòòÿ çíà÷åííÿ ìàòðèö³ ( )g x  (ó ðîçãëÿäóâàíîìó êîíêðåòíîìó 

âèïàäêó ( )g x  – ìàòðèöÿ-ðÿäîê) íà ñèñòåì³ êîðåí³â ìíîãî÷ëåíà ( )xε =  

1
1( ) ( ) tk k

tx x= − α − α : 

 

1( )
( ) 1

( )
( )

( )

( )
t

k
g x

g x
k

g x t

M

M

M

α
ε =

α


 



[ ]

[ ]
, äå ( )

( )

( 1)

1 ( )
1 ( )
1!
1 ( )
2!

1 ( )
( 1) !

i

i

i

k
ig x i

k
i

i

g

g

gM

g
k

−

α

′ α

′′ αα =

α
−




[ ] . 

Ëåãêî çàóâàæèòè, ùî  

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
i i

ki
i

k k
g x i g x iM T M

α
α = α [ ] [ ] , 

äå 

 ( )
1 1 1diag 1, , , ,
1! 2! ( 1) !ki

i i
T

kα
 =  − 

 .  

Ïîçíà÷èìî òàêîæ  

 
1 ( ) 1

( )

( )

( )

( )

( )
n

g x

G x

g x n

M

M

M

ε
Ψ =

ε


 


. 

Î÷åâèäíî, ùî ( ) ( )( ) ( )G x G xM T MΨΨ = Ψ , äå TΨ  – ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ, ÿêà º 

ïðÿìîþ ñóìîþ óñ³õ ìàòðèöü 
( )ij

ij

k
Tα .  

 Ðîçãëÿíåìî îäíîñòîðîííº ìàòðè÷íå ð³âíÿííÿ  

 1
1 0 0k k

k kX A X A A−
−+ + + = . (7) 

Ïîñòàâèìî éîìó ó â³äïîâ³äí³ñòü ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí  

 1 1 1
1 0( ) ,       ( ) ( ) ( ) ( )k k

k kA x A x A x A A x P x x Q x− − −
−= + + + = Ψ , 

äå ( )xΨ  – êàíîí³÷íà ä³àãîíàëüíà ôîðìà ìàòðèö³ ( )A x .  

Òåîðåìà 5. Äëÿ òîãî ùîá ìàòðè÷íå ð³âíÿííÿ (7) ìàëî ðîçâ’ÿçîê, õà-
ðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ÿêîãî ìàº ê. ä. ô. ( ),  deg det ( )x x nΦ Φ = , 

( ) | ( )x xΦ Ψ , íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá ( ) ( )det ( ) 0V P xM Φ Φ ≡/ , ïðè÷îìó 

ñàì ðîçâ’ÿçîê âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ  

 1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )V P x V P xX M J M−
Φ ∗ Φ= Φ Φ Φ  , 

äå ( )J∗ Φ  – íèæíÿ ôîðìà Æîðäàíà ìàòðèö³ ( )J Φ . 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Çã³äíî ç óçàãàëüíåíîþ òåîðåìîþ Áåçó ìàòðèöÿ Â º 
ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (7) òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ( ) ( ) ( )A x Ex B C x= − . Îòæå, 
çàäà÷à ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (7) çâîäèòüñÿ äî ïîøóêó ë³âèõ óí³òàëü-
íèõ ä³ëüíèê³â ïåðøîãî ñòåïåíÿ ìàòðèö³ ( )A x . Íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 3 íåîá-
õ³äíîþ ³ äîñòàòíüîþ óìîâîþ âèä³ëåííÿ ë³í³éíîãî óí³òàëüíîãî ä³ëüíèêà ç çà-

äàíîþ ê. ä. ô. º óìîâà ( ) ( )det ( ) 0V P xM Φ Φ ≡/ . Îñê³ëüêè ìàòðèö³ ( ) ( ) ( )V P xM Φ Φ , 

( ) ( ) ( )V P xM Φ Φ  â³äð³çíÿþòüñÿ íà íåîñîáëèâó ä³àãîíàëüíó ìàòðèöþ TΦ , òî 

óìîâà ( ) ( )det ( ) 0V P xM Φ Φ ≡/  ð³âíîñèëüíà óìîâ³ ( ) ( )det ( ) 0V P xM Φ Φ ≡/ . Çã³äíî ç 

ö³ºþ æ òåîðåìîþ ñàì óí³òàëüíèé ä³ëüíèê âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ  
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 1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )V P x V P xX M J M−
Φ Φ= Φ Φ Φ . 

Çâàæèâøè íà òå, ùî 1( ) ( )T J T J−
Φ Φ ∗Φ = Φ , îòðèìóºìî  

 1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )V P x V P xX M J M−
Φ Φ= Φ Φ Φ =  

 1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )V P x V P xT M J T M−

Φ Φ ∗ Φ Φ= Φ Φ Φ =( ) ( )  

 1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )V P x V P xM J M−
Φ ∗ Φ= Φ Φ Φ  . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Çàóâàæåííÿ. Íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 4 ³ ðåçóëüòàò³â ðîáîòè [6] îòðèìóºìî 
íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ (7) ó 
òàêèõ âèïàäêàõ: 

(i) óñ³ ìàòðèö³ 2mA  – åðì³òîâ³, à âñ³ 2 1mA +  – àíòèåðì³òîâ³; 

(ii) óñ³ ìàòðèö³ 2mA  – ñèìåòðè÷í³, à âñ³ 2 1mA +  – êîñîñèìåòðè÷í³; 

(iii) óñ³ ìàòðèö³ iA  – ä³éñí³ ñèìåòðè÷í³. 

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî, êîëè ìàòðèöÿ B  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (7), òî 

B∇  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ  

 1
1 0 0k k

k kA X A X A−
−+ + + = . 

Íà çàâåðøåííÿ âêàæåìî îäèí ìåòîä çâåäåííÿ ÷èñëîâî¿ ìàòðèö³ äî ¿¿ 
ôîðìè Æîðäàíà.  

 Òåîðåìà 6. Íåõàé ( )nA M∈   ³  1( )( ) ( ) diag ( ), , ( )nP x Ex A Q x x x− = ε ε =( )  

( )x= Ψ  – êàíîí³÷íà ä³àãîíàëüíà ôîðìà ìàòðèö³ Ex A− . Òîä³  

 1
( ) ( )( ) ( ) ( )P x P xM AM J−

∗Ψ Ψ = Ψ   

º ôîðìîþ Æîðäàíà ìàòðèö³ A . 
 Ä î â å ä å í í ÿ. Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ ( )A x Ex A= −  ðåãóëÿðèçîâíà. 

Òîä³ çã³äíî ç òåîðåìîþ 1 ( )det ( ) 0P xM Ψ ≠ , à, îòæå, ( )det ( ) 0P xM Ψ ≠ . Íà 

ï³äñòàâ³ òåîðåìè 2 òà ç îãëÿäó íà ºäèí³ñòü ðåãóëÿðèçàö³¿ îòðèìóºìî 

 1
( ) ( )( ) ( ) ( )P x P xA M J M−= Ψ Φ Ψ =  

 1 1 1
( ) ( )( ) ( ) ( )P x P xM T T J T T M− − −

Φ Φ Φ Φ= Ψ Φ Ψ =( ) ( ) ( )  

 1 1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P x P x P x P xT M J T M M J M− −

Φ ∗ Φ ∗= Ψ Ψ Ψ = Ψ Ψ Ψ ( ) ( ) , 

ùî é ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè. ◊ 
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МАТРИЦА ЗНАЧЕНИЙ НА СИСТЕМЕ КОРНЕЙ ДИАГОНАЛЬНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ МАТРИЦЫ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ 
 
Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû íà ñèñòåìå êîðíåé äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû, êîòîðîå áàçèðóåòñÿ íà èçâåñòíîì îïðåäåëåíèè Ï. Ñ. Êàçèìèðñêîãî 
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû íà ñèñòåìå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñóùåñòâåííî 
óïðîùàåòñÿ ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé ðåãóëÿðèçàöèè ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, 
ïîèñêà óíèòàëüíûõ äåëèòåëåé, ôàêòîðèçàöèè ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, à òàêæå 
íàõîæäåíèÿ æîðäàíîâîé ôîðìû ÷èñëîâîé ìàòðèöû.  
 
MATRIX OF VALUES ON A SYSTEM OF ROOTS OF DIAGONAL 
ELEMENTS OF MATRIX AND ITS APPLICATIONS 
 
P. S. Kazimirskyj introduced the notion of values of matrix on a system of polynomial. 
On its base, the concept of values of matrix on a system of roots of diagonal elements 
of matrix is introduced. The processes of regularization conditions of a matrix 
polynomial, the description of monic divisors, the factorization of symmetric matrices 
and the calculation of the Jordan normal form of an integer matrix are essentially 
simplified due to this new concept. 
 
1 Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â, 
2 ²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
 ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 19.09.05 
 


