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ПРО СЛАБКУ АПРОКСИМАЦІЮ У ЛІНІЙНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ 
ГРУПАХ НАД ПСЕВДОГЛОБАЛЬНИМИ ПОЛЯМИ 
 

Íåõàé G  – çâ’ÿçíà ë³í³éíà àëãåáðà¿÷íà ãðóïà íàä ïîëåì K  àëãåáðà¿÷íèõ 
ôóíêö³é â³ä îäí³º¿ çì³ííî¿ ç ïñåâäîñê³í÷åííèì ïîëåì êîíñòàíò õàðàêòåðèñ-
òèêè íóëü. Ïðèïóñòèìî, ùî G  ìàº ñïåö³àëüíå K -íàêðèòòÿ ç ÿäðîì µ . Òî-

ä³ äëÿ êîæíî¿ ñê³í÷åííî¿ ï³äìíîæèíè Σ  ìíîæèíè âñ³õ íîðìóâàíü ïîëÿ K  äå-
ôåêò ( )A GΣ  ñëàáêî¿ àïðîêñèìàö³¿ äîð³âíþº êîÿäðó â³äîáðàæåííÿ îáìåæåííÿ 

1 1( , ) ( , )v
v

H K H K
∈Σ

µ → ∏ µ .  

 
Íåäàâíî Æ.-Ë. Êîëë³î-Òåëåí, Ï. Æ³ëë ³ Ð. Ïàð³ìàëà [9] äîâåëè, ùî á³ëü-

ø³ñòü â³äîìèõ âëàñòèâîñòåé ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ãðóï ³ ¿õí³õ îäíîð³äíèõ 
ïðîñòîð³â íàä ö³ëêîì óÿâíèìè ÷èñëîâèìè ïîëÿìè ìàþòü àíàëîãè íàä ïîëÿ-
ìè òàêèõ òèï³â:  

(gl) ôóíêö³îíàëüíå ïîëå K  â³ä äâîõ çì³ííèõ íàä ïîëåì k , òîáòî ïîëå 
ôóíêö³é íà ãëàäê³é ïðîåêòèâí³é çâ’ÿçí³é ïîâåðõí³ íàä k ; (ll) ïîëå äðîá³â K  
ãåíçåëåâî¿ åêñöåëåíòíî¿ äâîâèì³ðíî¿ ëîêàëüíî¿ îáëàñò³ A  ç ïîëåì ëèø-
ê³â k ; (sl) ïîëå ðÿä³â Ëîðàíà (( ))K l t=  íàä ïîëåì l  õàðàêòåðèñòèêè íóëü ³ 
êîãîìîëîã³÷íî¿ ðîçì³ðíîñò³ 1.  

Óñ³ ö³ ïîëÿ K  ìàþòü òàê³ âëàñòèâîñò³:  
(I) ¿õíÿ êîãîìîëîã³÷íà ðîçì³ðí³ñòü äîð³âíþº 2;  
(II) äëÿ êîæíîãî ñê³í÷åííîãî ðîçøèðåííÿ L K/  ³ êîæíî¿ öåíòðàëüíî¿ 

ïðîñòî¿ àëãåáðè ç ä³ëåííÿì D  íàä ïîëåì L  ³íäåêñ àëãåáðè D L/  äîð³âíþº 
¿¿ ïîêàçíèêó;  

(III) 1( , ) 1H K G =  äëÿ êîæíî¿ íàï³âïðîñòî¿ îäíîçâ’ÿçíî¿ ãðóïè G  íàä 
ïîëåì K .  

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàºìî ðåäóêòèâí³ ë³í³éí³ àëãåáðà¿÷í³ ãðóïè íàä 
ïîëåì K  àëãåáðà¿÷íèõ ôóíêö³é â³ä îäí³º¿ çì³ííî¿ ç ïñåâäîñê³í÷åííèì [9] 
ïîëåì êîíñòàíò k . Òàêå ïîëå K  íàçèâàºìî ïñåâäîãëîáàëüíèì. Íàãàäàºìî, 
ùî äîñêîíàëå ïîëå k  íàçèâàþòü ïñåâäîñê³í÷åííèì, ÿêùî âîíî ìàº ºäèíå 
ðîçøèðåííÿ ñòåïåíÿ n  äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n  ³ ÿêùî êîæåí 
àáñîëþòíî íåçâ³äíèé àô³ííèé ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé íàä k , ìàº k -ðàö³î-
íàëüíó òî÷êó. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ïñåâäîãëîáàëüí³ ïîëÿ òåæ ìàþòü âëàñòèâîñ-
ò³ (I)–(III).  

Íàçâåìî ñïåö³àëüíèì íàêðèòòÿì àáî ñïåö³àëüíîþ ³çîãåí³ºþ êîæíó 
öåíòðàëüíó K -³çîãåí³þ G G′ →  ðåäóêòèâíèõ ãðóï, äå G′  – äîáóòîê íàï³â-
ïðîñòî¿ îäíîçâ’ÿçíî¿ ãðóïè òà êâàç³òðèâ³àëüíîãî K -òîðà, òîáòî òîðà, ³çî-
ìîðôíîãî äîáóòêó òîð³â âèãëÿäó ( )

iL K m
i

R G∏ / , äå iL  – ñê³í÷åíí³ ðîçøèðåí-

íÿ ïîëÿ K . ²íàêøå êàæó÷è, ë³í³éíà àëãåáðà¿÷íà ãðóïà G  ìàº ñïåö³àëüíå 
íàêðèòòÿ, ÿêùî ³ñíóº òî÷íà ïîñë³äîâí³ñòü  

 1 1G G′→ µ → → → , (1) 

äå G′  – äîáóòîê íàï³âïðîñòî¿ îäíîçâ’ÿçíî¿ ãðóïè òà êâàç³òðèâ³àëüíîãî òîðà, 

à G G′ →  – ³çîãåí³ÿ ç ÿäðîì µ . Â³äîìî [9], ùî ãðóïà µ  ìàº â’ÿëó ðåçîëü-
âåíòó  

 1 1F P→ µ → → → , (2) 

äå F  – â’ÿëèé òîð, à P  – êâàç³òðèâ³àëüíèé òîð ( 1( , ) 0H H F− =  äëÿ âñ³õ ï³ä-
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ãðóï h  àáñîëþòíî¿ ãðóïè ¥àëóà ïîëÿ K , äå F  – ãðóïà õàðàêòåð³â òîðà F ). 

Äëÿ ïîëÿ K , íàä³ëåíîãî ìíîæèíîþ íîðìóâàíü KV , ï³äìíîæèíè KVΣ ⊂  òà 
àëãåáðà¿÷íî¿ ë³í³éíî¿ ãðóïè G  ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )A GΣ  ôàêòîðãðóïó ãðóïè 

( )v
v

G K
∈Σ
∏  çà çàìèêàííÿì îáðàçó ãðóïè ( )G K  ïðè ä³àãîíàëüíîìó çàíóðåíí³, 

ïðè÷îìó ( ) ( )KV
A G A G= . ßêùî µ  – êîìóòàòèâíà ãðóïà, òî ÷åðåç 1× ( , )KΣ µ  

ïîçíà÷àºìî êîÿäðî îáìåæåííÿ 1 1( , ) ( , )v
v

H K H K
∈Σ

µ → ∏ µ , à ÷åðåç 1× ( , )Kω µ  – 

ïðîåêòèâíó ãðàíèöþ ãðóï 1× ( , )KΣ µ , äå Σ  ïðîá³ãàº ñê³í÷åíí³ ï³äìíîæèíè 

ìíîæèíè KV . ×åðåç K  ïîçíà÷àºìî àëãåáðà¿÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ K .  
Òåîðåìà 1. Íåõàé G  – çâ’ÿçíà ë³í³éíà àëãåáðà¿÷íà ãðóïà íàä ïñåâäî-

ãëîáàëüíèì ïîëåì K  õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Ïðèïóñòèìî, ùî G  ìàº ñïå-

ö³àëüíå íàêðèòòÿ G G′ →  ç ÿäðîì µ . Íåõàé KVΣ ⊂  – ñê³í÷åííà ï³äìíî-
æèíà. Òîä³:  

(i) 1( ) × ( , )A G KΣ Σ= µ ;  

(ii) äåôåêò ( )A G  ñëàáêî¿ àïðîêñèìàö³¿ º ñê³í÷åííîþ êîìóòàòèâíîþ 

ãðóïîþ ³ 1( ) × ( , )A G Kω= µ ;  

(i³i) 
0

( ) ( )A G A GΣ= , äå 0Σ  – ïðèäàòíà ñê³í÷åííà ï³äìíîæèíà â Σ , ÿêà 

ñêëàäàºòüñÿ ç ðîçãàëóæåíèõ ó ˆ( )K Kµ /  íîðìóâàíü, äå ˆ Hom( , )Kµ = µ .  

Æ.-Ë. Êîëë³î-Òåëåí, Ï. Æ³ëë ³ Ð. Ïàð³ìàëà äîâåëè [9], ùî, êîëè G K/  – 
îäíîçâ’ÿçíà ãðóïà íàä ïîëåì K  òèïó (gl) àáî (ll), ïðè÷îìó ó âèïàäêó (gl) 
ãðóïà G  íå ìàº 8E -ìíîæíèê³â, òî äëÿ êîæíî¿ ñê³í÷åííî¿ ìíîæèíè íîðìó-

âàíü KVΣ ⊂  ä³àãîíàëüíå â³äîáðàæåííÿ ( ) ( )v
v

G K G K
∈Σ

→ ∏  ìàº ù³ëüíèé 

îáðàç, òîáòî G  ìàº âëàñòèâ³ñòü ñëàáêî¿ àïðîêñèìàö³¿. Öåé ðåçóëüòàò º 
ïðàâèëüíèì ³ äëÿ îäíîçâ’ÿçíèõ ãðóï íàä ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì K .  

Òåîðåìà 2. Êîæíà îäíîçâ’ÿçíà ë³í³éíà àëãåáðà¿÷íà ãðóïà íàä ïñåâäî-
ãëîáàëüíèì ïîëåì K  ìàº âëàñòèâ³ñòü ñëàáêî¿ àïðîêñèìàö³¿.  

Ä î â å ä å í í ÿ. Çàñòîñîâóºìî ñõåìó ì³ðêóâàíü ç ðîáîòè [9, òåîðå-
ìà 4.7]. Â. ². ×åðíîóñîâ ³ Â. Ï. Ïëàòîíîâ [8] äîâåëè, ùî îäíîçâ’ÿçí³ ë³í³éí³ 
àëãåáðà¿÷í³ ãðóïè áåç ìíîæíèê³â òèïó nA  íàä p -àäè÷íèìè òà ÷èñòî óÿâíè-

ìè ÷èñëîâèìè ïîëÿìè º ðàö³îíàëüíèìè ìíîãîâèäàìè. Îòæå, ö³ ãðóïè ìàþòü 
âëàñòèâ³ñòü ñëàáêî¿ àïðîêñèìàö³¿. Ó [9] òàêîæ äîâåäåíî, ùî öåé ðåçóëüòàò 
çàëèøàºòüñÿ ïðàâèëüíèì äëÿ îäíîçâ’ÿçíèõ ãðóï íàä ïîëÿìè K  õàðàêòå-

ðèñòèêè íóëü ç âëàñòèâîñòÿìè: à) cd ( ) 2K ≤ ; á) abcd ( ) 1K ≤ ; â) äëÿ êîæíîãî 
ñê³í÷åííîãî ðîçøèðåííÿ L  ïîëÿ K  ³íäåêñè 2-ïðèìàðíèõ ³ 3-ïðèìàðíèõ 
êîìïîíåíò öåíòðàëüíèõ ïðîñòèõ àëãåáð íàä L  äîð³âíþþòü ¿õ ïîêàçíèêàì. 

Òóò ÷åðåç cd ( )K  ³ abcd ( )K  ïîçíà÷åíî â³äïîâ³äíî êîãîìîëîã³÷í³ ðîçì³ðíîñò³ 
ïîëÿ K  ³ ìàêñèìàëüíîãî àáåëåâîãî ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K .  

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî êîãîìîëîã³÷íà ðîçì³ðí³ñòü ïñåâäîñê³í÷åííîãî ïî-
ëÿ êîíñòàíò k  ïñåâäîãëîáàëüíîãî ïîëÿ K  äîð³âíþº 1. Òîìó çà òâåðäæåí-
íÿì 11 ç êíèãè [3, ðîçä. 2] cd ( ) 2K = . Âñ³ ñê³í÷åíí³ ðîçøèðåííÿ ïîëÿ êîí-

ñòàíò k  ïîëÿ K  º àáåëåâèìè (íàñïðàâä³ – öèêë³÷íèìè), òîìó ìàêñèìàëüíå 

àáåëåâå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K  ì³ñòèòü ï³äïîëå kK  (k  – àëãåáðà¿÷íå çàìè-

êàííÿ ïîëÿ k ). Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî çà òåîðåìîþ Òçåíà cd ( )kK =  

1= , ³ abK  º àëãåáðà¿÷íèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ kK , îòðèìóºìî, ùî abK  ìàº 
êîãîìîëîã³÷íó ðîçì³ðí³ñòü 1. Íàðåøò³, ð³âí³ñòü ïîðÿäêó òà ïîêàçíèêà äëÿ 
öåíòðàëüíèõ ïðîñòèõ àëãåáð íàä ïñåâäîãëîáàëüíèìè ïîëÿìè äîâåäåíî ó [6]. 
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Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 äîñèòü ðîçãëÿíóòè ëèøå ãðóïè òèïó nA , 

îñê³ëüêè â ³íøèõ âèïàäêàõ K -ìíîãîâèä G  º K -ðàö³îíàëüíèì ³ òîìó ìàº 
âëàñòèâ³ñòü ñëàáêî¿ àïðîêñèìàö³¿.  

Äëÿ ãðóï òèïó nA  äîñèòü áóêâàëüíî ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ ç [9]. ßêùî 

ãðóïà G  ìàº òèï 1
nA , òî 1SL ( )G D=  äëÿ äåÿêî¿ öåíòðàëüíî¿ ïðîñòî¿ àë-

ãåáðè D K/ . Íåõàé 1
/: Nrd ( ) 1D KD x D x= ∈ ={ }  – ï³äãðóïà åëåìåíò³â ó D∗  

ç³ ðåäóêîâàíîþ íîðìîþ 1. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó 1
vv v

v
Dg ∗

∈Σ ∈Σ
∈ ∏{ } . Îñê³ëüêè 

êîæíå ïîïîâíåííÿ vK  º 2C -ïîëåì [3, ðîçä. 2, òâåðäæåííÿ 11], òî çã³äíî ç 

ðåçóëüòàòàìè Â. ². ßí÷åâñüêîãî [4] âñ³ åëåìåíòè vg  º äîáóòêàìè êîìóòàòîð³â 

åëåìåíò³â ç 1

vKD∗ . Äàë³, îñê³ëüêè ìíîæèíà íîðìóâàíü Σ  º ñê³í÷åííîþ, òî ³ñ-

íóº ö³ëå ÷èñëî 0n >  òàêå, ùî êîæåí åëåìåíò vg  äëÿ v ∈ Σ  º äîáóòêîì 

òî÷íî n  êîìóòàòîð³â åëåìåíò³â ç 1

vKD∗ . Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò, 

ùî D∗  º ìíîæèíîþ K -òî÷îê â³äêðèòîãî ï³äìíîãîâèäó àô³ííîãî ïðîñòîðó 

íàä ïîëåì K , îòðèìóºìî, ùî ä³àãîíàëüíå â³äîáðàæåííÿ 
vK

v
D D∗ ∗

∈Σ
→ ∏  ìàº 

ù³ëüíèé îáðàç. Àïðîêñèìóþ÷è âñ³ âõîäæåííÿ n  êîìóòàòîð³â, îäåðæóºìî, 
ùî ãðóïà ( )G K  º ù³ëüíîþ ó äîáóòêó ( )v

v
G K

∈Σ
∏ .  

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî G  ìàº òèï 2
nA , òîáòî SU( , )G B= τ , äå /L K  – 

êâàäðàòè÷íå ñåïàðàáåëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ K , à /B L  – öåíòðàëüíà 
ïðîñòà àëãåáðà, íàä³ëåíà ³íâîëþö³ºþ τ  äðóãîãî ðîäó. Ðîçãëÿíåìî ãîìîìîð-

ô³çì B L∗ ∗→ , îçíà÷åíèé ïðàâèëîì Nrd( )/ Nrd( ) :b b b B L∗ ∗τ → . Öåé ãî-
ìîìîðô³çì âèçíà÷àº òî÷íó ïîñë³äîâí³ñòü àëãåáðà¿÷íèõ K -ãðóï:  

 1
/ 1, /1 (GL) ( ) 1L K B L K mH R R→ → → → . 

Îñê³ëüêè G  ³ H  º ñòàá³ëüíî K -á³ðàö³îíàëüíî åêâ³âàëåíòíèìè K -ìíîãîâè-
äàìè, òî ñëàáêà àïðîêñèìàö³ÿ äëÿ îäíîãî ç íèõ åêâ³âàëåíòíà ñëàáê³é àïðîê-
ñèìàö³¿ äëÿ ³íøîãî. Íåõàé Σ  – ñê³í÷åííà ìíîæèíà íîðìóâàíü ïîëÿ K  ³ íå-
õàé 

vKv v
v

Hg ∈Σ ∈Σ
∈ ∏{ } . Çà ðåçóëüòàòàìè Â. ². ßí÷åâñüêîãî [5], çàñòîñîâàíèìè 

äî ïîïîâíåííÿ vK , äîâ³ëüíèé åëåìåíò ç ( )vH K  º äîáóòêîì τ -ñèìåòðè÷íèõ 

åëåìåíò³â ç 
vKB∗ . Îñê³ëüêè ìíîæèíà Σ  ñê³í÷åííà, òî ³ñíóº ö³ëå ÷èñëî 0n >  

òàêå, ùî êîæåí åëåìåíò vg  äëÿ v ∈ Σ  º äîáóòêîì òî÷íî n  τ  -ñèìåòðè÷íèõ 

åëåìåíò³â ç 
vKB∗ . Ìíîæèíà τ -ñèìåòðè÷íèõ åëåìåíò³â ç B∗  º ìíîæèíîþ K -

ðàö³îíàëüíèõ òî÷îê â³äêðèòî¿ (çà Çàðèñüêèì) ï³äìíîæèíè àô³ííîãî ïðîñòî-
ðó íàä ïîëåì K . Òàêèì ÷èíîì, ñëàáêà àïðîêñèìàö³ÿ âèêîíóºòüñÿ äëÿ òàêî¿ 
ìíîæèíè ³ çâ³äñè îäåðæóºìî, ùî ãðóïà ( )H K  ù³ëüíà â äîáóòêó ( )v

v
H K

∈Σ
∏ . ◊ 

Òåîðåìà 3. Íåõàé K  – ïñåâäîãëîáàëüíå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü ³ 
íåõàé G  – çâ’ÿçíà ë³í³éíà àëãåáðà¿÷íà K -ãðóïà.  

(i) ßêùî ãðóïà G  îäíîçâ’ÿçíà, òî 1( , ) 1H K G = .  

(ii) Íåõàé G  – íàï³âïðîñòà îäíîçâ’ÿçíà ãðóïà, ad1 1G G→ µ → → →  – 

öåíòðàëüíà ³çîãåí³ÿ, â³äïîâ³äíà öåíòðó µ  ãðóïè G , äå adG  – 
ïðèºäíàíà ãðóïà. Òîä³:  

à) ãðàíè÷íå â³äîáðàæåííÿ 1 ad 2: ( , ) ( , )H K G H Kδ → µ  º á³ºêö³ºþ;  

á) ÿêùî ãðóïà G  íå º ãðóïîþ òèïó A , òî âîíà ³çîòðîïíà.  
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Ä î â å ä å í í ÿ. Âëàñòèâ³ñòü (i) âèïëèâàº ç [9, òåîðåìà 1.2 (v)], äå äî-
âåäåíî, ùî, êîëè ³íäåêñè 2-ïðèìàðíèõ ³ 3-ïðèìàðíèõ êîìïîíåíò öåíòðàëü-
íèõ ïðîñòèõ àëãåáð äîð³âíþþòü ¿õ ïîêàçíèêàì íàä ñê³í÷åííèìè ðîçøèðåí-

íÿìè ïîëÿ K  ³ êîãîìîëîã³÷íà ðîçì³ðí³ñòü ïîëÿ abK  íå á³ëüøà í³æ 1, òî 
1( , ) 1H K G = . Ïðè äîâåäåíí³ òåîðåìè 2 áóëî çàóâàæåíî, ùî ö³ óìîâè âèêî-

íóþòüñÿ äëÿ ïñåâäîãëîáàëüíîãî ïîëÿ K .  
Ðàí³øå âæå áóëî çàóâàæåíî, ùî cd( ) 2K ≤  äëÿ ïñåâäîãëîáàëüíîãî ïîëÿ 

K  ³ ³íäåêñè öåíòðàëüíèõ ïðîñòèõ àëãåáð äîð³âíþþòü ¿õ ïîêàçíèêàì íàä 
ñê³í÷åííèìè ðîçøèðåííÿìè ïîëÿ K . Òîìó çà òåîðåìîþ 2.1 ç [9] íàï³âïðîñòà 
îäíîçâ’ÿçíà ãðóïà G  íàä ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì K  õàðàêòåðèñòèêè íóëü 
ìàº âëàñòèâîñò³ (ii). Öå çàâåðøóº äîâåäåííÿ. ◊ 

Çàóâàæåííÿ 4. Òàê³ æ ì³ðêóâàííÿ, ÿê ïðè äîâåäåíí³ òåîðåìè 3, ïîêà-

çóþòü, ùî 1( , ) 1H K G =  äëÿ îäíîçâ’ÿçíî¿ ë³í³éíî¿ àëãåáðà¿÷íî¿ ãðóïè G′  íàä 
çàãàëüíèìè ëîêàëüíèìè ïîëÿìè, òîáòî íàä ïîâíèìè äèñêðåòíî íîðìîâàíèìè 
ïîëÿìè, ïîëÿ ëèøê³â ÿêèõ º äîñêîíàëèìè ³ ìàþòü ºäèíå ðîçøèðåííÿ ñòåïå-
íÿ n  äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n  (³, çîêðåìà, íàä êîæíèì ïîïîâíåí-
íÿì vK  ïñåâäîãëîáàëüíîãî ïîëÿ).  

Ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè 1. Äîâåäåííÿ â³äïîâ³äíîãî ôàêòó äëÿ âè-
ïàäêó ãðóï íàä ÷èñëîâèìè ïîëÿìè íàëåæèòü Êíåçåðó. Ì³ðêóâàííÿ Êíåçåðà 
ìîæíà âèêîðèñòàòè ³ ó âèïàäêó ïñåâäîãëîáàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ. Äëÿ 
çðó÷íîñò³ ÷èòà÷à â³äòâîðèìî öå äîâåäåííÿ (äèâ. [10, äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3]). 
Çàïèøåìî êîìóòàòèâíó ä³àãðàìó  

 

1 1

1 1

( ) ( ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( , )v v v v
v v v v

i

G K G K H K H K G

G K G K H K H K G

ϕ

χ

∈Σ ∈Σ ∈Σ ∈Σ

θ

′ ′→ → µ →

↓ ↓ ↓ ↓

′ ′∏ → ∏ → ∏ µ → ∏

 (3) 

äëÿ ñïåö³àëüíîãî íàêðèòòÿ G G′ →  ãðóïè G  ç ÿäðîì µ , âèçíà÷åíèì òî÷-

íîþ ïîñë³äîâí³ñòþ (1). Ðîçãëÿíåìî ãðóïó 1(Im )X −= χ θϕ  ³ äîâåäåìî, ùî öÿ 

ãðóïà º çàìèêàííÿì îáðàçó ( ( ))i G K . Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ùå îäíó 
êîìóòàòèâíó ä³àãðàìó  

 

( ) ( ) Im 0

( ) Im  0 .

i

v
v

G K G K

G K X

ρ ϕ

θ

ψ χ

∈Σ

′ → → ϕ →

↓ ↓ ↓

′∏ → → θϕ →

 

Âñ³ ãðóïè 1( , )vH K µ  º ñê³í÷åííèìè, îòæå, äîáóòîê 1( , )v
v

H K
∈Σ
∏ µ  ñê³í÷åííèé ³ 

äèñêðåòíèé. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî X  – ³íâàð³àíòíà â³äêðèòà ï³äãðóïà â 
( )v

v
G K

∈Σ
∏ , òîìó âîíà ì³ñòèòü çàìèêàííÿ îáðàçó ãðóïè ( )G K . Äîâåäåìî, ùî 

ãðóïà ( ( ))i G K  çàìêíåíà â ãðóï³ X . Íåõàé U  – íåïîðîæíÿ â³äêðèòà ìíîæè-

íà ãðóïè X  ³ g  – òàêèé åëåìåíò ãðóïè ( )G K , äëÿ ÿêîãî åëåìåíò ( )i gχ   íà-

ëåæèòü îáðàçó ( )Uχ  ìíîæèíè .U  Â³äêðèòà ìíîæèíà 1 1( ( ) )i g U− −ψ ⋅ ⊂  

( )v
v

G K
∈Σ

′⊂ ∏  íåïîðîæíÿ. Êð³ì öüîãî, ãðóïà ( )G K′  ìàº âëàñòèâ³ñòü ñëàáêî¿ 

àïðîêñèìàö³¿, îñê³ëüêè âîíà º äîáóòêîì íàï³âïðîñòî¿ îäíîçâ’ÿçíî¿ ãðóïè, 
ÿêà ìàº öþ âëàñòèâ³ñòü çà òåîðåìîþ 1, ³ êâàç³òðèâ³àëüíîãî òîðà (ÿêèé º K -
ðàö³îíàëüíèì ìíîãîâèäîì, îòæå, ìàº âëàñòèâ³ñòü ñëàáêî¿ àïðîêñèìàö³¿). 
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Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ìíîæèíà 1 1( ( ) )i g U− −ψ ⋅  ïåðåòèíàº îáðàç ãðóïè ( )G K′ . 

Îòæå, ìîæíà âèáðàòè òàêèé åëåìåíò ( )a G K′∈ , ùî ( ( ))i g a U⋅ ρ ∈ . Öå îçíà-

÷àº, ùî ãðóïà X  º çàìèêàííÿì ãðóïè ( ( ))i G K  ó äîáóòêó ( )v
v

G K
∈Σ
∏  ³ òîìó 

( )A GΣ  íàä³ëÿºòüñÿ ñòðóêòóðîþ ñê³í÷åííî¿ àáåëåâî¿ ãðóïè. Á³ëüøå òîãî, ãðó-

ïà ( )A GΣ  ³çîìîðôíà ôàêòîðãðóï³ ãðóïè Im χ  çà ï³äãðóïîþ (Im )θ ϕ .  

Ó ä³àãðàì³ (3) ãðóïè 1( )H K G′,  òà 1( )vH K G′,  òðèâ³àëüí³. Öå âèïëèâàº ç 
òåîðåìè 3, çàóâàæåííÿ 4 òà ç òðèâ³àëüíîñò³ îäíîâèì³ðíèõ êîãîìîëîã³é äëÿ 
êâàç³òðèâ³àëüíîãî òîðà. Îòæå, ìàºìî êîìóòàòèâíó ä³àãðàìó  

 

1

1

0 Im ( , ) 0

0 Im ( , ) 0v
v

H K

H K

θ

∈Σ

→ ϕ → µ →

↓ ↓
→ χ → ∏ µ →

 

ç òî÷íèìè ðÿäêàìè. Öÿ ä³àãðàìà ïîêàçóº, ùî â³äîáðàæåííÿ χ  ³íäóêóº ³çî-

ìîðô³çì ãðóï 1( )  × ( , )A G KΣ Σ→ µ


, ³ çàâåðøóº äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i) òåî-
ðåìè.  

Òâåðäæåííÿ (ii) òà (iii) âèïëèâàþòü ç òåîðåìè 1 ç [1], äå, çîêðåìà, äî-
âåäåíî, ùî (ÿê ³ ó âèïàäêó ãëîáàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ) äëÿ êîæíîãî ñê³í-

÷åííîãî ìîäóëÿ M  íàä ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì K  ìàºìî ð³âí³ñòü 1×ω =  

0

1 1× ( , ) × ( , )K KΣ Σ= µ = µ , äå 0Σ  – ñê³í÷åííà ï³äìíîæèíà íîðìóâàíü ïîëÿ K , 

ùî ñêëàäàºòüñÿ ç ðîçãàëóæåíèõ íîðìóâàíü ç íåöèêë³÷íèìè ãðóïàìè ðîç-
êëàäó â ñê³í÷åííîìó ðîçøèðåíí³ ¥àëóà, íàä ÿêèì äâî¿ñòèé ìîäóëü 

sepHom ( , )M K∗  ñòàº ñòàëèì. ◊ 

²ñíóº ò³ñíèé çâ’ÿçîê ì³æ âëàñòèâîñòÿìè ñëàáêî¿ àïðîêñèìàö³¿ òà R -åê-
â³âàëåíòí³ñòþ íà çâ’ÿçí³é ë³í³éí³é àëãåáðà¿÷í³é ãðóï³, âèçíà÷åí³é íàä ïîëåì 
ç íîðìóâàííÿìè, çîêðåìà, íàä ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì K . Íàãàäàºìî, ùî 
äâ³ òî÷êè , ( )x y X K∈ , äå X  – ãëàäêèé àëãåáðà¿÷íèé ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé 

íàä ïîëåì K , íàçèâàþòü R -åêâ³âàëåíòíèìè, ÿêùî ³ñíóº ïîñë³äîâí³ñòü 
òî÷îê 1( ),  ,  ,  i nz X K x z y z∈ = = , òàêà, ùî äëÿ êîæíî¿ ïàðè 1,i iz z +  ³ñíóº 

K -ðàö³îíàëüíå â³äîáðàæåííÿ 1:if X→ , ðåãóëÿðíå â òî÷êàõ 0 ³ 1, òàêå, 

ùî (0)i if z= , 1(1)i if z += , 1 1i n≤ ≤ − . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )/X K R  ìíîæèíó 

êëàñ³â R -åêâ³âàëåíòíîñò³ íà ( )X K . Äëÿ ë³í³éíî¿ àëãåáðà¿÷íî¿ ãðóïè G , 
âèçíà÷åíî¿ íàä ïîëåì K , ãðóïîâà îïåðàö³ÿ íà ( )G K  óçãîäæåíà ç R -
åêâ³âàëåíòí³ñòþ, òîìó âîíà ³íäóêóº ãðóïîâó ñòðóêòóðó íà ìíîæèí³ ( )/G K R . 
Íàñòóïíèé ôàêò â³äîáðàæàº äåÿê³ ïðîÿâè öüîãî çâ’ÿçêó.  

Íàñë³äîê 5. (i) Íåõàé G  – çâ’ÿçíà ë³í³éíà àëãåáðà¿÷íà ãðóïà íàä ïñåâ-

äîãëîáàëüíèì ïîëåì K  õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Íåõàé KVΣ ⊂  – ñê³í÷åííà 

ï³äìíîæèíà. Òîä³ çàìèêàííÿ ( )G K  îáðàçó ãðóïè ( )G K  â³äíîñíî ä³àãîíàëü-

íîãî â³äîáðàæåííÿ ( ) ( )v
v

G K G K
∈Σ

→ ∏  º íîðìàëüíîþ ï³äãðóïîþ, à â³äïîâ³äíà 

ôàêòîðãðóïà ( ) ( ) / ( )v
v

A G G K G KΣ
∈Σ

= ∏  º ñê³í÷åííîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ.  

(ii) ßêùî ãðóïà G  ìàº ñïåö³àëüíå íàêðèòòÿ (1), òî äëÿ äåôåêòó 

ñëàáêî¿ àïðîêñèìàö³¿ ( )/G K R  ìàºìî ³çîìîðô³çì 1( )/ ( , )G K R H K F , äå F  
– â’ÿëèé òîð ç òî÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³ (2). Êîìïîçèö³¿ â³äîáðàæåíü 
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1 1( ) ( , ) ( , )G K H K H K F→ µ →  ³ 1 1( ) ( , ) ( , )v v vG K H K H K F→ µ →  ³íäóêóþòü 
³çîìîðô³çìè ñê³í÷åííèõ àáåëåâèõ ãðóï  

 1 1( ) Coker ( , ) ( , )v
v

A G H K F H K FΣ
∈Σ

 → ∏  
 , 

 ( ) Coker ( )/ ( ) /v
v

A G G K R G K RΣ
∈Σ

 → ∏  
 , (4) 

äå ( ) /G K R  – ãðóïà êëàñ³â R -åêâ³âàëåíòíîñò³ ãðóïè G .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Ç àíàë³çó äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.13 ç [9] âèïëèâàº, ùî 
äëÿ äîâåäåííÿ ñôîðìóëüîâàíèõ ó íàñë³äêó 5 âëàñòèâîñòåé äîñèòü, ùîá âè-

êîíóâàëèñÿ òàê³ óìîâè íà ïîëå K : cd ( ) 2K ≤ , abcd ( ) 1K ≤ , ³ äëÿ öåíòðàëü-

íèõ ïðîñòèõ àëãåáð íàä ñê³í÷åííèìè ðîçøèðåííÿìè ïîëÿ K  ³íäåêñè äîð³â-
íþâàëè ïîêàçíèêàì. Ðàí³øå âæå áóëî âêàçàíî, ùî ïñåâäîãëîáàëüí³ ïîëÿ 
ìàþòü âñ³ ö³ âëàñòèâîñò³. ◊ 

Íàñë³äîê 6. Íåõàé G  – íàï³âïðîñòà ë³í³éíà àëãåáðà¿÷íà ãðóïà íàä 
ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì K  õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Ïðèïóñòèìî, ùî G  
ìàº îäèí ç òàêèõ òèï³â:  

(i) G  îäíîçâ’ÿçíà;  
(ii) G  ïðèºäíàíà;  
(iii) G  àáñîëþòíî ìàéæå ïðîñòà;  
(iiii) G  – âíóòð³øíÿ ôîðìà ãðóïè, ùî ðîçêëàäàºòüñÿ â ìåòàöèêë³÷-

íîìó ðîçøèðåíí³ ïîëÿ K .  
Òîä³ ( ) / 0G K R = .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Äîñèòü äîñë³âíî ïîâòîðèòè ì³ðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ 
íàñë³äêó 4.11 ç ðîáîòè [9] ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî êîãîìîëîã³÷íà ðîçì³ðí³ñòü 
ïñåâäîãëîáàëüíîãî ïîëÿ äîð³âíþº 2. ◊ 

Íàñë³äîê 7. Íåõàé G  – íàï³âïðîñòà ë³í³éíà àëãåáðà¿÷íà ãðóïà íàä 
ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì K  õàðàêòåðèñòèêè íóëü. ßêùî G  ìàº îäèí ç ÷î-
òèðüîõ òèï³â ç ïîïåðåäíüîãî íàñë³äêó 6, òî ( ) 0A GΣ =  äëÿ êîæíî¿ ñê³í-

÷åííî¿ ï³äìíîæèíè KVΣ ⊂ , òîáòî ãðóïà G  ìàº âëàñòèâ³ñòü ñëàáêî¿ 
àïðîêñèìàö³¿.  

Ä î â å ä å í í ÿ  âèïëèâàº ç (4) òà àíàëîã³÷íèõ âëàñòèâîñòåé R -åêâ³âà-
ëåíòíîñò³ ç ïîïåðåäíüîãî íàñë³äêó (äèâ. íàñë³äîê 4.14 ó [9]). ◊ 
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О СЛАБОЙ АППРОКСИМАЦИИ В ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
ГРУППАХ НАД ПСЕВДОГЛОБАЛЬНЫМИ ПОЛЯМИ 
 
Ïóñòü G  – ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä ïîëåì K  àëãåáðàè÷åñêèõ 
ôóíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ ïñåâäîêîíå÷íûì ïîëåì êîíñòàíò õàðàêòåðèñ-
òèêè íóëü. Ïóñòü G  äîïóñêàåò ñïåöèàëüíîå K -íàêðûòèå ñ ÿäðîì µ . Òîãäà äëÿ 

êàæäîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà Σ  ìíîæåñòâà âñåõ íîðìèðîâàíèé ïîëÿ K  äå-
ôåêò ( )A GΣ  ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè ñîâïàäàåò ñ êîÿäðîì îòîáðàæåíèÿ îãðàíè÷å-

íèÿ 1 1( , ) ( , )v
v

H K H K
∈Σ

µ → ∏ µ .  

 
ON WEAK APPROXIMATION IN LINEAR ALGEBRAIC GROUPS 
OVER PSEUDOGLOBAL FIELDS  
 
Let G  be a connected reductive linear algebraic group over an algebraic function field 
K  from one variable with pseudofinite constant field of characteristic zero. Suppose 
that G  admits a special K -covering with kernel µ . Then for any finite subset Σ  of 

the set of all valuations of K  the defect ( )A GΣ  of weak approximation coincides with 

the cokernel of the restriction map 1 1( , ) ( , )v
v

H K H K
∈Σ

µ → ∏ µ . 
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