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Çà óìîâ ïëîñêî¿ çàäà÷³ äîñë³äæåíî ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó òà ðóéíóâàííÿ îðòî-
òðîïíî¿ ï³âáåçìåæíî¿ ïëàñòèíè, ï³äêð³ïëåíî¿ ãíó÷êîþ íåðîçòÿãëèâîþ ê³íöå-
âî¿ ì³öíîñò³ íà ðîçðèâ íàêëàäêîþ ïðè ä³¿ ðîçòÿãóâàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ íà 
ïëàñòèíó. Â îêîëàõ ê³íö³â íàêëàäêè óçäîâæ ¿¿ ìåæ³ ç ïëàñòèíîþ ðîçâèâàþòü-
ñÿ ëîêàë³çîâàí³ çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ (îñëàáëåíîãî êîíòàêòó), ïðîñóâàþ÷èñü 
â³ä êîæíîãî êðàþ äî öåíòðó. ¯ì ìîæóòü â³äïîâ³äàòè îáëàñò³ íàêîïè÷åííÿ 
ïîøêîäæåíü, ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ, ÷àñòêîâîãî ðîçðèâó çâ’ÿçêó òîùî. 
Ðîçãëÿíóòî äâà âàð³àíòè ðîçâèòêó ðóéíóâàííÿ: à) ðîçðèâ íàêëàäêè, á) ¿¿ â³ä-
øàðóâàííÿ. Ç âèêîðèñòàííÿì äåôîðìàö³éíîãî êðèòåð³þ îòðèìàíî àíàë³-
òè÷í³ çàëåæíîñò³ ì³æ âåëè÷èíàìè ãðàíè÷íîãî (ðóéíóþ÷îãî) íàâàíòàæåííÿ ³ 
ô³çèêî-ìåõàí³÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåð³àëó ï³âïëîùèíè, à òàêîæ 
ðîçì³ðàìè íàêëàäêè. Âñòàíîâëåíî êðèòè÷íó äîâæèíó íàêëàäêè çì³íè õàðàê-
òåðó ðóéíóâàííÿ, ÿêà ðàçîì ç ïðóæíèìè òà ì³öí³ñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè 
âèçíà÷àº ìåõàí³çì ìîæëèâîãî ðóéíóâàííÿ â êîìïîçèö³¿.  

 
Äîñë³äæåííÿ òà îãëÿä ïðàöü êëàñè÷íî¿ ïëîñêî¿ êîíòàêòíî¿ çàäà÷³ Ìå-

ëàíà [17] äëÿ ³äåàëüíî ïðóæíîãî ò³ëà âèêîíàíî â ìîíîãðàô³ÿõ [1, 4, 5, 14] ³ â 
øèðîêîìó êîë³ ïðàöü. Ïðèñóòíÿ â ïðîïîíîâàíèõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ ³ ¿õí³õ 
ðîçâ’ÿçêàõ ñèíãóëÿðí³ñòü êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü íà ê³íöÿõ íàêëàäêè â ÿâ-
íîìó âèãëÿä³ âèä³ëåíà ó ñòàòò³ [2]. Çàäà÷ó äëÿ ïåð³îäè÷íî¿ ñèñòåìè íàêëà-
äîê ñôîðìóëüîâàíî òà ðîçâ’ÿçàíî ó ïðàö³ [3], à â ïóáë³êàö³¿ [11] äëÿ ðîçâ’ÿ-
çàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ çàïðîïîíîâàíî çàñòîñîâóâàòè ìåòîä îðòîãî-
íàëüíèõ ìíîãî÷ëåí³â. Âïëèâ ìàëèõ çîí ïëàñòè÷íîñò³ ìàòåð³àëó ³çîòðîïíî¿ 
ï³âïëîùèíè â îêîëàõ êðà¿â íàêëàäêè íà ðîçïîä³ë êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü 
äîñë³äæåíî â ïðàö³ [6] ç âèêîðèñòàííÿì ³òåðàö³éíîãî ìåòîäó ïðóæíèõ ðîç-
â’ÿçê³â Î. ²ëüþøèíà. Îòðèìàíî îáìåæåí³ íàïðóæåííÿ â îêîëàõ ê³íö³â ï³ä-
êð³ïëþþ÷îãî ðåáðà, à íàéá³ëüøèõ çíà÷åíü ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿ äîñÿãàþòü 
â îêîëàõ çàâàíòàæåíèõ ê³íö³â ñòðèíãåðà. Àâòîðîì ó ïðàöÿõ [7–9] çàïðîïî-
íîâàíî äâîôàçíó ìîäåëü çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ, ùî âðàõîâóº ìîæëèâ³ñòü 
âèíèêíåííÿ â îáëàñò³ êðà¿â íàêëàäêè ÷àñòî ñïîñòåðåæóâàíèõ çîí îñëàáëå-
íîãî êîíòàêòó ç ïëàñòèíîþ. Äîñë³äæåíî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó 
ñèñòåì³ «ï³âïëîùèíà – íàêëàäêà» òà óìîâè ¿¿ ãðàíè÷íî¿ ð³âíîâàãè. Çàïðî-
âàäæåííÿ çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ äàëî ìîæëèâ³ñòü óíèêíóòè îñîáëèâîñòåé 
íàïðóæåíü â îêîëàõ ê³íö³â íàêëàäêè òà îòðèìàòè îáìåæåí³ íàïðóæåííÿ â 
óñ³õ òî÷êàõ êîìïîçèö³¿, ÿê³ äàþòü ìåõàí³÷íî êîðåêòíó êàðòèíó äåôîðìó-
âàííÿ, ùî çàäîâîëüíÿº òàêîæ ³ çàêîí ïàðíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü. Ó ðîç-
âèòîê [7–9] ó ö³é ïðàö³ â³äïîâ³äíà ìîäåëüíà ñõåìà çàñòîñîâàíà äî àíàë³çó 
ãðàíè÷íî ð³âíîâàæíîãî ñòàíó îðòîòðîïíî¿ ï³âïëîùèíè ç íàêëàäêîþ çà óìîâ 
ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ íà íåñê³í÷åííîñò³. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ òà ¿¿ ðîçâ’ÿçîê. Â óìîâàõ ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ ðîçãëÿíåìî ï³âáåçìåæíó îðòîòðîïíó ïëàñòèíó îäèíè÷íî¿ òîâùè-
íè, ùî çàéìàº íèæíþ ï³âïëî-
ùèíó ³ â³äíåñåíà äî äåêàðòî-
âî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò xOy  
(ðèñ. 1) ³ ðîçòÿãóºòüñÿ íà íå-
ñê³í÷åííîñò³ ïàðàëåëüíî äî ¿¿ 
êðàþ. Äî êðàþ ïëàñòèíè ïðè-
êð³ïëåíà àáñîëþòíî ãíó÷êà 
íåðîçòÿãëèâà íàêëàäêà äîâ-
æèíè 2a  ê³íöåâî¿ ì³öíîñò³ íà 
ðîçðèâ utP . Çà ïðóæíèì ðîç-
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â’ÿçêîì çàäà÷³ (äèâ., íàïðèêëàä, [1, 4, 5, 14]) íàéá³ëüøà êîíöåíòðàö³ÿ íàïðó-
æåíü âèíèêàº â îêîëàõ ê³íö³â ï³äêð³ïëåííÿ, äå íàñàìïåðåä ³ ñë³ä ñïîä³âàòè-
ñÿ âèíèêíåííÿ é ç³ çá³ëüøåííÿì íàâàíòàæåííÿ ðîçâèòêó ëîêàë³çîâàíèõ çîí 
ïåðåäðóéíóâàííÿ, ùî ìîæóòü ³ì³òóâàòè îáëàñò³ ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ, 
íàêîïè÷åííÿ ïîøêîäæåíü, ÷àñòêîâîãî ðîçðèâó çâ’ÿçêó òà ³í. Êð³ì òîãî, àíà-
ë³ç äâîâèì³ðíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó â îêîëàõ ê³íö³â íàêëàäêè ñâ³ä÷èòü, ùî 
ìàêñèìàëüí³ äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ maxτ  ìàþòü ì³ñöå óçäîâæ ìåæ³ ì³æ ïëàñ-
òèíîþ ³ íàêëàäêîþ. Òîìó ââàæàòèìåìî, ùî ñàìå òóò ðîçâèâàþòüñÿ ëîêàë³-
çîâàí³ çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ (îñëàáëåíîãî êîíòàêòó), ïðîñóâàþ÷èñü â³ä 
êîæíîãî êðàþ äî öåíòðàëüíî¿ ÷àñòèíè. 

Ïðèéìàºìî, ùî êîæíà çîíà ïåðåäðóéíóâàííÿ ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ÷àñ-
òèí: 1) ä³ëÿíêè ðîçïóøåííÿ 1L b x a≈ < <  òà 2) ä³ëÿíêè ïëàñòè÷íîãî äå-

ôîðìóâàííÿ 2L c x b≈ < < . Ïðè öüîìó íà ä³ëÿíêàõ ðîçïóøåííÿ (îñëàáëå-
íîãî, íå³äåàëüíîãî êîíòàêòó) äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ ë³í³éíî çðîñòàþòü â³ä íó-

ëÿ äî ñâîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ s
∗τ  :  

 11 sgn ( ),         xy s
x b

x x L
a b

∗ − τ = τ − ∈ − 
, (1) 

à íà ä³ëÿíêàõ ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ âîíè º ñòàëèìè:  

 2sgn ( ),         xy s x x L∗τ = τ ∈ . (2) 

Òóò s
∗τ  – çñóâíà ì³öí³ñòü êîíòàêòíî¿ ìåæ³ «ïëàñòèíà – íàêëàäêà», à ïðè 

ïëàñòè÷íîìó äåôîðìóâàíí³ – ¿¿ çñóâíèé ïîð³ã ïëàñòè÷íîñò³; 

 
1, 0,

sgn ( ) 0, 0,
1, 0.

x
x x

x

+ >= =
 − <

 

Íà ä³ëÿíö³ x c≤  çâ’ÿçîê íàêëàäêè ç ïëàñòèíîþ ³äåàëüíèé, ³ òîìó ïî-
çäîâæí³ äåôîðìàö³¿ òàì â³äñóòí³: 

 0
( )

0,        
u x

x L
x

∂ = ∈
∂

.  (3) 

Íà íåñê³í÷åííîñò³ çàäàíî îäíîâ³ñíèé íàïðóæåíèé ñòàí 

 xx q∞σ = . (4) 

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà c  çíàõîäèìî â ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³, à ïàðà-
ìåòð b  çàäàºìî. Çàïðîâàäæåííÿ çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ äàëî ìîæëèâ³ñòü 
óíèêíóòè îñîáëèâîñòåé íàïðóæåíü â îêîëàõ ê³íö³â íàêëàäêè òà îòðèìàòè 
îáìåæåí³ íàïðóæåííÿ â óñ³õ òî÷êàõ êîìïîçèö³¿. 

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ âèêîðèñòàºìî â³äîì³ [10, 15] ïîäàííÿ íàïðó-
æåíü ³ äåôîðìàö³é â ï³âïëîùèí³ ÷åðåç ôóíêö³¿ êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ 

,  1,2j jz x s y j= + = : 

 
2

1 2 1 1 2
2 1

( ) ( ) ( ) ( )
yy xys

z z g z z
s s

σ + τ
 = Φ − Φ + Φ − Φ −

,  

 2 2 1 1 2 2 1 1 2
2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )uq vp z z g z g z
x
∂ − = χ Φ + Φ + Φ + Φ

∂ χ
,  (5) 

äå 

 2 1 2 1 2 1 2 1
1 2 3

2 1 3 2 2 2 2 2 2
,     ,     

( )
s s p q q p s s

g g g
s s g q p p q s s

− − −
= = =

− − −
, 

 2
1 1 2 2 1 2 3 2 2 2 2 1 11 1 12

2

1 ( ),     ( ),     p q p q g p q q p p a s aχ = − χ = − = +
χ

,  
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 2 2 2
2 11 2 12 1 12 1 22 2 12 2 22

1 2

1 1,      ( ),      ( )p a s a q a s a q a s a
s s

= + = + = + ,  

 12 21
11 22 12

1 2 1 2

1 1,   ,   a a a
E E E E

ν ν
= = = − = − .  

Ïàðàìåòðè 1 2,  s s  º êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ 

 4 21 1
12

2
2 0

E E
s s

G E
 + − ν + = 
 

 

³ âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 1/2
1 2 0 1 2 0 0,  2( )s s s s i⋅ = − α + = α + β[ ] , ó 

ÿêèõ 
1/2

1 1
0 0 12 1 2

2
;  ;  ,  

2
E E

E E
E G

 α = β = − ν 
 

 – ìîäóë³ Þíãà äëÿ ðîçòÿãó (ñòèñêó) 

ïî ãîëîâíèõ íàïðÿìêàõ Ox  òà Oy ; G  – ìîäóëü çñóâó, ùî õàðàêòåðèçóº 

çì³íó êóòà ì³æ ãîëîâíèìè íàïðÿìêàìè Ox  òà Oy ; 12ν  – êîåô³ö³ºíò 

Ïóàññîíà, ùî îïèñóº ñêîðî÷åííÿ â íàïðÿìêó Oy  ïðè ðîçòÿç³ â íàïðÿìêó 

Ox . Ðîçãëÿäóâàíèé âèïàäîê îðòîòðîï³¿ íàéá³ëüø ÷àñòî çóñòð³÷àºòüñÿ íà 
ïðàêòèö³. Äëÿ òàêèõ ìàòåð³àë³â, ÿê áîðîïëàñòèêè, âóãëåïëàñòèêè, ñêëîïëàñ-
òèêè, äåðåâèíà ç ïðàâèëüíèìè ð³÷íèìè ïðîøàðêàìè, ôàíåðà, òîáòî äëÿ áà-
ãàòüîõ îðòîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â, çíà÷åííÿ 1 2,  s s , îòðèìàí³ ³ç ðîçâ’ÿçêó õà-

ðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ º ÷èñòî óÿâíèìè: 1 1 2 2,  s i s i= β = β , äå 1 2,  β β  – 
ä³éñí³ ÷èñëà. 

Ôóíêö³þ íàïðóæåíü ( )zΦ  çíàõîäèìî, ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàçè (5) ó êðàéî-
â³ óìîâè (1)–(3). Â ðåçóëüòàò³ îòðèìóºìî çàäà÷ó ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ [12] ç 
êóñêîâî-íåïåðåðâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè 

 0 0( ) ( ) ( ) ( )x g x x f x+ −Φ − Φ = ,  (6) 

äå  
1 1

3
0 0 2 2

1 2
3

( ), ,
1, ,

( )        ( ) ( ), ,
1, ,

0, ,

f x x L
x L

g x f x f x x L
x L L

x L

∈
− ∈ = = ∈ ∈ +  ∈

 

 1 2
2 1 2 1

( ) 1 sgn ( ),      ( ) sgn ( )s sx b
f x x f x x

s s a b s s

∗ ∗τ τ− = − = − − − 
. 

Ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ äî (6) îäíîð³äíî¿ çàäà÷³ âèáèðàºìî ó âèãëÿä³  

 
2 2

1( ) ,        X z z x iy
z c

= = +
−

.  

Òîä³ çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ ñïðÿæåííÿ (6) ç óðàõóâàííÿì óìîâè íà 
íåñê³í÷åííîñò³ (4) áóäå ôóíêö³ÿ íàïðóæåíü 

 1 1 2 2

2 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( )

2 ( )( )s

a z a c b z b c z z a c z b c
z

i s s a b
∗ Γ − Γ − Γ − Γ

Φ = τ
π − −

[ ]
, (7) 

äå 2 2 2 2
1

( )
( , , ) ln ,      ( )

( )

w
z w c w w z c z w c

w

−
±

+
ξΓ = ξ = − ± −
ξ

, 

2 2 2 2
2

( )
( , , ) ln ,      ( )

( )

w
z w c w w c z c

w

−
±

+
ηΓ = η = − ± −
η

. 

Ïðè öüîìó ìàº ì³ñöå ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî âðàõîâóº îáìåæåí³ñòü íàïðóæåíü 
ó âåðøèíàõ çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ x c= ± :  

 1 2
3 ( , , ) 0

( )2 s

s sq
f a b c

i a b∗

+
− =

π −τ
, (8)  
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äå 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
3 ( , , ) ln lnb b c a a cf a b c b a b c a c

c c
+ − + −= − + − + − .  

Ôîðìóëè (7), (8) ðàçîì ç ïîäàííÿì (5) îïèñóþòü ïîëå íàïðóæåíü ³ 
äåôîðìàö³é ó ïëàñòèí³ ç íàêëàäêîþ ³ äàþòü ìîæëèâ³ñòü äîñë³äèòè óìîâè ¿¿ 
ðóéíóâàííÿ ïðè ôîðìóëþâàíí³ â³äïîâ³äíèõ êðèòåð³¿â. 

Äåôîðìàö³éíèé êðèòåð³é â³äøàðóâàííÿ. Ð³âíÿííÿ (8) ïîäàº çâ’ÿçîê 
ì³æ ðîçì³ðàìè çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ, 
íàâàíòàæåííÿì ³ ìåõàí³÷íèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè ïëàñòèíè. Çà ðåçóëüòàòà-
ìè éîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íà ðèñ. 2 ïîäàíî 
çàëåæíîñò³ â³äíîñíî¿ äîâæèíè çîí ïå-
ðåäðóéíóâàííÿ ( )/c a c aε = −  â³ä çíå-
ðîçì³ðåíîãî ïàðàìåòðà íàâàíòàæåííÿ 

/(2 )sq q ∗= τ  çà áåçìåæíî ìàëèõ ä³ëÿíîê 

ðîçïóøåííÿ ( )a b aγ = − / .  
Êðèâèì 1–4 â³äïîâ³äàþòü òàê³ çíà-

÷åííÿ ïàðàìåòð³â îðòîòðîï³¿ ìàòåð³àëó ïëàñòèíè:  
1 – åïîêñèäíà ñìîëà, àðìîâàíà ñêëîì, 1 54900E = ÌÏà, 2 18300E = ÌÏà, 

12 8800G = ÌÏà, 1 2.2712s i= , 2 0.762s i= , 0 1.73α = , 0 2.87β = ;  

2 – åïîêñèäíà ñìîëà, àðìîâàíà áîðîì, 5
1 2.81 10E = ⋅ ÌÏà, 2E =  

42.81 10= ⋅ ÌÏà, 4
12 1.05 10G = ⋅ ÌÏà, 1 5.0773s i= , 2 0.6228s i= , 0 3.16α = , 

0 13.14β = ;  

3 – åïîêñèäíà ñìîëà, àðìîâàíà ãðàô³òîì, 5
1 2.81 10E = ⋅ ÌÏà, 2E =  

41.12 10= ⋅ ÌÏà, 3
12 5.6 10G = ⋅ ÌÏà, 1 6.9992s i= , 2 0.7144s i= , 0 5.01α = , 

0 24.86β = ;  

4 – ³çîòðîï³ÿ, 1 2 1E E =/ , 1 12 2.5E G =/ , 0 1α = , 0 1β = .  

Äëÿ âñ³õ ìàòåð³àë³â 12 0.25ν = , à àí³çîòðîï³ÿ ìàòåð³àëó âèðàæåíà ÷åðåç 

ïàðàìåòðè 0α , 0β . Õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àë³â âçÿò³ ç ïðàö³ [16]. Îðòîòðî-

ï³ÿ ìàòåð³àëó ï³âïëîùèíè çìåíøóº ðîçì³ðè çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ çà ³íøèõ 
îäíàêîâèõ óìîâ.  

Äëÿ ñìóã ïåðåäðóéíóâàííÿ, ìàëèõ ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ íàêëàäêè 
( a c a−  ), âèêîíàâøè â ôîðìóë³ (8) ðîçâèíåííÿ ó ðÿä çà ñòåïåíÿìè cε =  

( )/a c a= − , ïðè çáåðåæåíí³ ïåðøèõ äîäàíê³â îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 
1 2

2
2( )

c
s

q
i

s s ∗
ε = π

+ τ
, (9) 

ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â çà ÿêèì ïîäàíî íà ðèñ. 2 â³äïîâ³äíî ïóíêòèðíèìè 
ë³í³ÿìè.  

Íà â³äì³íó â³ä çîíè ïðóæíîãî êîíòàêòó ç ï³âïëîùèíîþ, ó ñìóãàõ ðîç-
ïóøåííÿ ³ ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ ( ,  0c x a y≤ ≤ = ) ìàòåð³àë ïëàñòèíè 
çì³ùóºòüñÿ (ïðîêîâçóº) ñòîñîâíî íàêëàäêè. Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (5) ìàºìî 

 1 2
( )

2( ) ( )
u x

p p x
x

∂ = − Φ
∂

. 

Çâ³äñè, âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âí³ñòü (7), ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ çíàõîäèìî, ùî 

 2 1
4

2 1

( )
( ) ( , , , )

2 ( )( )
sp p

u x f x a b c
i s s a b

∗− τ
=

π − −
, 
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Рис. 2 
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äå 

 2 2 2 2 2 2
4 2 12 ( , , ) ( , , ) 2f x b x b c a x a c x c a c b c

 
= Γ − Γ − − − − − − 

 
[ ]  

 2 2 2 2
2 1( ) ( , , ) ( ) ( , , )b x x b c a x x a c− + Γ + + Γ . 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî íàéá³ëüøîãî çíà÷åííÿ ïåðåì³ùåííÿ äîñÿãàþòü â 
îêîëàõ ê³íö³â íàêëàäêè â òî÷êàõ x a= ±  ³ ¿õ âåëè÷èíè îá÷èñëþºìî çà ôîð-
ìóëîþ 

 2 1 5

2 1

( ) ( , , )
( )

( )
sp p f a b c

u a
i s s a b

∗− τ
= ⋅

π − −
,  (10) 

ïðè÷îìó  

 2 2 2 2 2 2 2
5 1( , , ) 2 ln ( )( ) ( , , )af a b c a c a a c b c ab a b c

c
= + − + − − + Γ −  

 2 2
2

1 ( ) ( , , )
2

a b a b c− + Γ . 

Çà ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè ð³âíÿíü (10), (8) íà ðèñ. 3 ïîäàíî çàëåæíîñò³ 

çíåðîçì³ðåíèõ âåëè÷èí ïåðåì³ùåíü 1( ) ( ) ( )su a E u a a∗= τ /  â³ä ïàðàìåòðà íà-

âàíòàæåííÿ /(2 )sq q ∗= τ  çà áåçìåæíî 

ìàëèõ ä³ëÿíîê ðîçïóøåííÿ ( )a b aγ = − / . 
Êðèâèì 1–4 â³äïîâ³äàþòü ò³ ñàì³ ïàðà-
ìåòðè îðòîòðîï³¿, ùî é íà ðèñ. 2. Îðòî-
òðîï³ÿ ìàòåð³àëó ï³âïëîùèíè çìåíøóº 
âåëè÷èíó â³äíîñíèõ ïåðåì³ùåíü ó çîíàõ 
ïåðåäðóéíóâàííÿ çà ³íøèõ îäíàêîâèõ 
óìîâ. 

Ïðèéìàþ÷è äîâæèíó ä³ëÿíêè ðîç-
ïóøåííÿ γ  ð³âíîþ íóëåâ³, îòðèìóºìî 
ïðîñò³ø³ çàëåæíîñò³: 

 1 2

1 2

2( )
( ) ln

( )
sp p au a a

i s s c

∗− τ
=

π −
  

àáî 

 1 2

1 2 1 2

2( )
( ) ln ch

( ) 2( )
s

s

p p a i q
u a

i s s s s

∗

∗

− τ  π
=  π − + τ 

. (11) 

Ïðè äîñÿãíåíí³ ìàêñèìàëüíèìè â³äíîñíèìè ïåðåì³ùåííÿìè ( )u a  äå-

ÿêîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ 2cδ , ÿêå º õàðàêòåðèñòèêîþ ñèñòåìè «ïëàñòèíà – 

íàêëàäêà» ³ âèçíà÷àºòüñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî, ìîæëèâà ÷àñòêîâà âòðàòà 
çâ’ÿçêó ì³æ íàêëàäêîþ ³ ïëàñòèíîþ. Àíàëîã³÷íî äî â³äîìî¿ cδ -ìîäåë³ [13], 
ïðèéìàþ÷è óìîâó  

 2( ) cu a = δ   

çà êðèòåð³àëüíó, îòðèìàºìî âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ äîâæèíîþ çîíè ïåðåäðóé-
íóâàííÿ ³ õàðàêòåðèñòèêîþ 2cδ : 

 2 1 2 5

2 1

( ) ( , , )
( )( )

c

s

i s s f a b c
a bp p ∗

− δ
=

π −− τ
.  (12) 

Ôîðìóëè (8), (12) âñòàíîâëþþòü çâ’ÿçîê ì³æ ãåîìåòðè÷íèìè òà ñèëîâèìè 
ïàðàìåòðàìè â ñèñòåì³ «ï³âïëîùèíà – íàêëàäêà». 

Àâòîíîìí³ñòü çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ á³ëÿ ê³íö³â ìàêðîñêîï³÷íî¿ íàêëàä-
êè âèïëèâàº ³ç çîáðàæåííÿ ôîðìóëè (12) ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ ï³ñëÿ ðîç-
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âèíåííÿ â ðÿä çà ñòåïåíÿìè cε  çà âèêîíàííÿ óìîâ 2ca δ  òà a c a−  : 

 2 1 2

2 1

( )

( )
c

s

i s s
a c

p p ∗

π − δ
− =

− τ
.  (13) 

Âåëè÷èíà â ïðàâ³é ÷àñòèí³ ôîðìóëè (13) íå çàëåæàòü â³ä õàðàêòåðó íàâàí-
òàæåííÿ ÷è ðîçì³ðó íàêëàäêè, òîáòî çà êðèòåð³ºì 2( ) cu a = δ  äîâæèíà çîíè 
ïåðåäðóéíóâàííÿ â ãðàíè÷íî ð³âíîâàæíîìó ñòàí³ º âåëè÷èíîþ ñòàëîþ ³, îò-
æå, äëÿ ìàêðîñêîï³÷íèõ íàêëàäîê ñïðàâäæóºòüñÿ ã³ïîòåçà àâòîíîìíîñò³ çîí. 

Çàëåæíî â³ä äîâæèíè íàêëàäêè, ì³öí³ñíèõ ³ ïðóæíèõ ïàðàìåòð³â ìîæ-
ëèâèé îäèí ³ç íàñòóïíèõ ìåõàí³çì³â ðóéíóâàííÿ: à) ðîçðèâí³ çóñèëëÿ ó íà-
êëàäö³ äîñÿãíóòü âåëè÷èíè ¿¿ ì³öíîñò³ ³ ïðîéäå ðîçðèâ; á) â³äíîñí³ ïåðåì³-
ùåííÿ òî÷îê ïëàñòèíè ï³ä íàêëàäêîþ äîñÿãíóòü äåÿêîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åí-
íÿ ³ ïðîéäå ðîçøàðóâàííÿ ì³æ íàêëàäêîþ ³ ïëàñòèíîþ. 

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ìîæëèâ³ñòü â³äøàðóâàííÿ íàêëàäêè ç âèêîðèñ-
òàííÿì äåôîðìàö³éíîãî êðèòåð³þ 2( ) cu a = δ . Çíà÷åííÿ ãðàíè÷íîãî íàâàíòà-

æåííÿ q q∗= , ùî â³äïîâ³äàº ìîæëèâîìó â³äøàðóâàííþ, çíàõîäèìî ç ðîç-
â’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü 

 1 2
3 ( , , ) 0

( )2 s

s sq
f a b c

i a b

∗

∗

+
− =

π −τ
, 

 
( )

1 2 5

1 2

( , , )
0

( )
c

s

E f a b c
i a bs s ∗

δ
− =

π −+ τ
. (14) 

Âèêîíàâøè â ö³é ñèñòåì³ ðîçâèíåííÿ â ðÿä çà ñòåïåíÿìè cε  ³ çáåð³ãàþ÷è 
ïåðø³ äîäàíêè, îòðèìàºìî íàáëèæåíó, àëå ïðîñòó ôîðìóëó 

 1 1 2 2
1 ( ) c sq E s s

i a
∗ ∗= + δ τ

π
.  (15) 

 Ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â ðîçðàõóíê³â çà ôîðìóëàìè (14) ³ (15) äîçâîëÿº 
îö³íèòè ì³í³ìàëüíèé ðîçì³ð ìàêðîñêîï³÷íî¿ íàêëàäêè. Ð³çíèöÿ ì³æ ãðà-

íè÷íèìè íàâàíòàæåííÿì ïðè 1 1 2 2
1 ( ) 0.16c

s

E s s
a ∗

+ δ <
τ

 çà ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

(14) ³ (15) íå ïåðåâèùóº 5%. Òîìó ôîðìóëó (15) ç âêàçàíîþ ïîõèáêîþ äî-

ö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ïðè 2
1 1 2( ) ( )sa E s s ∗ ∗

τ≥ + γ τ , äå 2 2c s
∗ ∗
τγ = δ τ / . 

Ó âèïàäêó 0a b− =  (ñìóãè ðîçïóøåííÿ â³äñóòí³) îòðèìàºìî ïðîñòó 
çàëåæí³ñòü äëÿ ãðàíè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ ðîçøàðóâàííÿ: 

 1 2 1 2 2

1 2

2 ( ) ( )
arch exp

2( )
s c

s

s s i s s
q

i p p a

∗
∗

∗

τ + π − δ 
=  π − τ 

.  

Ðîçðèâ íàêëàäêè. Ðîçïîä³ë äîòè÷íèõ íàïðóæåíü xyσ  ï³ä íàêëàäêîþ 

( 0)y =  íà ä³ëÿíö³ x c≤  îïèñóºòüñÿ ôîðìóëîþ 

 2 1( ) ( ) ( )xy x s s xσ = − Φ ,  

çâ³äêè ï³ñëÿ ïåðåòâîðåíü îòðèìóºìî  

 
2 2 2 2

2 2 2 2

2
( ) arctg arctg

( )
s

xy
x a c x b cx a b

a b a c x b c x

∗ τ − −σ = ⋅ − ⋅ +π −  − −
 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
arctg arctg ,      c x c xx x c

a c b c

 − −+ − ≤ 
 − − 

. (16) 
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Íà ä³ëÿíêàõ c x a≤ ≤  äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ çàäàí³ ôîðìóëàìè (1), (2). Ïà-
ðàìåòðè íàâàíòàæåííÿ òà îðòîòðîï³¿ ó ôîðìóë³ (16) â³äñóòí³, àëå çíà÷åííÿ 
äîâæèíè çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ çàëåæèòü â³ä íàâàíòàæåííÿ ³ ô³çèêî-ìåõà-
í³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê çà ñï³ââ³äíîøåííÿìè (8), (12).  

Äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ óçäîâæ ïîâåðõí³ ç÷åïëåííÿ ñïðè÷èíÿþòü ó ïîïå-

ðå÷íîìó ïåðåð³ç³ íàêëàäêè îñüîâ³ çóñèëëÿ ( ) ( )
a

xy
x

P x x dx= σ∫ , ÿê³ ïðè ïåâ-

íèõ óìîâàõ ìîæóòü ¿¿ ðîç³ðâàòè. Ðîçïîä³ë îñüîâèõ çóñèëü íà ð³çíèõ ä³ëÿí-
êàõ íàêëàäêè âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëàìè 

2

7

1 ( ) , ,
2( )
1( ) ( 2 ), ,
2

1 ( , , , ), 0 ,
( )

s

s

s

a x b x a
a b

P x a b x c x b

f x a b c x c
a b

∗

∗

∗

 τ − ≤ ≤
 −


= τ + − ≤ ≤

 τ ≤ ≤

π −

 

äå  

 
2 2 2 2

7 2 2 2 2
( , , , ) 2 arctg arctg

x b c x a c
f x a b c x b a

b c x a c x

− − = ⋅ − ⋅ + 
 − −

 

 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
( ) arctg c xb x c x b c a c

b c

−  + + ⋅ + − − − − + 
 −

 

 
2 2

2 2 2 2

2 2

1 ( ) ( ) arctg
2

c xa b a x
a c

−+ π − − + ⋅
−

. 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî íàéá³ëüøîãî çíà÷åííÿ ðîçðèâí³ çóñèëëÿ äîñÿãàþòü 
íà ñåðåäèí³ äîâæèíè íàêëàäêè ( 0)x = : 

 8
1(0) ( , , )

( ) sP f a b c
a b

∗= τ
π −

,  (17) 

äå 

 2 2 2 2 2
8 2 2
( , , ) arctg cf a b c c b c a c b

b c

 
= − − − + ⋅ − 

  −
 

 2 2 2

2 2

1arctg ( )
2

ca a b
a c

− ⋅ + π −
−

. 

Çàëåæí³ñòü çíåðîçì³ðåíèõ ðîçðèâíèõ çóñèëü (0) (0) ( )sP P a∗= τ /  â³ä ïàðà-
ìåòðà íàâàíòàæåííÿ çà ðåçóëüòàòàìè ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü (8), (17) 
ïîäàíî íà ðèñ. 4 çà òèõ ñàìèõ ïàðàìåòð³â îðòîòðîï³¿, ùî é âèùå. Îðòîòðî-
ï³ÿ ìàòåð³àëó ï³âïëîùèíè ñïðèÿº ìåíøèì îñüîâèì çóñèëëÿì ïîð³âíÿíî ç 
³çîòðîïíèì ìàòåð³àëîì çà ³íøèõ îäíàêîâèõ óìîâ. Ç³ çá³ëüøåííÿì íàâàíòà-
æåííÿ ³ ðîçâèòêîì çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ îñüîâ³ çóñèëëÿ òàêîæ çðîñòàþòü. 
Çá³ëüøåííÿ ðîçðèâíèõ çóñèëü â³äáóâàºòüñÿ äî ìîìåíòó ïî÷àòêó â³äøàðó-
âàííÿ íàêëàäêè ÷è, ùî òå ñàìå, äî äîñÿãíåííÿ ïåðåì³ùåííÿìè ( )u a  ãðàíè÷-

íîãî çíà÷åííÿ 2cδ . Ï³ñëÿ öüîãî îñüîâ³ çóñèëëÿ óæå áóäóòü ìåíøèìè. Òîìó 
ìàêñèìàëüí³ îñüîâ³ çóñèëëÿ, íà ÿê³ íåîáõ³äíî îð³ºíòóâàòèñÿ ïðè âèáîð³ íà-
êëàäêè, çíàõîäèìî ³ç ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü 

 max 8
1 ( , , ) 0

( ) sP f a b c
a b

∗− τ =
π −

, 

 1 2 1 2 5( ) ( ) ( , , ) 0c siE a b s s f a b c∗π δ − − + τ = .  (18) 
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 Рис. 4 Рис. 5 

Íà ðèñ. 5 ïîäàíî ÷èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (18) ñòîñîâíî 

çíåðîçì³ðåíèõ çì³ííèõ max max ( )sP P a∗= τ /  òà 2 1 2 ( )c c sE a∗δ = δ τ /  çà òèõ ñàìèõ 
ïàðàìåòð³â îðòîòðîï³¿, ùî é âèùå. Ë³í³¿ 2, 3 îáðèâàþòüñÿ îáìåæåííÿì íà 

íàâàíòàæåííÿ: 2 sq ∗≤ τ . Ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³, âèêîíàâøè ó ôîðìóëàõ (18) 
ðîçâèíåííÿ â ðÿä çà ñòåïåíÿìè cε  ³ çáåð³ãøè ïåðø³ äîäàíêè, ìàºìî 

 1 2
max

1 2
2

( )
c siE a

P
s s

∗δ τ
=

π +
. 

Ç ³íøî¿ ñòîðîíè, ì³öí³ñòü íàêëàäêè íà ðîçðèâ îáìåæåíà. Äëÿ çàïîá³ãàí-
íÿ ¿¿ ðîçðèâó íåîáõ³äíî, ùîá ìàêñèìàëüí³ îñüîâ³ çóñèëëÿ maxP  íå ïåðåâè-

ùóâàëè ¿¿ ì³öíîñò³ utP , òîáòî max utP P≤ . Ïðèéìàþ÷è öþ óìîâó çà êðèòåð³-
àëüíó òà ðîçâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìó ð³âíÿíü 

 8( ) ( , , ) 0ut sP a b f a b c∗π − − τ = , 

 1 2 3( ) 2 ( ) ( , , ) 0siq a b s s f a b c∗∗ ∗π − − τ + = ,   (19) 

çíàõîäèìî çíà÷åííÿ ãðàíè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ q q∗∗=  ðîçðèâó íàêëàäêè. 

Âèêîíàâøè ó ð³âíÿííÿõ (19) ðîçâèíåííÿ ó ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè cε , 
îòðèìàºìî ôîðìóëó â íóëüîâîìó íàáëèæåíí³:  

 2 /utq P a∗∗ = . (20) 

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü òàêîæ âñòàíîâèòè êðèòè÷íó äîâæèíó 
íàêëàäêè çì³íè õàðàêòåðó ðóéíóâàííÿ, ÿêà ðàçîì ç ô³çèêî-ìåõàí³÷íèìè 
õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìè âèçíà÷àº ìåõàí³çì ðóéíóâàííÿ. Ïðè äîâæèí³ 
íàêëàäêè, á³ëüø³é â³ä êðèòè÷íî¿ cra , ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ³ç ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè 
ð³âíÿíü 

 8( ) ( , , ) 0ut cr s crP a b f a b c∗π − − τ = , 

 1 2 1 2 5( ) ( ) ( , , ) 0c cr s criE a b s s f a b c∗π δ − − τ + = ,  (21)  

ðóéíóâàííÿ áóäå ïðîõîäèòè øëÿõîì ðîçðèâó íàêëàäêè. Ó ñèñòåì³ ð³âíÿíü 
(21) íåâ³äîìèìè º cra  ³ c . Â³äïîâ³äíå ãðàíè÷íå íàâàíòàæåííÿ çíàõîäèìî ³ç 
ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü (19) ÷è çà íàáëèæåíîþ ôîðìóëîþ (20). Ïðè äîâ-
æèí³ íàêëàäêè, ìåíø³é â³ä êðèòè÷íî¿ acr , ðóéíóâàííÿ áóäå ïðîõîäèòè 
øëÿõîì ¿¿ â³äøàðóâàííÿ. Ãðàíè÷íå íàâàíòàæåííÿ ïðè öüîìó çíàõîäèìî ³ç 
ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü (14) ÷è çà íàáëèæåíîþ ôîðìóëîþ (15). 

Ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ êðèòè÷íó äîâæèíó ìîæíà îö³íèòè çà ôîðìó-
ëîþ 

 2

1 1 2 2

4 ( )
( )

cr ut
c s

ia P
E s s ∗

π=
+ δ τ

. 



155 

Äëÿ àíàë³çó çì³íè ìåõàí³çìó ðóéíóâàííÿ çàëåæíî â³ä êðèòè÷íî¿ äîâ-
æèíè íàêëàäêè âèêîðèñòàºìî íàáëèæåí³ ôîðìóëè ãðàíè÷íèõ íàâàíòàæåíü 
â³äøàðóâàííÿ (15) ³ ðîçðèâó íàêëàäêè 
(20). Íà ðèñ. 6 ñõåìàòè÷íî ïîäàíî çàëåæ-
í³ñòü ãðàíè÷íèõ íàâàíòàæåíü ðîçðèâó 

1 /q c a∗∗ =  (êðèâà 1) ³ â³äøàðóâàííÿ 

2/q c a∗ =  (êðèâà 2) â³ä ï³âäîâæèíè íà-

êëàäêè a  ïðè òîìó, ùî 1 2 1c c= = . Òî÷-
êà ïåðåòèíó ë³í³é âñòàíîâëþº êðèòè÷íó 
äîâæèíó íàêëàäêè çì³íè õàðàêòåðó ðóé-
íóâàííÿ. Çì³íþþ÷è çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 

1c  òà 2c , ëèøå çì³ñòèìî òî÷êó ïåðåòèíó 
êðèâèõ 1 ³ 2 íà êîîðäèíàòí³é ïëîùèí³, àëå ÿê³ñíèé õàðàêòåð çàëèøèòüñÿ 
òàêèì ñàìèì, òîáòî òî÷êà ïåðåòèíó cra a=  áóäå âèçíà÷àòè ìåõàí³çì ðóé-
íóâàííÿ. 

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü, íàïðèêëàä, çà çàäàíèì íàâàíòàæåí-
íÿì ³ ô³çèêî-ìåõàí³÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàõ êîìïîçèö³¿ ï³ä³áðàòè äîâæèíó 
ï³äêð³ïëåííÿ òàê, ùîá íå ïðîõîäèëî éîãî ðóéíóâàííÿ ÷è â³äøàðóâàííÿ â³ä 
ïëàñòèíè. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗРУШЕНИЯ ОРТОТРОПНОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ С ПОДКРЕПЛЕНИЕМ 
 
Â óñëîâèÿõ ïëîñêîé çàäà÷è èññëåäîâàíî ïðåäåëüíîå ðàâíîâåñèå è ðàçðóøåíèå 
îðòîòðîïíîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû, ïîäêðåïëåííîé ãèáêîé íåðàñòÿæèìîé 
êîíå÷íîé ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ íàêëàäêîé ïðè äåéñòâèè ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè 
íà ïëàñòèíó. Â îêðåñòíîñòÿõ êîíöîâ íàêëàäêè âäîëü åå ãðàíèöû ñ ïëàñòèíîé 
ðàçâèâàþòñÿ ëîêàëèçîâàííûå çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ (îñëàáëåííîãî êîíòàêòà), ïðî-
äâèãàÿñü îò êàæäîãî êðàÿ ê öåíòðó. Èì ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü îáëàñòè íàêîï-
ëåíèÿ ïîâðåæäåíèé, ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ðàçðûâà ñâÿçè è äð. Ðàññìîò-
ðåíû äâà âàðèàíòà ðàçâèòèÿ ðàçðóøåíèÿ: à) ðàçðûâ íàêëàäêè, á) åå îòñëîåíèå. Ñ 
èñïîëüçîâàíèåì äåôîðìàöèîííîãî êðèòåðèÿ ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè 
ìåæäó âåëè÷èíàìè ïðåäåëüíîé (ðàçðóøàþùåé) íàãðóçêè è ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè 
õàðàêòåðèñòèêàìè ïîëóïëîñêîñòè, à òàêæå ðàçìåðàìè íàêëàäêè. Óñòàíîâëåíà 
êðèòè÷åñêàÿ äëèíà íàêëàäêè ñìåíû õàðàêòåðà ðàçðóøåíèÿ, êîòîðàÿ âìåñòå ñ 
óïðóãèìè è ïðî÷íîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îïðåäåëÿåò ìåõàíèçì âîçìîæíîãî 
ðàçðóøåíèÿ â êîìïîçèöèè.  
 
FRACTURE ANALYSIS OF ORTHOTROPIC REINFORCED HALF-PLANE 
 
Limiting equilibrium and fracture of an orthotropic semi-infinite plate, reinforced by 
flexible not extensible rupture finite-strength stringer are investigated under the condi-
tions of plane problem. Localized zones of prefracture (weakened contact) are developed 
in the vicinities of the stringer ends along its boundary with plane. They can corres-
pond to the regions of damages, plastic deformation, partial break of connection etc. 
Two variants of fracture development are studied: a) rupture of stringer and b) debon-
ding of stringer. The analytical dependence between the values of limiting (critical) load 
and physico-mechanical parameters of the half-plane material are obtained using the 
criterion of deformation. The critical length of stringer for the change of fracture natu-
re is determined, which together with elastic and mechanical properties defines the me-
chanism of possible fracture in the composition.  
 
Íàö. óí-ò âîäí. ãîñï-âà  Îäåðæàíî 
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