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ÓÄÊ 539.370 
 
Н. Ю. Швайко 
 
К ТЕОРИИ СКОЛЬЖЕНИЯ С ГЛАДКИМИ  
И СИНГУЛЯРНЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ НАГРУЖЕНИЯ 
 

Äàåòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ âàðèàíòà 
òåîðèè ñêîëüæåíèÿ [9, 19] ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ òèïîâ 
ôóíêöèé óïðî÷íåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè, âûòåêà-
þùèìè èç èçâåñòíûõ òåîðèé ïëàñòè÷íîñòè [1, 3–5, 27] ñ ðåãóëÿðíûìè è 
ñèíãóëÿðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè íàãðóæåíèÿ. 

 
1. Ïðè óìåðåííûõ òåìïåðàòóðàõ è ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ êðèñòàëëè-

÷åñêèõ òåë îñíîâíûì â ðàçâèòèè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ìåõà-
íèçì ñêîëüæåíèÿ. Ïåðâûé âàðèàíò òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, îñíîâàííûé íà 
óêàçàííîì ôèçè÷åñêîì ìåõàíèçìå íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ, 
ïðåäëîæåí â 1947 ã. Áàòôîðäîì è Áóäÿíñêèì [25]. Ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä 
â äàëüíåéøåå ðàçâèòèå êîíöåïöèè ñêîëüæåíèÿ â òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè 
âíåñëè Ëåîíîâ [8, 9], Ëèíü [28], Ìàëìåéñòåð [10, 11], Õðèñòèàíîâè÷ [12–14], 
Øåìÿêèí [2, 14, 24] è äð. Êîíöåïöèÿ ñêîëüæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåé 
òàêæå â ðàáîòàõ [9, 19], ãäå ïðåäëîæåíû ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ ìîäåëè 
ïëîñêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ. 

Ñîãëàñíî [9, 19] â íàïðàâëåíèÿõ ðàçâèâàþùèõñÿ ñêîëüæåíèé 0( )m θ  ñî-

ïðîòèâëåíèå ñäâèãó 0( , )mR tθ  è ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ 0( , )mR tθ  ñîîòâåò-

ñòâåííî ðàâíû êàñàòåëüíîìó íàïðÿæåíèþ 0( , )m tτ θ , äåéñòâóþùåìó ïî ïëî-

ùàäêå ñêîëüæåíèÿ, è ñêîðîñòè ïðèðàùåíèÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ 

0( , )m mt tτ θ = ∂τ ∂ / , òàê ÷òî  

 0 0( , ) ( , )m mR t tθ = τ θ , (1) 

 0 0( , ) ( , )m mR t tθ = τ θ  . (2) 

Ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1) è (2) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè 
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 0 0 0 0 0
2 2( , ) ( ) cos 2 ( ) ,   ( , ) cos ( ) 2 2
2 2m mt S t t t tτ θ = θ − Φ τ θ = ϑ − θ − Φ[ ] [ ] , (5) 

ãäå 0 ,  t t  – íà÷àëüíûé è ïðîèçâîëüíûé ìîìåíòû ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðî-

âàíèÿ; ( , )t t′ϕ θ  – ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ñäâèãà; 1 2( ),  ( )t t− α α  – 
ãðàíèöû ìíîæåñòâà íàïðàâëåíèé ñêîëüæåíèÿ; 

 2 2 1/2
1 3 1 11 22 3 12

2( ) ( ) ( ) ,    ( ) ( ) ,     2 ( )
2

S t S t S t S t t S t= + = σ − σ = σ[ ] [ ] , 

 1 0 1 3 1 0 1 0( ) ( ) ,       2 arctg ( )/ ( ) , ( )      t t S t S t tΦ = Φ − Φ Φ = Φ = Φ[ ] , 

  2 2 1/2
3 1 1 3( ) arctg ( )/ ( ) ,    t dS t dS t dt dS dSϑ = = +( )[ ] . (6) 

Óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìàòåðèàëà R  ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ ôóíêöèè ïëàñòè÷íîñòè kΠ λ[ ]  è óïðî÷íåíèÿ ( )F ω : 
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 , ( )k kR Fλ ω = Π λ ω[ ] [ ] . (7) 

Çäåñü kλ  – ïàðàìåòðû èñòîðèè íàãðóæåíèÿ èëè ïëàñòè÷åñêîãî äåôîð-

ìèðîâàíèÿ, 0ω = θ − θ  – óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñäâèãà ( )n θ  è ïðîèç-

âîëüíûì íàïðàâëåíèåì 0( )m θ  â ïëîñêîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ Π  

îïðåäåëÿåòñÿ èç ýêñïåðèìåíòà íà çíàêîïåðåìåííîå êðó÷åíèå òîíêîñòåííîé 
òðóáêè [18, 22]. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè óïðî÷íåíèÿ ( )F ω  èñïîëüçóåòñÿ [20–22] 
îáùåâîçìîæíàÿ  
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è åå ÷àñòíûå ñëó÷àè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ 

1 2 1 2 2 1 2,  ,  ,  ,  const;  ,  1nk k h h a h h ≤ . Ãðàôèêè êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ 

( )F ω  ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðîâ 1k  è 1h  ïîçâîëÿåò ðå-

ãóëèðîâàòü ( )F ω  â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0ω =  è îïðåäåëÿòü óïðî÷íåíèå ìà-
òåðèàëà ïî ïëîùàäêå ñêîëüæåíèÿ â íàïðàâëåíèè ñäâèãà m . Àíàëîãè÷íî, 
ïàðàìåòðû 2k  è 2h  îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ( )F ω  â íàïðàâëåíèè m− , ïðî-
òèâîïîëîæíîì m , ò. å. õàðàêòåðèçóþò íà ìèêðîóðîâíå ýôôåêò Áàóøèíãåðà. 
Âõîäÿùèé â ôîðìóëó (8) ðÿä äàåò âîçìîæíîñòü êàê óãîäíî èçìåíÿòü ( )F ω  
ïðè (0, 2)ω ∈ π/ . Òàê êàê óïðî÷íåíèå â íàïðàâëåíèè ñêîëüæåíèÿ ( 0ω = ) 
ïðèâîäèò ñîãëàñíî ýôôåêòó Áàóøèíåðà ê ðàçóïðî÷íåíèþ â ïðîòèâîïîëîæ-
íîì íàïðàâëåíèè ( 2)ω = π/ , òî ôóíêöèÿ ( )F ω  íà ïðîìåæóòêå 0, 2π/[ ]  äîëæ-
íà áûòü çíàêîïåðåìåííîé, ÷òî è ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. 
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Рис. 1 

Çàëîæåííàÿ â òåîðèþ ïëàñòè÷íîñòè êîíöåïöèÿ ñêîëüæåíèÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ( )F ω  â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0ω =  ìîæåò ïðèâîäèòü [18, 

22] êàê ê ñèíãóëÿðíûì, òàê è ðåãóëÿðíûì ïîâåðõíîñòÿì (Σ) íàãðóæåíèÿ. 
Ñèíãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêöèé óïðî÷-
íåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 0 (0)F≤ ≤ ∞ , 0 (0)F′< ≤ ∞  (ðèñ. 1a, á), à 

ðåãóëÿðíûå – ïðè (0) 0F ≥  è (0) 0F′ =  (ðèñ. 1â). Ïî àíàëîãèè òèïû ôóíêöèé 
( )F ω , ïîêàçàííûå íà ðèñ. 1a, á, â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ñèíãóëÿðíû-

ìè, à íà ðèñ. 1â – ðåãóëÿðíûìè. 

2. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé óïðî÷íåíèÿ. Ïðè 
ýòîì äëÿ âñåâîçìîæíûõ ( )F ω , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (0) 0F′ =  (ðèñ. 1â), 
ðåøåíèå óðàâíåíèé (1), (2) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (3)–(6) äàåòñÿ ôîðìóëîé 

 2 0 2
2( , ) cos ( ) 2 ( ) 2 ( )

2t t t t t′ϕ θ = ϑ − α − Φ δ α − θ
Π

[ ][ ] ,  (9) 
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ãäå δ  – äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Ãðàíèöû 1,2 ( )tα  ìíîæåñòâà íàïðàâëå-

íèé ñêîëüæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè 

 1 2 2( ) ( ),       2 ( ) sin 2 ( ) ( ) ( ) 0t t S t t t L tα = − α α − Φ + =[ ] , 

 

0

2 2 2 0( ) ( ) ( ) cos ( ) 2 ( ) 2
t

t

L t F t d′= α − α ξ ϑ ξ − α ξ − Φ ξ∫ [ ]( ) . (10) 

Ïðè èçâåñòíûõ 1,2( , ),  ( )t t t′ϕ θ α  êîìïîíåíòû âåêòîðà ( ) ( )p t  ïëîñêîïëàñ-

òè÷åñêîé äåôîðìàöèè äàþòñÿ êâàäðàòóðàìè  
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Ñ ó÷åòîì (9) íà îñíîâàíèè (11) ïîëó÷àåì  

 ( )
1 2 0 2 0

1 cos ( ) 2 ( ) 2 cos 2 ( )
2

p t t tΓ = ϑ − α − Φ α + Φ
Π

 [ ] [ ] , 

 ( )
3 2 0 2 0

1 cos ( ) 2 ( ) 2 sin 2 ( )
2

p t t tΓ = ϑ − α − Φ α + Φ
Π

 [ ] [ ] . (12) 

Â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò qBS Sν  (ðèñ. 2) ñ íà÷àëîì â òåêóùåé 

òî÷êå íàãðóæåíèÿ B  è ïîâåðíóòîé îòíîñèòåëüíî 1 3OS S  íà óãîë 02( )+ Φæ  

ôîðìóëû (12) ïðèíèìàþò âèä  

 ( ) ( )2 ,        0p p
qd dS dν νΠ Γ = Γ =  

 ( ( ) ( )
2,  ( )p pd dt t= = α æΓ Γ ). (13) 

Ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ ìàòåðè-
àëà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ äåôîð-
ìàöèîííîé àíèçîòðîïèè. Äëÿ ìîäåëè 
ïëîñêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû [9, 19] ïðî÷-
íîñòíîé õàðàêòåðèñòèêîé, èçìåíÿþ-
ùåéñÿ ïî-ðàçíîìó â ðàçëè÷íûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ â ïëîñêîñòè äåôîðìàöèè 

0( )m θ , ÿâëÿåòñÿ ñîïðîòèâëåíèå ñäâèãó 

0( , )mR tθ . Äëÿ íåãî íà îñíîâàíèè ôîð-

ìóë (4), (9) è (10) ïîëó÷àåì 
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R t F dθ = τ + θ − α ξ ϑ ξ − α ξ − Φ ξ∫ [ ]( ) . (14) 

Ïðè èçâåñòíîì 0( , )mR tθ  ëèíèÿ íàãðóæåíèÿ ( )Σ  â ïëîñêîñòè äåôîðìà-

öèè îïðåäåëÿåòñÿ [22] óðàâíåíèÿìè  
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Òàê êàê ñîãëàñíî (15) mR  è 
0

mR∂
∂θ

 íåïðåðûâíû äëÿ âñåõ 0 ,θ ∈ − π π[ ] , â 

òîì ÷èñëå è ïðè 0 2 ( )tθ = α , òî ëèíèÿ íàãðóæåíèÿ Σ  ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Êðî-
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ìå ýòîãî, èç óðàâíåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî íàïðàâëåíèå íîðìàëè ν  ê ëèíèè 
Σ  â òî÷êå íàãðóæåíèÿ B  ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè BSν  ëîêàëüíîé 

ñèñòåìû êîîðäèíàò qBS Sν  (ðèñ. 2). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôîðìóëû (13) â âåêòîð-

íîì âèäå ïðåäñòàâëÿþòñÿ òàê: 

 (p) 2d d ν= ΠS /Γ , (16) 

ãäå d νS  – ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà äîãðóçêè dS  â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê 

ëèíèè íàãðóæåíèÿ Σ  (ïðèíöèï ãðàäèåíòíîñòè). 
Èíâàðèàíòíîñòü çàïèñè ôîðìóëû (16) ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü åå èç 

÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïëîñêîïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè íà îáùèé ñëó÷àé ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî íàãðóæåíèÿ. 

Äëÿ èëëþñòðàöèè âûøåèçëîæåííîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ óïðî÷íåíèÿ 

 ( ) cos 2 ,              , constF a b a bω = + ω  , (17) 

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (0) 0,  (0) 0F F′> = . Äëÿ òàêîé ôóíêöèè ( )F ω  íà 
îñíîâàíèè ôîðìóë (13)–(15) ïîëó÷àåì 

 ( ) /2p
i id dSνΓ = Π , (18) 

 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i iS t K t S t K t r t− − =[ ][ ] , (19) 

 

0

( ) ( )
0( ) 2 ( ) ( ) ( )

t
p p

k i i
t

r t S a d= + Π λ ξ Γ ξ Γ ξ ξ∫ [ ]   , 

 

0

( )( ) 2 ( ) ( )
t

p
i k i

t

K t b d= Π λ ξ Γ ξ ξ∫ [ ]  , (20) 

ãäå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó ,  1, ,5i i =  , âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. 
Óðàâíåíèå (19) – ýòî óðàâíåíèå ãè-

ïåðñôåðû â äåâèàòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 
íàïðÿæåíèé (â ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè 

1 2OS S  (ðèñ. 3)) ñ èçìåíÿþùèìñÿ âî âðå-

ìåíè ðàäèóñîì ( )r t  è öåíòðîì â òî÷êå 

1O , êîîðäèíàòû êîòîðîé iK  îïðåäåëÿ-
þòñÿ ôîðìóëàìè (20). Ïîêàçàííàÿ 
ïóíêòèðîì îêðóæíîñòü ðàäèóñà 0S =  

2 s= τ  ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîé ïî-

âåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ 0Σ . Òàêèì îáðà-

çîì, ôóíêöèÿ óïðî÷íåíèÿ ( )F ω  (17) 
ïðèâîäèò ê êîìáèíèðîâàííîìó óïðî÷íå-
íèþ: ïîâåðõíîñòü íàãðóæåíèÿ Σ  â ïðî-
öåññå ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ èçîòðîïíî ðàñøèðÿåòñÿ (ñóæàåòñÿ) è 
êèíåìàòè÷åñêè ïåðåìåùàåòñÿ êàê æåñòêîå öåëîå. 

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôîðìóëû (18)–(20) ïðè ( )F ω  (17) è åå ÷àñòíûõ ñëó-
÷àÿõ. 

1°. Åñëè ïîëîæèòü ( ) 1  ( 1,  0)F a bω ≡ = = , òî ïðèäåì ê èçîòðîïíîìó 

óïðî÷íåíèþ, ïðè êîòîðîì âåêòîð d νS  êîëëèíåàðåí âåêòîðó íàãðóæåíèÿ 

( )tS . Ïðåäïîëàãàÿ äàëåå ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè ìàòåðèàëà 

( ) ( )p
u u∗ε = Ψ σ  è ïîëàãàÿ 1 ( )  ( )

3 u ud d∗ ∗ ∗
′ ′Π = Ψ σ Ψ = Ψ σ/ , ïðèõîäèì ê òåîðèè 

ïëàñòè÷íîñòè Õàëüäåíìàíà – Ëèíÿ – Ïðàãåðà [12]. Â êîìïîíåíòàõ äåâèàòî-
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Рис. 3 
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ðà íàïðÿæåíèé ijs  è ïðèðàùåíèÿ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ( )p
ijdε  îíà çà-

ïèñûâàåòñÿ òàê: 

 ( ) ( )3
2

p u
ij ij u

u
d s d∗

′Ψ σ
ε = σ

σ
. (21) 

2°. Ïðè ( ) cos 2   ( 0,  1)F a bω = ω = =  èìååì êèíåìàòè÷åñêîå óïðî÷íåíèå: 

íà÷àëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàãðóæåíèÿ 0Σ  â ïðîñòðàíñòâå äåâèàòîðà íàïðÿæå-

íèé ïåðåìåùàåòñÿ êàê æåñòêîå öåëîå. Ïîëàãàÿ äàëåå 2 constHΠ = = , íà 
îñíîâàíèè (18) ïîëó÷àåì 

 ( ) ( )
2

1
2

p p p
ij ij ij mn mn mn

s

d s H s H ds
H

ε = − ε − ε
τ

( )( ) . (22) 

Â ðåçóëüòàòå èìååì òåîðèþ ïëàñòè÷íîñòè Èøëèíñêîãî [3] äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ 

ëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì ( , constut utE E−  ) è èäåàëüíûì ýôôåêòîì Áàóøèí-

ãåðà ( 2u u s
−σ + σ = σ ). 

3°. Â ñëó÷àå ôóíêöèè óïðî÷íåíèÿ ( )F ω  (17) è íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ïëàñòè÷íîñòè Π  íà îñíîâàíèè 
ôîðìóë (18)–(20) ìîæíî ïðèéòè ê òåîðèÿì ïëàñòè÷íîñòè Êàäàøåâè÷à – Íî-
âîæèëîâà [4] è Àðóòþíÿíà – Âàêóëåíêî [1]. 

Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ðàññìîòðåííûõ òåîðèé [1, 3, 4, 27] äàåòñÿ ôîð-
ìóëàìè (18)–(20), êîòîðûå ïðåäñòàâèì â âèäå 

 ( )
2

1
2 ( )

p
ij ij ij mn mn mnd s k s k ds

r t
ε = − −

Π
( )( ) , 

 [ ]
0

( )2 ( )
t

p
ij k ij

t

k b d= Π λ ξ ε ξ∫  , (23) 

 

0

( ) ( )( ) 2 2 ( )
t

p p
s k mn mn

t

r t a d= τ + Π λ ξ ε ε ξ∫ [ ]   . 

Ôóíêöèÿ ïëàñòè÷íîñòè Π  îïðåäåëÿåòñÿ èç ýêñïåðèìåíòà íà çíàêîïå-
ðåìåííîå íàãðóæåíèå, íàïðèìåð, çíàêîïåðåìåííîå êðó÷åíèå òîíêîñòåííîé 
òðóáêè. Äëÿ íåå ìîæåì ïîëó÷èòü [18] 

 1
3

u ut

u ut

E E

E E
Π =

−
,  (24) 

ãäå 3uE G=  – óïðóãèé, ( )( )p
ut ut uE E= ε  – êàñàòåëüíûé ìîäóëè äèàãðàììû 

( )p
u uσ ε , ïîñòðîåííîé ïðè çíàêîïåðåìåííîì íàãðóæåíèè. 

Çàïèñàííûå äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé óïðî÷íåíèÿ (ãëàäêèõ ïîâåðõíîñ-
òåé íàãðóæåíèÿ) óðàâíåíèÿ ñâÿçè ij ijσ ε   ïðèíàäëåæàò ê ÷èñëó äèôôå-

ðåíöèàëüíî-ëèíåéíûõ è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå 

 ij ij mn mnAσ = ε , (25) 

ãäå ij mnA  – îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (23) ôóíêöèîíàëû ïî äëèíå äóãè s  

îò ïàðàìåòðîâ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ. 

3. Îïèñàíèå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ìàòåðèàëîâ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé óïðî÷íåíèÿ äàíî â ðàáîòàõ [9, 18–22 ]è äð. 
Ðåçóëüòàòû çàïèñàíû äëÿ îáùåâîçìîæíîé ( )F ω  (8) è åå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Â 
êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèíãóëÿðíîé ôóíêöèè óïðî÷íåíèÿ ðàññìîòðèì [20, 21] 
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 0 2( ) cos 2 ( ) ( 2 )F a a b cω = + ω + δ ω + δ π − ω/ ,  (26) 

ãäå δ – äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Äëÿ óêàçàííîé ( )F ω  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 
(2) ñ ó÷åòîì (3)–(6) äàåòñÿ ôîðìóëàìè 

 1 0( , ) cos ( ) 2 ( ) 2 cos 2 ( )t t A t t t′Πϕ θ = ϑ − − Φ θ − +æ æ[ ] [ ]  

 1 0sin ( ) 2 ( ) 2 sin 2 ( )B t t t+ ϑ − − Φ θ − +æ æ[ ] [ ]  

 1 0cos ( ) 2 ( ) 2C t t+ ϑ − − Φæ[ ] ,  (27) 

 0
1

2
2 0 0 2

22
2 1 sin 4 ( 2 ) sin 2

4

b a
A

b a b a a a

+ α
=

  + α + α + α − α    

, 

 0
1 1 1

0
2

sin 22 1 ,            
2 21 sin 4

4

B C A
b a

b a

α α
= = −

+ α + α − α 
 

, 

 2 1 2 12 ( ) ( ),    2 ( ) ( )t t t tα = α + α = α − αæ . 

Ãðàíèöû 1,2 ( )tα  îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1) ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâ-

ëåíèé (4) è (5). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è ñ 
èñïîëüçîâàíèåì îáùåâîçìîæíîé ( )F ω  (8) è åå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ èçëîæåíà â 

ðàáîòàõ [20–22]. Òàê, ïðè ìîíîòîííîé äåôîðìàöèè 12 ( ) 0tα ≥  è ôóíêöèè 

óïðî÷íåíèÿ ( )F ω  (26) èìååì 

 0 0
1,2

2 0

( 2 ) cos 2 sin 2 2
( ) ( ) ( ),      

( )1 sin 4
4

sb a a
t t t

S t
b a

+ α α − α τ
α = α Φ =

 + α − α 
 

 . 

Ñîãëàñíî (11) è (27) äëÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ïëîñêîïëàñòè÷åñêîé äå-
ôîðìàöèè ïîëó÷àåì  

 ( )
1 11 0 0cos ( ) 2 ( ) 2 cos 2 ( )p B t t t −ΠΓ = ϑ − − Φ + Φ æ æ[ ] [ ]  

 12 0 02sin ( ) 2 ( ) 2 sin ( )B t t t− ϑ − − Φ + Φæ æ[ ] [ ] , 

 ( )
3 11 0 0cos ( ) 2 ( ) 2 sin 2 ( )p B t t t −ΠΓ = ϑ − − Φ + Φ æ æ[ ] [ ]  

 12 0 02sin ( ) 2 ( ) 2 cos ( )B t t t− ϑ − − Φ + Φæ æ[ ] [ ] , (28) 

ãäå 

 
2

0
11 1

0

sin 22 1( ) sin 4
2 4 2

a
B A

b a
=

α  α α + α −  + α  
, 

 12 1
2 1( ) sin 4
2 4

B B=  α α − α 
 

. 

Â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò qBS Sν  (ðèñ. 2) çàâèñèìîñòè (28) ìîãóò 

áûòü ïðåäñòàâëåíû òàê:  

 ( ) ( )
11 12,        ( )( )p p

q qd B dS d B dSν νΠ Γ = Π Γ =α α . (29) 

Ôîðìóëû (29) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé âðàùåíèÿ 
òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ OAB  â ïëîñêîñòè 1 3OS S , ò. å. óäîâëåòâîðÿþò ïî-
ñòóëàòó èçîòðîïèè Èëüþøèíà. Ýòî ïîçâîëÿåò îáîáùèòü èõ íà ñëó÷àé ïðî-
èçâîëüíûõ ïëîñêèõ òðàåêòîðèé íàãðóæåíèÿ, êàê óãîäíî ðàñïîëîæåííûõ â 
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ïÿòèìåðíîì äåâèàòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé. Ïðè ìîíîòîííîé äå-
ôîðìàöèè ( 12 ( ) 0tα ≥ ) òàêîå îáîáùåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïÿòèìåðíûå 
òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ. 

Òàê êàê ïðè íå ìîíîòîííîé äåôîðìàöèè ãðàíèöû ìíîæåñòâà íàïðàâëå-
íèé ñêîëüæåíèÿ 1,2 ( )tα  ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè 

âåêòîðà äîãðóçêè dS  îòíîñèòåëüíî ïðåäøåñòâóþùèé òðàåêòîðèè OAB  
(ðèñ. 2), òî ñîîòíîøåíèå (29) äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé óïðî÷íåíèÿ ( )F ω  
ÿâëÿþòñÿ äèôôåðèíöèàëüíî-íåëèíåéíûìè. Ïîëó÷åííûå íà èõ îñíîâå îïðå-
äåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê: 

 ( )ij ij mn mn ij mnAσ = ε − ψ ε  , 

ãäå ij mnA  – ïî-ïðåæíåìó ôóíêöèîíàëû ïî äëèíå äóãè s  îò ïàðàìåòðîâ 

âíóòðåííåé ãåîìåòðèè òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ; ( )ij mnψ ε  – çàâèñÿùèå îò 

èñòîðèè íàãðóæåíèÿ îäíîðîäíûå ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî mnε  ôóíê-

öèè, òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ 
â çîíå 12( ( ) 0)tα ≥  ïîëíîãî äî-

ãðóæåíèÿ dS . 
Ïîñòðîåííàÿ ïðè ìîíîòîí-

íîé äåôîðìàöèè äëÿ ( )F ω  (26) 
ñèíãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü íà-
ãðóæåíèÿ Σ  ïîêàçàíà íà ðèñ. 4. 
Îíà ñîñòîèò èç äâóõ ïÿòèìåð-
íûõ ãèïåðñôåð ðàäèóñîâ R  è 

1R , ãèïåðêîíóñà ñ óãëîì ðàñ-

òâîðà 2 ∗β  è îáðàçóþùèìè, êàñà-
òåëüíûìè ê ãèïåðñôåðå ðàäèóñà 

R . Ïàðàìåòðû 1,  ,  2R R ∗β  ïî-

âåðõíîñòè Σ  çàâèñÿò îò äëèíû âåêòîðà íàãðóæåíèÿ 0S  è êîýôôèöèåíòîâ 

0 1, , ,a a b c  ôóíêöèè óïðî÷íåíèÿ ( )F ω . 

Êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû [15], îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ñâÿçè ( )p
ij ijσ ε  , 

ïîñòðîåííûå â ðàìêàõ ìîäåëè [19] äëÿ ÷àñòíîé ôóíêöèè óïðî÷íåíèÿ ( )F ω  
(26) ïðè 1Π ≡ , ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè ñî-
îòíîøåíèÿìè òàê íàçûâàåìîé ñòðóêòóðíîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè [5]. Åå âîç-
ìîæíîñòè ìîãóò áûòü çíà÷èòåëüíî ðàñøèðåíû, åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ 

1Π ≡  è îïðåäåëÿòü ôóíêöèþ ïëàñòè÷íîñòè èç ýêñïåðèìåíòà íà çíàêîïåðå-
ìåííîå íàãðóæåíèå òîíêîñòåííîé òðóáêè. 

Ïîêàçàíî [16, 17], ÷òî ïðåäëîæåííûé íà îñíîâàíèè ìîäåëåé [9, 19] âà-
ðèàíò òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè óäîâëåòâîðÿåò ïîñòóëàòó Äðóêêåðà [26], äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ïîòåíöèàëüíîñòè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé ñâÿçè ij ijσ ε   

è ïðèíöèïó ìàêðîäåòåðìèíèçìà [6]. Ýòèì ñàìûì îáîñíîâàíà êîððåêòíîñòü 
òåîðèé, ó÷èòûâàþùèõ ïåðåêðåñòíîå âëèÿíèå ìåõàíèçìîâ ïëàñòè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ. 

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ [7, 22, 23 è äð.] ïîäòâåðæäàþò âîç-
ìîæíîñòü è ïåðñïåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè [9, 19, 22] 
äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèè øèðîêîãî êëàññà ìàòåðèàëîâ ïðè ïðîñòîì è 
ñëîæíîì íàãðóæåíèÿõ. 
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ДО ТЕОРІЇ КОВЗАННЯ З ГЛАДКИМИ ТА СИНГУЛЯРНИМИ ПОВЕРХНЯМИ НАВАНТАЖЕННЯ 
 
Ïîäàíî ñòèñëèé îãëÿä ðåçóëüòàò³â, îäåðæàíèõ â ðàìêàõ âàð³àíòó òåîð³¿ êîâçàí-
íÿ [9, 19] ç âèêîðèñòàííÿì äåÿêèõ ÷àñòêîâèõ òèï³â ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ. Íàâåäåíî 
ïîð³âíÿííÿ ç àíàëîã³÷íèìè ðåçóëüòàòàìè, ÿê³ âèïëèâàþòü ç â³äîìèõ òåîð³é ïëàñ-
òè÷íîñò³ [1, 3–5, 27] ç ðåãóëÿðíèìè è ñèíãóëÿðíèìè ïîâåðõíÿìè íàâàíòàæåííÿ. 
 
ON SLIDING THEORY WITH SMOOTH AND SINGULAR LOAD SURFACES 
 
The results for the sliding plasticity theory [9, 19] using some particular types of 
hardening functions are briefly stated. The obtained results are compared with the 
similar ones for the known [1, 3–5, 27] plasticity theories with smooth and singular load 
surfaces. 
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