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ВПЛИВ ШОРСТКОСТІ КОНТАКТУЮЧИХ ТІЛ НА ХАРАКТЕР 
ЇХ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ 
 

Çàïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷³ ïðî âçàºìîä³þ æîðñòêî¿ øîðñò-
êî¿ ïîâåðõí³ (ì³êðîâèñòóïè ó ôîðì³ çð³çàíîãî êëèíà) òà ãëàäêîãî ïðóæíîãî 
ï³âïðîñòîðó. Îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ êîíòàêòíîãî òèñêó òà ôàêòè÷íî¿ îá-
ëàñò³ êîíòàêòó. Äîñë³äæåíî âçàºìîâïëèâ ì³êðîâèñòóï³â ³ ðîçïîä³ë ìàêñè-
ìàëüíèõ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó ï³âïðîñòîð³. 

 
 Îäí³ºþ ç íàéàêòóàëüí³øèõ ïðîáëåì ñó÷àñíîãî ìàøèíîáóäóâàííÿ º ï³ä-
âèùåííÿ çíîñîñò³éêîñò³ ôðèêö³éíèõ âóçë³â ³ ç’ºäíàíü. Ó çàãàëüíîìó âèïàä-
êó òåðòÿ ³ çíîøóâàííÿ – öå êîìïëåêñ ñêëàäíèõ, áàãàòîôóíêö³îíàëüíèõ ³ 
âçàºìîçâ’ÿçàíèõ ïðîöåñ³â. Îñê³ëüêè âñ³ ô³çèêî-õ³ì³÷í³ ïåðåòâîðåííÿ â çîí³ 
òåðòÿ â³äáóâàþòüñÿ ï³ä ä³ºþ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü, òî âàæëèâèì ôàêòî-
ðîì âïëèâó íà ïðîöåñ òåðòÿ ³ çíîøóâàííÿ º ôîðìóâàííÿ íàïðóæåíî-äåôîð-
ìîâàíîãî ñòàíó ó ïðèïîâåðõíåâèõ øàðàõ êîíòàêòóþ÷èõ ò³ë. Äåòàëüíå âè-
â÷åííÿ ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é ó ïðèïîâåðõíåâèõ øàðàõ âèìà-
ãàº çàëó÷åííÿ ð³çíîìàí³òíèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ òà àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â [2, 
5, 8]. Åêñïåðèìåíòàëüí³ äîñë³äæåííÿ óñêëàäíåí³ òèì, ùî âñ³ ìåõàí³÷í³ âïëè-
âè ïðè êîíòàêòóâàíí³ ëîêàë³çóþòüñÿ ó áåçïîñåðåäí³é áëèçüêîñò³ äî ïîâåðõ-
í³. Ïåðñïåêòèâíèìè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ öèõ ïðîáëåì ñë³ä ââàæàòè ðîçðàõóí-
êîâ³ ìåòîäè. Ó á³ëüøîñò³ â³äîìèõ ðîá³ò íåç’ÿñîâàíèì çàëèøàºòüñÿ ïèòàííÿ 
âçàºìîâïëèâó îêðåìèõ ì³êðîâèñòóï³â ïðè êîíòàêòóâàíí³ øîðñòêèõ ïî-
âåðõîíü. 
 Ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äæóºòüñÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíé ñòàí ó ïðóæíîìó 
ï³âïðîñòîð³ ïðè éîãî êîíòàêòóâàíí³ ç æîðñòêèì øîðñòêèì øòàìïîì, ì³êðî-
âèñòóïè ÿêîãî ðîçïîä³ëåí³ ïåð³îäè÷íî (ðèñ. 1).  
 Ïðèïóñêàºìî, ùî ì³êðîíåð³âíîñò³ øîðñòêîãî øòàìïà ìàþòü ôîðìó çð³-
çàíîãî ñèìåòðè÷íîãî êëèíà. Ââåäå-
ìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ:   – ïåð³îä, 2b  
– âåëè÷èíà îáëàñò³ êîíòàêòó, 2a  – 
âåëè÷èíà ïëîñêî¿ ä³ëÿíêè, d  – øè-
ðèíà îñíîâè ì³êðîâèñòóïó. Ïåðåâà-
ãîþ òàêî¿ ìîäåë³ º òå, ùî ¿¿ ìîæíà 
ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåííÿ âæå 
äîñë³äæåíèõ ìîäåëåé [3, 7], îñê³ëü-
êè îäåðæàí³ òàì ðåçóëüòàòè ìîæíà 
îòðèìàòè ³ òóò, âèáðàâøè ïåâíèì 
÷èíîì ïàðàìåòðè âçàºìîä³¿. Êð³ì òîãî, öÿ ìîäåëü ì³êðîíåð³âíîñòåé äîñèòü 
ïîâíî îïèñóº âëàñòèâîñò³ ðåëüºôó ðåàëüíèõ ïîâåðõîíü, à ó íèçö³ âèïàäê³â 
ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ íà ïðàêòèö³, çîêðåìà, ïðè âèâ÷åíí³ ïðîöåñó òåðòÿ 
³ çíîøóâàííÿ ïîâåðõîíü, îáðîáëåíèõ øë³ôóâàííÿì, ôðåçåðóâàííÿì, ñòðó-
ãàííÿì. 
 Ïîáóäîâó ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òèñêó 
âèêîíàºìî çà àëãîðèòìîì [7]. Âíàñë³äîê éîãî çàñòîñóâàííÿ ïåð³îäè÷íà êîí-
òàêòíà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî 
ðîäó ç ÿäðîì Ã³ëüáåðòà òà ðîçðèâíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ: 
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 Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1) øóêàºìî çà òàêèõ óìîâ: 
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Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (1) âèêîðèñòàºìî àëãîðèòì, 
íàâåäåíèé â [1]. Ó ð³âíÿíí³ (1) âèêîíàºìî çàì³íó çì³ííèõ ( ) 2t z= + π π / , 

( ) 2x = τ + π π /  ³ ïåðåéäåìî äî òàêîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ: 
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 (3) 

Ðîçâ’ÿçîê, îáìåæåíèé íà ê³íöÿõ îáëàñò³ êîíòàêòó, ìàº âèãëÿä 
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ßê â³äîìî ç òåîð³¿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ðîçâ’ÿçîê (4) ìîæëèâèé ëèøå 
çà âèêîíàííÿ óìîâè, íàêëàäåíî¿ íà ïðàâó ÷àñòèíó ð³âíÿííÿ: 

 
( ) cos

2 0
( ) sin

2

zg z
dz

zX z

β

−β

=
− τ∫ . 

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ óìîâà âèêîíóºòüñÿ. Îñòàíí³é ³íòåãðàë ðîç-
áèâàºìî íà äâà: â³ä − β  äî − α  òà â³ä α  äî β , à ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ( )g z  â 

³íòåãðàë³ â³ä − β  äî − α  ðîáèìî çàì³íó t z= − . Ïðîâ³âøè ó ôîðìóë³ äëÿ 
êîíòàêòíîãî òèñêó òàêó ñàìó ïðîöåäóðó, îòðèìàºìî 
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Äàë³, çàñòîñóâàâøè â³äîìó ôîðìóëó [6], ïîâåðíóâøèñü äî ïîïåðåäí³õ çì³í-
íèõ ³ ï³äñòàâèâøè âèðàç äëÿ ( )J τ  ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (5), îäåðæèìî ôîðìóëó 
äëÿ êîíòàêòíîãî òèñêó 
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 Íà ðèñ 2 ïîêàçàíî ãðàô³êè ðîçïîä³ëó êîí-
òàêòíîãî òèñêó äëÿ îäíîãî øòàìïà òà äëÿ ïåð³-
îäè÷íî¿ ñèñòåìè. Øòðèõîâîþ ë³í³ºþ çîáðàæåíî 
ãðàô³ê êîíòàêòíîãî òèñêó äëÿ îäíîãî ì³êðîâè-
ñòóïó. ßê áà÷èìî, äëÿ ïåð³îäè÷íî¿ çàäà÷³ ÿê³ñíà 
êàðòèíà ðîçïîä³ëó êîíòàêòíîãî òèñêó àíàëîã³÷-
íà äî âèïàäêó îäíîãî ì³êðîâèñòóïó [3], àëå äëÿ 
ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó îäèíè÷íà îáëàñòü êîí-
òàêòó º ìåíøîþ, í³æ äëÿ îäíîãî øòàìïà. Êð³ì 
òîãî, äëÿ ïåð³îäè÷íî¿ çàäà÷³ êîíòàêòíèé òèñê ó 
öåíòð³ ì³êðîâèñòóïó íå äîñÿãàº âåëè÷èíè êîí-
òàêòíîãî òèñêó ó âèïàäêó îäèíè÷íîãî êîíòàêòó. 
 Çâ’ÿçîê ì³æ ä³þ÷èì íàâàíòàæåííÿì òà îáëàñòþ êîíòàêòó çíàõîäèìî ç 
óìîâè ð³âíîâàãè øòàìïà: 
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. (7) 

Øëÿõîì çä³éñíåííÿ ãðàíè÷íèõ ïåðåõîä³â ³ç ôîðìóë (6), (7) ìîæíà 
îòðèìàòè â³äîì³ ôîðìóëè êîíòàêòíîãî òèñêó òà îáëàñò³ êîíòàêòó äëÿ ïåð³-
îäè÷íî¿ ñèñòåìè íåçð³çàíèõ ì³êðîâèñòóï³â, îäíîãî çð³çàíîãî âèñòóïó òà îä-
íîãî ïðÿìîêóòíîãî âèñòóïó [2, 3, 7]. 
 Ãðàô³êè çàëåæíîñò³ îáëàñò³ êîíòàêòó 
â³ä âåëè÷èíè ä³þ÷îãî íàâàíòàæåííÿ íàâå-
äåíî íà ðèñ. 3. Êðèâ³ 1, 2 â³äïîâ³äàþòü 
çíà÷åííÿì 1, 2d =/ ; êðèâà 3 â³äïîâ³äàº 
âèïàäêó îäíîãî ì³êðîâèñòóïó. ßê âèïëèâàº 
ç ôîðìóëè (7), ïðè ïåâí³é âåëè÷èí³ îáëàñò³ 
êîíòàêòó íàñòàº òàê çâàíèé åôåêò íàñè-
÷åííÿ îáëàñò³ êîíòàêòó, òîáòî ¿¿ âåëè÷èíà 
ïðàêòè÷íî íå çì³íþºòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì 

P∗ . Íà ðèñ. 3 öåé åôåêò ïðîÿâëÿºòüñÿ â 
íàÿâíîñò³ âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò. Êð³ì 
òîãî, íà îñíîâ³ àíàë³çó ðèñ. 3, ìîæåìî çðî-
áèòè âèñíîâîê, ùî ç³ çá³ëüøåííÿì â³äñòàí³ 
ì³æ ì³êðîâèñòóïàìè ¿õ âçàºìîâïëèâ çìåíøóºòüñÿ, ³ â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó 

îòðèìóºìî çàëåæí³ñòü îáëàñò³ êîíòàêòó â³ä âåëè÷èíè P∗  äëÿ îäíîãî øòàì-

ïà. Çàóâàæèìî, ùî P∗  õàðàêòåðèçóº âåñü êîìïëåêñ ôàêòîð³â, ÿê³ çóìîâëþ-
þòü êîíòàêòíó âçàºìîä³þ: çàâàíòàæåí³ñòü êîíòàêòó, ô³çèêî-ìåõàí³÷í³ òà 
ãåîìåòðè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè êîíòàêòíî¿ ïàðè. 
 Îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê êîíòàêòíî¿ çàäà÷³ äàº çìîãó çà â³äîìèìè ôîðìó-
ëàìè ðîçðàõîâóâàòè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí êîíòàêòóþ÷èõ ò³ë. Äëÿ 
ðîçðàõóíêó íàïðóæåíü ó ïðóæí³é ï³âïëîùèí³ âèêîðèñòîâóºìî ôîðìóëó 
äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíö³àëó ïëîñêî¿ ïåð³îäè÷íî¿ çàäà÷³ [2] 
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 max ( ) ( ) ( ) ( )z z z z z′τ = Φ + Φ − − Φ , 

 1 2Re ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z z z z z′σ = Φ + Φ + Φ − − Φ , 

 ( )2 2Re ( ) ( ) ( ) ( )z z z z z z′σ = Φ − Φ + Φ − − Φ . (10) 

 Ôîðìóëè (8)–(10) ïîâí³ñòþ âèçíà÷àþòü íàïðóæåíèé ñòàí ó ï³âïëîùèí³ 
äëÿ ïåð³îäè÷íî¿ çàäà÷³. Âèêîðèñòàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ íà-
ïðóæåíü ó ä³éñíèõ çì³ííèõ ,  x y , ÿê³ ïðè ä³¿ ëèøå íîðìàëüíîãî íàâàíòà-
æåííÿ ìàþòü âèãëÿä [4] 
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 2 2 2 2( ) ( )
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y yx s x s
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y y

y±
π π

η = ±
 

. 

 Ôîðìóëè (11) ñëóæàòü äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó ó ï³âïëîùè-
í³, à çà ôîðìóëàìè (10) âèçíà÷àºìî ãîëîâí³ íàïðóæåííÿ, çà ÿêèìè ìîæíà 
äîñë³äæóâàòè ì³öí³ñòü ìàòåð³àëó â êîíòàêòí³é ïàð³. Çàóâàæèìî, ùî çà â³äî-
ìèì maxτ  ëåãêî âèçíà÷èòè 1σ  ³ 2σ  (ôîðìóëè (10)). Òîìó íàäàë³ îáìåæèìîñü 

äîñë³äæåííÿì maxτ , ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ÿêîãî º âèçíà÷àëüíèì, îñîáëèâî 
äëÿ ìàòåð³àë³â ç âèðàæåíèìè ïëàñòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè. 
 Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàïðóæåíü çà ôîðìóëàìè (11) âèêîðèñòîâóâàëè â³äî-
ì³ ÷èñëîâ³ ìåòîäè. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë ìàêñèìàëüíîãî äîòè÷íîãî 
íàïðóæåííÿ maxτ  äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü êîîðäèíàòè 0,x a∈ [ ] , òîáòî ï³ä ïëîñ-

êîþ ïëîùèíêîþ ì³êðîâèñòóïó: êðèâ³ 1–4 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì 0x = , 
0.25 ,  0.5 ,  a a a .  
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 Рис. 4 Рис. 5 

ßê áà÷èìî, maxτ  ó òî÷ö³ x a=  äîñÿãàº ñâîãî ìàêñèìóìó íà ïîâåðõí³ 
ï³âïðîñòîðó, â ³íøèõ òî÷êàõ éîãî åêñòðåìóì çíàõîäèòüñÿ íà ïåâí³é ãëèáèí³ 
âñåðåäèí³ ï³âïðîñòîðó, ïðè÷îìó, ÷èì áëèæ÷å äî öåíòðó ïëîùèíêè, òèì 
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«ãëèáøå» çíàõîäèòüñÿ ï³ê íàïðóæåííÿ. Íà 
ä³ëÿíö³ a x b≤ ≤  ìàºìî ïîä³áíó êàðòèíó ç 
ò³ºþ ëèøå â³äì³íí³ñòþ, ùî ìàêñèìàëüíå 
äîòè÷íå íàïðóæåííÿ çìåíøóºòüñÿ øâèä-
øå (ðèñ. 5): êðèâ³ 1–3 â³äïîâ³äàþòü çíà-
÷åííÿì ,  0.5( )x a a b a= + − , 0.75( )a b a+ − . 
Òàêó ñõîæ³ñòü ïîâåä³íêè ìîæíà ïîÿñíèòè 
òèì, ùî äëÿ êóòà γ  áðàëè çíà÷åííÿ 87° . 

Íà ðèñ. 6 çîáðàæåíî ðîçïîä³ë maxmax τ  ó 
ïðóæíîìó ï³âïðîñòîð³ â ìåæàõ îäíîãî ïå-
ð³îäó. Òî÷êè êîíöåíòðàö³¿ maxmax τ  â³äïî-
â³äàþòü êóòîâèì òî÷êàì ïðîô³ëþ øòàìïà. Çà âåëè÷èíîþ çîí á³ëÿ öèõ òî-
÷îê, äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ óìîâà max òåêmax τ > τ , ìîæíà ïðîãíîçóâàòè ðîç-

ì³ðè ÷àñòèíîê ìàòåð³àëó, ÿê³ â³äîêðåìëþþòüñÿ ó ïðîöåñ³ çíîøóâàííÿ. 
 Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü äîñèòü ïîâíî îö³íèòè íàïðóæåíèé 
ñòàí ó ï³âïðîñòîð³, ùî çíàõîäèòüñÿ ó âçàºìîä³¿ ³ç æîðñòêîþ øîðñòêîþ ïî-
âåðõíåþ. Äëÿ äîñë³äæåííÿ åôåêòó âçàºìîä³¿ ì³êðîâèñòóï³â òðåáà âðàõîâó-
âàòè íå ëèøå â³äñòàíü ì³æ íèìè, àëå é âåñü íàá³ð ôàêòîð³â, ùî çóìîâëþ-

þòü êîíòàêòíó âçàºìîä³þ (âåëè÷èíà P∗ ). Çà ðîçðàõóíêàìè ðîçïîä³ëó maxτ  
ìîæíà ïåðåäáà÷àòè îáëàñòü ìîæëèâîãî ðóéíóâàííÿ ìàòåð³àëó. Ö³ äîñë³ä-
æåííÿ ìîæóòü ñëóæèòè äëÿ îïòèì³çàö³¿ ðîáîòè êîíòàêòíèõ ïàð. 
 
 1. Ãðèãîëþê Ý. È., Òîëêà÷åâ Â. Ì. Êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê. 

– Ìîñêâà: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1980. – 416 ñ. 
 2. Êóçíºöîâ ª. Î. Äî ïèòàííÿ ïðî ïåð³îäè÷íó êîíòàêòíó çàäà÷ó // Â³ñí. Êè¿â. óí-

òó. Ñåð. Ìàòåìàòèêà òà ìåõàí³êà. – 1976. – ¹ 18. – Ñ. 97–104. 
 3. Ìàêñèìóê Î. Â. Ðîçðàõóíîê íàïðóæåíü ó ï³âïëîùèí³ ï³ä ä³ºþ øòàìï³â ð³çíî¿ 

ôîðìè // Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2000. – 43, ¹ 2. – Ñ. 155–162. 
 4. Ìàêñèìóê Î. Â., Øèðîêîâ Â. Â., ×åðíåãà À. Î. Íàïðóæåííÿ â ï³âïðîñòîð³ ï³ä ÷àñ 

âçàºìîä³¿ ³ç çóá÷àñòîþ ïîâåðõíåþ // Ô³ç.-õ³ì. ìåõàí³êà ìàòåð³àë³â. – 2003. – 39, 
¹ 4. – Ñ. 32–36. 

 5. Ïàøå÷êî Ì. È., Ãîëóáåöü Â. Ì., ×åðíåöü Ì. Â. Ôîðìèðîâàíèå è ôðèêöèîííàÿ 
ñòîéêîñòü ýâòåêòè÷åñêèõ ïîêðûòèé. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1993. – 343 ñ. 

 6. Ñìîëÿíñêèé Ì. Ë. Òàáëèöû íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1965. 
– 111 ñ. 

 7. Øòàåðìàí È. ß. Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè. – Ì.–Ë.: Ãîñòåõèçäàò, 
1949. – 272 ñ. 

 8. Goryacheva Z. I. Contact mechanics in the tribology. – London: Kluwer Acad. 
Publ., 2000. – 432 ð. 

 
ВЛИЯНИЕ ШЕРОХОВАТОСТИ КОНТАКТИРУЮЩИХ ТЕЛ НА ХАРАКТЕР 
ИХ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
 
Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè æåñòêîé øåðîõî-
âàòîé ïîâåðõíîñòè (ìèêðîâûñòóïû â âèäå ñðåçàííîãî êëèíà) è óïðóãîãî ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è ôàêòè÷åñêîé îáëàñ-
òè êîíòàêòà. Èññëåäîâàíî âçàèìîâëèÿíèå ìèêðîíåðîâíîñòåé è ðàñïðåäåëåíèå 
ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå. 
 
INFLUENCE OF ROUGHNESS OF CONTACTING BODIES ON CHARACTER 
OF THEIR STRESS STATE 
 
The mathematical model of the problem about interaction between a rigid rough surface 
(microprotrusions in the form of a cut wedge) and elastic half-space is proposed. The 
formulas for contact pressure and real contact region are obtained. Mutual influence of 
microprotrusions and influence of distribution of maximum tangential stresses in a 
half-space are studied. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 21.07.04 
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