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ÓÄÊ 539.3 
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ПЛОСКА ДЕФОРМАЦІЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОГО ШАРУ 
ПЕРІОДИЧНОЮ СИСТЕМОЮ ЖОРСТКИХ ГЛАДКИХ ШТАМПІВ 
 

Íà îñíîâ³ îïåðàòîðíîãî ðîçâ’ÿçêó Ñ. Ã. Ëºõí³öüêîãî ïðîñòîðîâî¿ çàäà÷³ ïðî 
ïðóæíó ð³âíîâàãó òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíîãî øàðó îäåðæàíî ³íòåãðàëüíå 
ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó äëÿ êîíòàêòíîãî òèñêó. Éîãî ðîçâ’ÿçîê 
çíàéäåíî ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Ìåëåðà. 
Äîñë³äæåíî âïëèâ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â ³ ïàðàìåòð³â àí³çîòðîï³¿ íà 
ìàêñèìóì êîíòàêòíîãî òèñêó òà çîâí³øíº çóñèëëÿ íà øòàìï. Íàâåäåíî 
îö³íêó ïîõèáêè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ çà òåîð³ºþ ïëàñòèí Òèìîøåíêà ç äîäàòêî-
âèì óðàõóâàííÿì îáòèñíåííÿ. 

 
Ïåð³îäè÷íà êîíòàêòíà çàäà÷à ïðî öèë³íäðè÷íèé çãèí ³çîòðîïíîãî 

ïðóæíîãî øàðó æîðñòêèìè ãëàäêèìè øòàìïàìè ´ðóíòîâíî âèâ÷åíà ó ïðà-
öÿõ [1, 9]. Ó ïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ öþ çàäà÷ó äîñë³äæåíî äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-
³çîòðîïíîãî øàðó. 

Ðîçãëÿíåìî íåñê³í÷åííèé òðàíñ-
âåðñàëüíî-³çîòðîïíèé øàð òîâùè-
íè h2 , ïëîùèíè ³çîòðîï³¿ ÿêîãî 
ïàðàëåëüí³ äî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ 
Oxy . Øàð çíàõîäèòüñÿ â óìîâàõ 
ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ ï³ä ä³ºþ ïåð³î-
äè÷íî¿ ñèñòåìè æîðñòêèõ ãëàäêèõ 
øòàìï³â, ðîçì³ùåíèõ ç³ ñòàëèì 
êðîêîì 2  (ðèñ. 1).  

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ,  u w  ïåðå-
ì³ùåííÿ òî÷îê øàðó â íàïðÿì³ îñåé Ox  òà Oz  â³äïîâ³äíî. Äåôîðìàö³¿ â 
øàð³ âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè Êîø³ 

 ,        ,         x z xz
u w w u
x z x z

∂ ∂ ∂ ∂ε = ε = ε = +
∂ ∂ ∂ ∂

, (1) 

à íàïðóæåííÿ – óçàãàëüíåíèì çàêîíîì Ãóêà: 

 1 2 1
1
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(1 )
,         2

(1 )x x z xz xz
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G

− ν ν ν
σ = ε + ε τ = ε

+ ν µ µ
, 

 1 1

0 0

(1 )
z x z

E Eν + ν
σ = ε + ε

µ µ
, (2) 

äå ,  E ν  – ìîäóëü Þíãà òà êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà â ïëîùèíàõ ³çîòðîï³¿; 1E , 

1 1,  Gν  – ìîäóëü Þíãà, êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà òà ìîäóëü çñóâó ó ïåðïåíäè-

êóëÿðíîìó íàïðÿìêó; 1
2 0 1 2

1
,  1 2

E
E

ν
ν = µ = − ν − ν ν . 

Íåõàé b  – ï³âøèðèíà çîíè êîíòàêòó. Òîä³ ñòàòè÷í³ òà ê³íåìàòè÷í³ êðà-
éîâ³ óìîâè çàäà÷³ çàïèøóòüñÿ òàê: 

 0,                   ,    2 (2 1) 2z z h x k bσ = = − − + < −  , 

 0,                   ,      4 2z z h x k bσ = = − < −  , 

 0,                  xz z hτ = = ± ; (3) 

 ( ) ,           ,     4w f x z h x k b= + ∆ = − − ≤ , 

 ( 2 ) ,    ,      2 (2 1) ,    w f x z h x k b k= − − + ∆ = − + ≤ ∈   , (4) 
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äå )(xf  – 4 -ïåð³îäè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³¿, ÿêà îïèñóº ïîâåðõíþ 

øòàìïà íà ïðîì³æêó x <  ; ∆  – îñàäêà øòàìïà. 
Ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 2 2 1 2
0 0 2 1 1 02

1 1

(1 )2,    ( ),    ,   
1 (1 )

EGs s H E G
G E

− ν ν
= λ = − ν µ = = ν + µ

− ν − ν
, 

 2 21 01 1 2 1 1 1 22 (1 ) 2 (1 )
,    ,   1,2i i i i

GGG G E G
s s i

H H H H
µ− ν ν ν − ν ν

θ = + γ = − = , 

21

2121 ))(1(2
sEs

ss
d

+νν−
= ; 2 2

1 2,  s s  – êîðåí³ ð³âíÿííÿ 024 =µ+λ− ss ; 
x∂
∂=∂  – 

îïåðàòîð äèôåðåíö³þâàííÿ çà ;  0x µ > , ùî âèïëèâàº ç äîäàòíîñò³ ïðóæíî-
ãî ïîòåíö³àëó.  

Ðîçâ’ÿçîê ïðîñòîðîâî¿ çàäà÷³ ïðî ïðóæíó ð³âíîâàãó òðàíñâåðñàëüíî-
³çîòðîïíîãî øàðó îòðèìàíî â îïåðàòîðíîìó âèãëÿä³ Ñ. Ã. Ëºõí³öüêèì [3]. Ç 
íüîãî âèïëèâàþòü òàê³ âèðàçè äëÿ ïåðåì³ùåíü  ,u w  äëÿ âèïàäêó ïëîñêî¿ 

äåôîðìàö³¿ øàðó ï³ä ä³ºþ íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ ( , )z x hσ ± : 

 1 2 1 2 2 1 2 1cos sin cos sinu s s z s h s s z s h= θ ∂ ∂ − θ ∂ ∂ χ +( )  

 1 2 1 2 2 1 2 1sin cos sin coss s z s h s s z s h+ − θ ∂ ∂ + θ ∂ ∂ ψ( ) , (5) 

 1 2 1 2 2 1 2 1sin sin sin sinw s z s h s z s h= −γ θ ∂ ∂ + γ θ ∂ ∂ χ +( )  

 1 2 1 2 2 1 2 1cos cos cos coss z s h s z s h+ −γ θ ∂ ∂ + γ θ ∂ ∂ ψ( ) , (6) 

äå  ,χ ψ  – ôóíêö³¿ íàïðóæåíü, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 

 2 2 2 2( ) ,         ( )L h p L h p+ + − −∂ χ = ∂ ψ = , (7) 

 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1( ) ( ) sin ( ) ( ) sin ( )
2

L h h s s s s h s s s s h± ∂ ≡ ∂ + − ∂ ± − + ∂[ ] ,  (8) 

 1( ) ( , ) ( , )
2 z zp x x h x h± = σ ± σ −( ) . 

Ïîäàìî êîíòàêòíèé òèñê íà øàð ó ôîðì³ ðÿä³â Ôóð’º: 

 
0

( ) ( , ) cosz k k
k

q x x h q x
∞

=

= − σ − = ω∑ , 

 
0

( 2 ) ( , ) ( 1) cosk
z k k

k

q x x h q x
∞

=

− = −σ = − ω∑ , (9) 

äå kq  – êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º 

 0
1 1( ) cos ( ) ,  ,   ,   ( )
2 2 4

b b

k k k
b b

kq q x x dx k q q x dx
− −

π= ω ω = ∈ =∫ ∫  
 . (10) 

Òîä³ äëÿ ïðàâèõ ÷àñòèí ð³âíÿíü (7) îòðèìàºìî âèðàçè 

 2 2 2 1 2 1
0 0

cos ,        cosk k k k
k k

p q x p q x
∞ ∞

+ −
+ +

= =

= − ω = − ω∑ ∑ ,  

à ïåð³îäè÷í³ ðîçâ’ÿçêè öèõ ð³âíÿíü çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ðÿä³â Ôóð’º òàê: 

 

2 2 1

2 2 1
2 2 1

1 0

cos ,      cos

k k

k k
k k

k k

q q
x x

+

∞ ∞
+

++ −
= =

χ = − ω ψ = − ω
∆ ∆

∑ ∑ , (11) 

 1 2 1 2 1 2 1 2( ) sin ( ) ( ) sin ( ) ,    
2
n

n n n n ns s s s s s s s h± γ
∆ = + − γ ± − + γ γ = ω[ ] . 
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Âèðàçè äëÿ ïåðåì³ùåíü òà íàïðóæåíü îòðèìóºìî íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíî-
øåíü (5), (6) òà (1), (2) áåçïîñåðåäí³ì äèôåðåíö³þâàííÿì ôóíêö³é íàïðó-
æåíü (11). Òàê, âèðàç äëÿ ïîçäîâæíüîãî íîðìàëüíîãî íàïðóæåííÿ xσ  ìàº 
âèãëÿä 

 ( , )x xσ ζ =  

 1 1 2 2 2 1

2 1 2 1 2 10,2,4

ch ( ) sh ( ) ch ( ) sh ( )
cos

ch ( ) sh ( ) ch ( ) sh ( )
k k k k

k k
k k k kk

s s s s s s
q x

s s s s s s

∞

=

γ ζ γ − γ ζ γ
= µ ω +

γ γ − γ γ∑  

 1 1 2 2 2 1

2 1 2 1 2 11,3,5

sh ( ) ch ( ) sh ( ) ch ( )
cos

sh ( ) ch ( ) sh ( ) ch ( )
k k k k

k k
k k k kk

s s s s s s
q x

s s s s s s

∞

=

γ ζ γ − γ ζ γ
+ µ ω

− γ γ + γ γ∑ , (12) 

äå z
h

ζ =  – áåçðîçì³ðíà êîîðäèíàòà âçäîâæ îñ³ Oz .  

Çàïèøåìî âèðàç äëÿ âåðòèêàëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ ïîâåðõí³ øàðó 
z h= − , âèä³ëèâøè â íüîìó ïîâ³ëüíî çá³æíó ÷àñòèíó ðÿäó: 

 
1

( , ) cos cos ,     
2

k k
k

k

q qd xw h k C k
k k

∞

=

π ϕ − = ϕ + ϕ ϕ = π  ∑


, (13) 

äå äëÿ k  íåïàðíèõ ( 2 1k m= − ) 

 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1
2 1

1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1

exp ( ) ch ( ) exp ( ) ch ( )
ch ( ) sh ( ) sh ( ) ch ( )

m m m m
m

m m m m

s s s s s s
C

s s s s s s
− − − −

−
− − − −

− γ γ − − γ γ
=

γ γ − γ γ
, 

à äëÿ ïàðíèõ ( 2k m= ) 

 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2
2

1 2 2 1 2 2 1 2 2 2

exp ( ) sh ( ) exp ( ) sh ( )
ch ( ) sh ( ) ch ( ) sh ( )

m m m m
m

m m m m

s s s s s s
C

s s s s s s
− − γ γ + − γ γ

=
γ γ − γ γ

. 

Âèïàäîê ³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó, 1 21, 1s s= = , îòðèìóºìî ãðàíè÷íèì ïå-

ðåõîäîì 1 21, 1s s→ → . 
Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè â (13) çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º (10) ³ ï³äñóìîâó-

âàííÿ ïåðøî¿ ÷àñòèíè öüîãî ðÿäó îòðèìàºìî 

 ( , )w hϕ − =  

 
2

1

( ) ln 2 sin ( ) cos cos
2

k

k

Cd q d q k k d
k

θ θ ∞

=−θ −θ

ϕ − τ  = − τ τ + τ ϕ τ τ   π  
∑∫ ∫ , (14) 

äå 
2
bπθ =


 – áåçðîçì³ðíà âåëè÷èíà çîíè êîíòàêòó. 

Ç óìîâ êîíòàêòó íà ïåðåì³ùåííÿ (4) îòðèìóºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ 
Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó äëÿ âèçíà÷åííÿ áåçðîçì³ðíîãî êîíòàêòíîãî òèñêó 

( ) ( )Rdq qϕ = ϕ


. Çîêðåìà, äëÿ ïàðàáîë³÷íîãî øòàìïà ç êðèâèíîþ 1 R/  â òî÷ö³ 

0x = , ôîðìà ïîâåðõí³ ÿêîãî îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ 
2 22

2

2
( )

2
xf x
R R

ϕ= − = −
π


, 

x <  , öå ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä 

 2

1

( ) ln 2 sin ( ) cos cos
2

k

k

C
q d q k k d

k

θ θ ∞

=−θ −θ

ϕ − τ  τ τ = τ ϕ τ τ + ϕ + δ 
 ∑∫ ∫ , (15) 

äå δ  – áåçðîçì³ðíà îñàäêà øòàìïà. 
Ð³âíÿííÿ (15) ïåðåòâîðèìî äî ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó 

øëÿõîì îáåðíåííÿ ³íòåãðàëà â ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçêó 
². À. Øòàºðìàíà ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåð³îäè÷íî¿ êîíòàêòíî¿ çàäà÷³ äëÿ 
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ï³âïëîùèíè [8]. Òîä³ îòðèìàºìî 

 
1

( ) 1( ) ( ) ( ) cos ( )k k
k

X
q q C k d b

θ ∞

=−θ

ϕ  ϕ + τ ω ϕ τ τ = ϕ π π ∑∫ ,  (16) 

äå 

 
1

0

sin1 1( ) (cos ) cos
2 2

( ) sin
2

k

k s
s

n d
P k s

X

θ −

=−θ

τ τ  ω ϕ = = θ − − ϕ π τ − ϕ  τ
∑∫ , 

 
( )( )

( ) ,        ( ) 2(cos cos )
( ) sin

2

dX
b X

X

θ

−θ

τ − ϕ τϕϕ = ϕ = ϕ − θ
π τ − ϕϕ

∫ ,  

(cos )kP θ  – ïîë³íîìè Ëåæàíäðà. 

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (16) çàñòîñîâóâà-
ëè ìåòîä ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð ç âèêîðèñòàííÿì êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè 
Ìåëåðà [2]: 

 
1

2

( )( ) 2 11 ,      2 arcsin sin cos
( ) 2 2

cos j

m
j

j
j

ff d j
X m m

θ

=−θ
α

αα α −π θ = α = −  π α  ∑∫ , 

 1, ,j m=  . (17)  
Ïîäàþ÷è êîíòàêòíèé òèñê ó âèãëÿä³  

 ( ) ( ) ( )q X Yϕ = ϕ ϕ , 

³ çàñòîñîâóþ÷è öþ êâàäðàòóðíó ôîðìóëó, îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ 
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ âóçëîâèõ çíà÷åíü íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ 

( ),  1, ,i iY Y i m= ϕ =  : 

 
2

1 1

( )1 ( ) cos

cos
2

m n
j

i j k k i j
jj k

X
Y Y C k

m = =

ϕ
+ ω ϕ ϕ =

ϕ  
 

∑ ∑  

 
1

1

sin cos
2 2

m
j i

j i jj
m =

ϕ − ϕ
=

π ϕ − ϕ ϕ      
   

∑ . 

Îá÷èñëåííÿ íàâàíòàæåííÿ íà øòàìï çä³éñíþºòüñÿ çà êâàäðàòóðíîþ 
ôîðìóëîþ (17). 

Òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ âóçë³â êâàäðàòóðíî¿ 
ôîðìóëè m  òà óòðèìóâàíî¿ ê³ëüêîñò³ ÷ëåí³â ðÿäó n  ó ÿäð³ ³íòåãðàëüíîãî 
ð³âíÿííÿ. Âàð³àö³ºþ öèõ ïàðàìåòð³â âñòàíîâëåíî, ùî çíà÷åííÿ 199m =  òà 

50n =  çàáåçïå÷óþòü òðè òî÷í³ çíàêè äëÿ ìàêñèìóìó êîíòàêòíîãî òèñêó òà 
çîâí³øíüîãî çóñèëëÿ.  

Êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º ï³ñëÿ àäèòèâíîãî âèä³ëåííÿ êîðåíåâî¿ îñîáëèâîñò³ 
íà êðàþ çîíè êîíòàêòó îá÷èñëþâàëè çà çíà÷åííÿìè êîíòàêòíîãî òèñêó ó 
âóçëàõ ìåòîäîì Ô³ëîíà [2] ç âèêîðèñòàííÿì êâàäðàòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿. 

Äëÿ ðîçðàõóíêó íàïðóæåíü ï³ñëÿ âèä³ëåííÿ çà íåîáõ³äíîñò³ ïîâ³ëüíî 
çá³æíî¿ ÷àñòèíè ðÿä³â äîñòàòíüî îáìåæèòèñÿ 100-ìà ÷ëåíàìè ðÿäó Ôóð’º. 

ßê ïîêàçàëè ÷èñëîâ³ ðîçðàõóíêè, âèçíà÷àëüíèì ãåîìåòðè÷íèì ïàðà-
ìåòðîì çàäà÷³ º â³äíîñíà øèðèíà çîíè êîíòàêòó b h/ . Êîíòàêòíèé òèñê â³ä-

íåñåíèé äî çîâí³øíüîãî çóñèëëÿ 2q bq P= / , à, îòæå, é àíàëîã³÷í³ áåçðîçì³ð-
í³ âåëè÷èíè äëÿ íàïðóæåíü ó øàð³, ìàëî çàëåæàòü â³ä â³äñòàí³ ì³æ øòàì-
ïàìè h/ . Öåé âèñíîâîê ïîãîäæóºòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêàìè âèõ³äíî¿ çàäà÷³ çà 
ïðèêëàäíèìè òåîð³ÿìè ïëàñòèí ç óðàõóâàííÿì îáòèñíåííÿ [1, 5–7], äå áåç-
ðîçì³ðíèé êîíòàêòíèé òèñê q  íå çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà h/ . 
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Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â äëÿ øàðó â³äíîñíî¿ òîâ-
ùèíè 0.05h =/ , êîëè êîåô³ö³ºíòè Ïóàññîíà ìàòåð³àëó øàðó îäíàêîâ³, ν =  

1 0.3= ν = . Òàáë. 1 ³ëþñòðóº çàëåæí³ñòü áåçðîçì³ðíîãî çîâí³øíüîãî çóñèëëÿ 

íà øòàìï 33P RdP h∗ = /  â³ä äîâæèíè çîíè êîíòàêòó b h/  ³ ïàðàìåòð³â àí³-

çîòðîï³¿. Òóò ðîçãëÿíóòî âèïàäêè 1 11.0,  0.25,  1.0,  4.0E E G G= =/ /  ³ 1G G =/  

11.0,  0.25,  1.0,  4.0E E= =/ . 
 Таблиця 1  

1 1.0E E =/  1 1.0G G =/  

1G G/  1E E/  
b h/  0.25 1.0 4.0 0.25 4.0 

1.0 0.674 0.941 1.424 0.477 1.320 
2.0 0.722 1.032 1.680 0.515 1.468 
4.0 0.803 1.153 1.932 0.577 1.626 
6.0 0.910 1.302 2.178 0.652 1.840 
8.0 1.049 1.496 2.481 0.749 2.117 
10.0 1.238 1.756 2.879 0.880 2.491 
12.0 1.508 2.124 3.426 1.065 3.022 
14.0 1.928 2.687 4.230 1.349 3.840 
16.0 2.673 3.655 5.524 1.839 5.265 

18.0 4.382 5.733 7.971 2.904 8.410 

Ìàêñèìóìè áåçðîçì³ðíîãî êîíòàêòíîãî òèñêó maxq q∗ =   äëÿ öèõ âè-
ïàäê³â íàâåäåíî ó òàáë. 2. 

 Таблиця 2  

1 1.0E E =/  1 1.0G G =/  

1G G/  1E E/  
b h/  0.25 1.0 4.0 0.25 4.0 

1 1.25 1.24 1.21 1.17 1.26 
2 1.14 1.12 1.10 1.27 1.13 
4 2.35 1.97 1.52 2.38 1.80 
6 3.55 2.99 2.19 3.61 2.80 
8 4.76 4.01 2.91 4.83 3.74 
10 5.96 5.02 3.63 6.05 4.68 
12 7.14 6.01 4.33 7.22 5.61 
14 8.30 6.98 5.02 8.35 6.53 
16 9.43 7.92 5.66 9.43 7.43 

18 10.56 8.86 6.33 10.54 8.33 
 

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë áåçðîçì³ðíîãî êîíòàêòíîãî òèñêó q  äëÿ 

äîâæèíè çîíè êîíòàêòó 5.0b h =/ . Êðèâ³ 1–3 îòðèìàíî ïðè 1 1.0G G =/  ³ â³ä-

ïîâ³äàþòü â³äíîøåííþ ìîäóë³â ïðóæíîñò³ 1 0.25,  1.0,  4.0E E =/ . Íà öüîìó 
ðèñóíêó çîáðàæåíî òàêîæ ðîçïîä³ë êîíòàêòíîãî òèñêó äëÿ äîâæèíè çîíè 
êîíòàêòó 1.0b h =/ . Ó öüîìó âèïàäêó çàëåæí³ñòü â³ä ïàðàìåòðà àí³çîòðîï³¿ 

1E E/  º ìàëîþ, òîìó â³äïîâ³äí³ êðèâ³ íå íóìåðîâàíî. 
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Íà ðèñ. 3 äëÿ øàðó â³äíîñíî¿ òîâùèíè 0.2h =/  ç ìåõàí³÷íèìè ïàðà-

ìåòðàìè 1 10.3,  1E Eν = ν = =/  ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü ìàêñèìóìó x
∗σ  áåçðîç-

ì³ðíîãî ïîçäîâæíüîãî íîðìàëüíîãî íàïðóæåííÿ 2x xb Pσ = σ /  ³ ìàêñèìóìó 

êîíòàêòíîãî òèñêó q∗  â³ä äîâæèíè çîíè êîíòàêòó. Êðèâ³ 1–3 â³äïîâ³äàþòü 

â³äíîøåííÿì ìîäóë³â çñóâó 1 0.25,  1.0,  4.0G G =/ . Äëÿ çîí êîíòàêòó 1b h ≥/  
ìàêñèìóì ïîçäîâæíüîãî íàïðóæåííÿ çíà÷íî ïåðåâèùóº ìàêñèìóì êîíòàêò-
íîãî òèñêó. Ïðè çìåíøåíí³ â³äíîñíî¿ âåëè÷èíè çîíè êîíòàêòó b h/  äî 0.5 
ìàêñèìóì êîíòàêòíîãî òèñêó ñòàº ïîð³âíÿëüíèì ç ìàêñèìóìîì ïîçäîâæíüî-
ãî íàïðóæåííÿ.  
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 Ç íàâåäåíèõ òàáëè÷íèõ ³ ãðàô³÷íèõ äàíèõ áà÷èìî, ùî âïëèâ ïàðàìåò-

ð³â àí³çîòðîï³¿ íà áåçðîçì³ðíèé êîíòàêòíèé òèñê q∗  çðîñòàº ç³ çá³ëüøåííÿì 

â³äíîñíî¿ øèðèíè çîíè êîíòàêòó b h/ . 
Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ìàêñèìóìó êîíòàêòíîãî òèñêó òà çóñèëëÿ íà 

øòàìï ç ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè çà òåîð³ºþ ïëàñòèí Òèìîøåíêà ç äî-
äàòêîâèì óðàõóâàííÿì îáòèñíåííÿ [5, 6]. Öÿ óòî÷íåíà òåîð³ÿ ïëàñòèí çà íà-
ëåæíîãî âèáîðó êîåô³ö³ºíò³â çñóâó òà îáòèñíåííÿ äàº ïðàâèëüíå àñèìïòî-
òè÷íå çîáðàæåííÿ çà ñòåïåíÿìè â³äíîñíî¿ òîâùèíè ïåðåì³ùåííÿ ïîâåðõí³ 
ïëàñòèíè ïîð³âíÿíî ç ïðîñòîðîâîþ çàäà÷åþ äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíîãî 
øàðó [4, 7]. ¯¿ òî÷í³ñòü ó êîíòàêòíèõ çàäà÷àõ çãèíó ïëàñòèí äëÿ ³çîòðîïíîãî 
âèïàäêó äîñë³äæåíà â ðîáîòàõ [5–7].  

Ïðîâåäåí³ äîñë³äæåííÿ äëÿ 1 0.3ν = ν =  ³ ïàðàìåòð³â àí³çîòðîï³¿ 

10.25 4.0E E≤ ≤/  ³ 10.25 4.0G G≤ ≤/  äîçâîëèëè ñôîðìóëþâàòè òàê³ âèñíîâ-
êè. Òåîð³ÿ ïëàñòèí Òèìîøåíêà ç äîäàòêîâèì óðàõóâàííÿì îáòèñíåííÿ çà 
âèáîðó êîåô³ö³ºíò³â çñóâó òà îáòèñíåííÿ çà ôîðìóëàìè ðîáîòè [4] äëÿ 
ïëàñòèí â³äíîñíî¿ òîâùèíè 0.05h =/  äëÿ ô³êñîâàíî¿ çîíè êîíòàêòó â ä³à-

ïàçîí³ 1 b h≤ /  òà 0.8b ≤/  äàº ïîõèáêó äëÿ çîâí³øíüîãî çóñèëëÿ, íå á³ëüøó 
í³æ 3 %, à äëÿ ìàêñèìóìó êîíòàêòíîãî òèñêó – íå á³ëüøó í³æ 10 % . Ç³ 
çìåíøåííÿì â³äíîñíî¿ òîâùèíè øàðó íå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çíà÷íîãî çìåíøåí-
íÿ öèõ ïîõèáîê, òàê, ïðè 0.025h =/  äëÿ çàçíà÷åíèõ çîí êîíòàêòó âîíè 
áëèçüê³ äî âêàçàíèõ. 
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ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО СЛОЯ 
ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ ЖЕСТКИХ ГЛАДКИХ ШТАМПОВ 
 
Íà îñíîâå îïåðàòîðíîãî ðåøåíèÿ Ñ. Ã. Ëåõíèöêîãî çàäà÷è îá óïðóãîì ðàâíîâåñèè 
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ñëîÿ ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 
âòîðîãî ðîäà äëÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ. Åãî ÷èñëåííîå ðåøåíèå îñóùåñòâëåíî ìå-
òîäîì ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ìåëåðà. Èññëåäîâàíî 
âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè íà ìàêñèìóì 
êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è âíåøíåå óñèëèå íà øòàìï. Ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñ-
òè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî òåîðèè ïëàñòèí Òèìîøåíêî ñ äîïîëíèòåëüíûì ó÷åòîì 
îáæàòèÿ. 
 
PLANE DEFORMATION OF ELASTIC TRANSVERSALLY-ISOTROPIC LAYER 
BY PERIODIC ARRAY OF RIGID SMOOTH PUNCHES  
 
The Fredholm second-kind integral equation for contact pressure is obtained on the base 
of Lekhnitsky operational solution of the elasticity problem for transversally-isotropic 
layer. Numerical solution to the equation is found by means of the Mehler quadrature 
rule. Influence of the geometric and anisotropy parameters on the maximum of contact 
pressure and punch load is analyzed. The error estimate of the solution by the refined 
Timoshenko plate theory taking into account the effect of transversal compression is 
obtained. 
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