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ÓÄÊ 539.3 
 
О. Ф. Кривий, К. М. Архипенко 
 
ТРІЩИНА, ЩО ВИХОДИТЬ НА ЛІНІЮ З’ЄДНАННЯ ДВОХ РІЗНИХ 
АНІЗОТРОПНИХ ПІВПЛОЩИН 
 

Ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó äëÿ íåîäíîð³äíî¿ ïëîùèíè, ñêëàäåíî¿ ç äâîõ ç’ºäíàíèõ àí-
³çîòðîïíèõ ï³âïëîùèí, â îäí³é ³ç ÿêèõ ðîçì³ùåíà òð³ùèíà, ùî âèõîäèòü 
âåðøèíîþ íà ë³í³þ ç’ºäíàííÿ. Çàäà÷ó çâåäåíî äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü, ÿêà ðîçâ’ÿçàíà ÷èñåëüíî çàïðîïîíîâàíèì óçàãàëüíåíèì ìåòî-
äîì ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â. Äîñë³äæåíî çàëåæí³ñòü ïîêàçíèêà îñîáëèâîñò³ ó 
âåðøèí³ òð³ùèíè, ùî çíàõîäèòüñÿ íà ë³í³¿ ç’ºäíàííÿ, ³ êîåô³ö³ºíòà ³íòåí-
ñèâíîñò³ íàïðóæåíü â ³íø³é âåðøèí³ â³ä ðîçòàøóâàííÿ òð³ùèíè òà âëàñòè-
âîñòåé ìàòåð³àë³â. Äëÿ òð³ùèíè, ùî ëåæèòü íà ë³í³¿ ç’ºäíàííÿ, îäåðæàíî 
ðîçâ’ÿçîê ó ÿâíîìó âèãëÿä³. 

 
Ó ðîáîò³ [2] çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî äîâ³ëüíî 

îð³ºíòîâàí³ òîíê³ äåôåêòè (òèïó òð³ùèí àáî âêëþ÷åíü) â íåîäíîð³äí³é àí-
³çîòðîïí³é ïëîùèí³, ÿêà äîçâîëÿº çà äîïîìîãîþ ïîáóäîâàíî¿ ôóíäàìåíòàëü-
íî¿ ìàòðèö³ çîñåðåäæåíèõ ñòðèáê³â çâîäèòè òàê³ çàäà÷³ äî ñèíãóëÿðíèõ ³í-
òåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (Ñ²Ð) òà ¿õ ñèñòåì, ùî çâ’ÿçóþòü ñòðèáêè òà ñóìè êîì-
ïîíåíò âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ³ òåíçîðà íàïðóæåíü íà äîâ³ëüíîìó êîíòóð³ 
çîñåðåäæåííÿ äåôåêò³â çàãàëüíîãî òèïó. Ó ðîáîò³ [3] öÿ ìåòîäèêà ïðî³ëþñò-
ðîâàíà íà çàäà÷àõ ïðî âíóòð³øí³ òð³ùèíè â êóñî÷íî-îäíîð³äí³é àí³çîòðîï-
í³é ïëîùèí³. 

Ïðîïîíîâàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñë³äæåííþ îñîáëèâîñòåé ïîëÿ íà-
ïðóæåíü á³ëÿ òð³ùèíè, ùî âèõîäèòü íà ë³í³þ ç’ºäíàííÿ äâîõ ð³çíèõ àí³çî-
òðîïíèõ ï³âïëîùèí. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìè Ñ²Ð, êð³ì ðóõîìî¿ îñîáëèâîñ-
ò³, ìàþòü òàêîæ ³ íåðóõîìó, ÿêà çì³íþº ïîâåä³íêó ðîçâ’ÿçê³â ó òî÷ö³ âèõî-
äó, òîìó ìåòîäèêà ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì ïîòðåáóº âäîñêîíàëåííÿ. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íåõàé òð³ùèíà ðîçì³ùåíà â íåîäíîð³äí³é ïëî-
ùèí³, ñêëàäåí³é ç äâîõ ð³çíèõ àí³çîòðîïíèõ ï³âïëî-
ùèí, ç’ºäíàíèõ óçäîâæ îñ³ Oy . Òð³ùèíà çíàõî-
äèòüñÿ íà ïðÿì³é, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êî-
îðäèíàò ï³ä äîâ³ëüíèì êóòîì ,  0 /2ϕ ≤ ϕ < π , äî îñ³ 

Ox , òà îäí³ºþ ç âåðøèí âèõîäèòü íà ë³í³þ ç’ºä-
íàííÿ ï³âïëîùèí (ðèñ. 1). Çíàþ÷è ðîçïîä³ë íîð-

ìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà òð³ùèí³ n L±σ =  

1( )p t= , 2 ( )s L
p t±τ = , 0,t d∈ [ ] , òðåáà âèçíà÷èòè ïî-

õ³äí³ â³ä ñòðèáê³â ïåðåì³ùåíü íà òð³ùèí³ n L
u′ =  

1( )h t= , 2 ( )s L
u h t′ = . 

Ñêîðèñòàâøèñü ³íòåãðàëüíèìè ñèíãóëÿðíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè [2], ùî 
çâ’ÿçóþòü ñòðèáêè òà ñóìè êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ³ òåíçîðà íàïðó-
æåíü íà ë³í³¿ òð³ùèíè, îäåðæèìî â³äíîñíî íåâ³äîìèõ ôóíêö³é òàêó ñèñòåìó 
ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü: 
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Рис. 1 



111 

 ,     cos sin ,    ( ) ( ),    (0,1)m
mn m m k k

n

e z f t p d t t
±

+ + ± ±
+

β
= β = ϕ + ϕ = ⋅ ∈

β
, 

äå m m mz i± ± ±= δ + γ  – êîðåí³ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ð³âíÿíü [6] â³äïîâ³äíî äëÿ 

ïðàâî¿ ³ ë³âî¿ ï³âïëîùèí. ßâí³ âèðàçè äëÿ ñòàëèõ ,  kj kjmnB T+ + , ÿê³ çàëåæàòü 

â³ä ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé àí³çîòðîïíèõ ï³âïëîùèí ³ êóòà ϕ , íàâåäåíî â [2]. 
Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ çàâåðøóþòü óìîâè ð³âíîñò³ íóëåâ³ ñòðèáê³â íà ê³í-
öÿõ òð³ùèíè: 

 
1

0

( ) 0,         1,2kh t dt k= =∫ . (2) 

2. Òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî ì³æôàçíó òð³ùèíó. Ðîçãëÿíåìî çàäà-
÷ó, êîëè òð³ùèíà ðîçì³ùåíà íà ë³í³¿ ç’ºäíàííÿ äâîõ ð³çíèõ àí³çîòðîïíèõ 
ï³âïëîùèí ³ çàéìàº â³äð³çîê ( , )a a−  íà îñ³ Oy .  

Ñèíãóëÿðí³ ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ â öüîìó âèïàäêó ìîæíà îäåðæàòè, 
ñêîðèñòàâøèñü ñèíãóëÿðíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè ³ç [5] àáî âèêîíàâøè ãðà-

íè÷íèé ïåðåõ³ä 
2
πϕ →  ó ñèñòåì³ (1) : 

 ( ) ( )ay y⋅ + ⋅ Γ =B h C h p[ ] , (3) 
äå 

  1 1 4 1 2

2 2 4 3 1

( ) ( ) 0
( ) ,  ( ) ,  ,

( ) ( ) 0
    h t p t r r r

t t
h t p t r r r

− + +

− + +
−

= = ∆ ⋅ = =
− −

h p B C , 

 2 2
2 3 1 4

( )
,   2 ( ) ( ) 0

a

a
a

f d
f r r r r

t
+ + + −

−

τ τ
Γ = ∆ = = ⋅ − − ≠

τ −∫[ ]  , 

 1 22 1 2 2 1 2 22 1 2,      ( ),      ( )k k kr A A A a A a± − + ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±= ± = δ γ + δ γ = γ + γ , 

 3 22 1 2 2 1 4 22 1 2 1 2 12,      ( )A a z z A a a± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±= γ + γ = γ γ − δ δ +( ) , 

ija±  – êîåô³ö³ºíòè çàêîíó Ãóêà [6] äëÿ ïðàâî¿ òà ë³âî¿ ï³âïëîùèíè â³äïî-

â³äíî.  
Ñèñòåìó (3) äîïîâíþºìî óìîâîþ (2) íà ³íòåðâàë³ ,a a−[ ] , çàâåðøóþ÷è 

ïîñòàíîâêó çàäà÷³. Çà òàêèõ óìîâ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ìîæíà îäåðæàòè â êâàä-
ðàòóðàõ. 

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèö³ B  ³ C  îäíî÷àñíî íå º âèðîäæåíèìè, 
³íàêøå ñèñòåìà äîïóñêàº ïîíèæåííÿ ïîðÿäêó. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ C  

íåâèðîäæåíà. Òîä³, ïîìíîæèâøè ñèñòåìó (3) çë³âà íà 1−C , îòðèìàºìî 

 1 1( ) ( ),         ay y− −⋅ + Γ = ⋅ = ⋅M h h C p M C B[ ] . (4) 

Ìàòðèöþ M  ïîäàìî ó íîðìàëüí³é ôîðì³: 1−= ⋅ ⋅M S J S , äå S  – ìàòðè-
öÿ ïåðåòâîðåííÿ, à J  – íèæíÿ æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèö³ M . Ïîìíîæèâøè 

ñèñòåìó (4) çë³âà íà 1−S , îòðèìàºìî 

 ( ) ( )ay g y⋅ + Γ =J [ ]  , (5) 
äå 

 1 1 1( ) ( ),       ( ) ( )t t g t t− − −= ⋅ = ⋅ ⋅S h S C p . 

Îñê³ëüêè õàðàêòåðèñòè÷í³ ÷èñëà ìàòðèö³ M  ïðîñò³ òà äîð³âíþþòü 
1

0( 1)kk i+λ = − α , äå 
1/22

0 4 4( ) ,  1, 2r r k
−− −α = ∆ + =( ) , òî ñèñòåìà (5) ðîçïàäà-

ºòüñÿ íà äâà îêðåì³ ð³âíÿííÿ. Äëÿ îïåðàòîð³â, ÿê³ ñòîÿòü ó ë³â³é ÷àñòèí³ 
ð³âíÿíü ñèñòåìè (5), â³äîìèé ðåçîëüâåíòíèé îïåðàòîð, ùî äîçâîëÿº îòðèìà-
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òè ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ ñèñòåìè. Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïî÷àòêîâèõ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é, 
çàïèøåìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ó òàêîìó âèãëÿä³: 

 2 2 1/2
0 1 2 1( ) ( ) ( ) cos ln c s

a y
y t a y

a y
−

1
−  = α + − α Γ − Γ +  + 

h M p M p M p[ ] [ ]( )  

 2 1sin ln s c
a y
a y1

−  + α Γ + Γ  +  
M p M p[ ] [ ]( ) , 

 2 2 1/2
,

sin1 ln ( ) ( )
cos

a

s c
a

a t dtf a t f t
a t t y1

−

−   Γ = α −   π + −   ∫[ ] , 
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0 41 2
1 2 1
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1 2 ( ) 1 01 2ln ,     ,     
0 12 1

rr r

r r r

−+ +

+ + −1 −
0

− α ∆ + −α = = =
π + α α

M M
 

( )
. 

Îòæå, ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (3) ìàº êîðåíåâó îñîáëèâ³ñòü, ïîñèëåíó (êîëè 

0 0α ≠ ) îñöèëÿö³ºþ, ÿêà çíèêàº, ÿêùî ïëîùèíà ñòàº îäíîð³äíîþ. Ïðè öüîìó 

ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ñòðèáîê ñàìèõ ïåðåì³ùåíü çáåð³ãàº íåâ³ä’ºìíèé çíàê.  

3. Ðîçâ’ÿçí³ñòü ³ àñèìïòîòè÷í³ çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè (1). ²í-
òåãðàëüí³ îïåðàòîðè, ùî âõîäÿòü äî ñèñòåìè (1), îêð³ì ðóõîìî¿ îñîáëèâîñò³ 

tτ = , ìàþòü òàêîæ ³ íåðóõîìó îñîáëèâ³ñòü 0tτ = = , ùî ïðèâîäèòü äî íå-
îáõ³äíîñò³ äîñë³äæåííÿ ðîçâ’ÿçíîñò³ ñèñòåìè òà âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðó ïî-
âåä³íêè ¿¿ ðîçâ’ÿçê³â â îêîë³ íóëÿ. Ïîâåä³íêà ðîçâ’ÿçê³â â îêîë³ îäèíèö³ çà-

ëèøàºòüñÿ â³äîìîþ: 1/2( ) (1 ) ,  1 0jh O −τ = − τ τ → −( ) . Ç’ÿñóºìî ïîâåä³íêó ðîç-

â’ÿçê³â ó íóë³. Íà ï³äñòàâ³ ô³çè÷íèõ ì³ðêóâàíü, âëàñòèâîñòåé ³íòåãðàëüíèõ 
îïåðàòîð³â ñèñòåìè òà äîäàòêîâèõ óìîâ (2) ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (1) áóäåìî 

øóêàòè â êëàñ³ 2 ,1/2( , ( )) ( )pL t Hα
µρ   , äå 2 ( , ( ))pL tρ  – áàíàõ³â ïðîñò³ð ³íòåã-

ðîâíèõ íîðìîâàíèõ ôóíêö³é (1 ,  ( ) (1 ) ,  1 1p t t t pγ δ< < ∞ ρ = − − < γ < − +  

Rep+ α , 1 1 /2,p p− < γ < − +  Re 0,1),  (0,1)α ∈ =[  ); , ( )H γ β
µ   – êëàñ ôóíêö³é 

( ),  f t t∈  , ùî äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ ( ) (1 ) ( ),  0 Re ,Re 1f t t t f tγ β
∗= − ≤ γ β < ; 

( )Hµ   – êëàñ ãåëüäåðîâèõ ôóíêö³é ( )f t∗ . Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ’ÿçêè â îêîë³ 

íóëÿ ìàþòü ñòåïåíåâî-ëîãàðèôì³÷íó îñîáëèâ³ñòü ( ) (ln )j njh O M−ατ = τ τ( ) , 

êîëè 0 0τ → + , äå ( )njM x  – äåÿêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n  ³ Re 0,1)α ∈ [ . 

Ç’ÿñóºìî óìîâè äëÿ âèçíà÷åííÿ α  òà n . 
Âñòàíîâëåíî [4], ùî ñèíãóëÿðí³ ³íòåãðàëüí³ îïåðàòîðè, ÿê³ âõîäÿòü äî 

ñèñòåìè (1), ìàþòü òàê³ àñèìïòîòè÷í³ çîáðàæåííÿ â îêîë³ íóëÿ: 

 
2

, 1

( ) Im ( )kj j kjmn mn j
m n

B h T h+ + + +

=
Γ + Γ =∑  

 
1

( ) ( )

0

( 1)
(0) (ln ) ( ) ( )

! nj

n l
l l

j kj kj
l

t h M t G t
l

+
−α

∗
=

−= ⋅ α + Ω∑ , (6) 

 
2

, 1

sin ( ) ( ) cos ( ) Im ( )kj kj kjmn mn
m n

G B T e+ + ++ α −1

=
πα α = πα − −∑ , 

äå ( ) ( ) ( )
l

l
nj njl

dM x M x
dx

= [ ] . Ïðè öüîìó ( )kj tΩ  â îêîë³ íóëÿ ìàº òàêó îö³íêó: 

 Re( ) ,      0,      1,2kj t C t k− α +εΩ < ε > = . (7) 

Âðàõîâóþ÷è àñèìïòîòè÷íå ïîäàííÿ (6) òà îáìåæåí³ñòü ôóíêö³é ( )kf t , 

1, 2k = , ³ç ñèñòåìè (1) îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 



113 

 
2 1

( )

1 0

( 1)
(0) ( ) (ln ) ( ) 0,    1,2

!

n l
l

j kj nj k
j l

t h G M t t k
l

+
−α

∗
= =

−α + Ω = =∑ ∑ , (8) 

äå ( )k tΩ  çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (7). Çâàæàþ÷è íà òå, ùî ñèñòåìà (8) ïîâèííà 

âèêîíóâàòèñÿ, êîëè 0 0t → + , çàñòîñîâóþ÷è ìåòîäèêó, îïèñàíó â [1], ³ ðå-
çóëüòàòè ðîáîòè [2], íåâàæêî äîâåñòè òàê³ òâåðäæåííÿ.  

Òåîðåìà 1. ßêùî ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (1), ÿêèé ìàº àñèìïòîòèêó 

( ) (ln ) ,  0,  Re 0,1)j njh t O t M t tα= → α ∈( ) [ , ( )njM z  – ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n , 

³ñíóº â 2 ,1/2( , ( )) ( )pL t Hα
µρ   , òî α  º ( 1n + )-êðàòíèì êîðåíåì òðàíñöåí-

äåíòíîãî ð³âíÿííÿ 

 
det ( ), 0,

( ) 0,  Re 0,1),    ( )    
tr ( ), 0,

kj

kj

G G
k j

G G

η ≠
∆ η = η ∈ ∆ η = ≠ η =

[ , (9) 

äå 
1

2
( ) ( ) ,  tr ( )kjG G Gη = η η{ }  – ñë³ä ìàòðèö³ ( )G η . 

Òåîðåìà 2. ßêùî ³ñíóº òàêå ÷èñëî 0 0, Re 0,1)α α ∈ [ , ùî 0( ) 0∆ α = , òî 

ñèñòåìà (1) ðîçâ’ÿçíà â 2 ( , ( ))pL tρ , ¿¿ ³íäåêñ äîð³âíþº îäèíèö³ òà çà óìîâ 

(2) ³ ,1/2( ) ( )kf t Hα
µ∈   ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê â ,1/2 ( )Hα

µ  . 

ßê ïîêàçàëè äîñë³äæåííÿ ð³âíÿííÿ (9), â ³íòåðâàë³ 0,1)[  ðîçì³ùåí³ ïðè-
íàéìí³ äâà êîðåí³. Ö³ êîðåí³ ð³çí³ òà ä³éñí³ äëÿ óñ³õ çíà÷åíü êóòà ϕ , çà âè-

íÿòêîì ϕ , áëèçüêèõ /2π  (òîáòî, êîëè òð³ùèíà íàáëèæàºòüñÿ äî ë³í³¿ ç’ºä-
íàííÿ), òîä³ âîíè ñòàþòü âçàºìíî ñïðÿæåíèìè êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè. 

4. Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (1) ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â. 
Ïðîáëåìà ïîáóäîâè åôåêòèâíèõ ÷èñëîâèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì âè-
ãëÿäó (1), ùî ì³ñòÿòü íåðóõîì³ îñîáëèâîñò³, ïîâ’ÿçàíà ç íååë³ïòè÷í³ñòþ âêà-
çàíèõ ñèñòåì, ÿêà çóìîâëåíà íàÿâí³ñòþ ðîçðèâ³â ó ñèìâîëàõ öèõ ñèñòåì. 
Çàñòîñóâàííÿ â³äîìèõ ïðîåêö³éíèõ ìåòîä³â, ÿê³ âðàõîâóþòü ëèøå ãîëîâí³ 
àñèìïòîòèêè, â öüîìó âèïàäêó âèÿâëÿºòüñÿ íååôåêòèâíèì ³ îòðèìàí³ ðîç-
â’ÿçêè º íåñò³éêèìè. Âêàçàíà ïðîáëåìà âèíèêàº âæå ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çà-
äà÷ ïðî âíóòð³øí³ äåôåêòè, êîëè ¿õ âåðøèíè íàáëèæàþòüñÿ äî ë³í³é ç’ºä-
íàííÿ ìàòåð³àë³â. Ó ðîáîò³ [3] ïðîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó ãðàíè÷íèõ 
åëåìåíò³â (ÌÃÅ) ³ âèêîíàíî éîãî ïîð³âíÿííÿ ç ìåòîäîì îðòîãîíàëüíèõ ìíî-
ãî÷ëåí³â äëÿ çàäà÷ ïðî âíóòð³øí³ òð³ùèíè. Öå óçàãàëüíåííÿ äîçâîëèëî 
îòðèìàòè åôåêòèâíèé ÷èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ó âèïàäêó, êîëè âåðøèíà 
òð³ùèíè íàáëèæàºòüñÿ äî ë³í³¿ ç’ºäíàííÿ ìàòåð³àë³â. 

Ïîäàëüøå óçàãàëüíåííÿ öüîãî ìåòîäó äîçâîëèëî îòðèìàòè åôåêòèâíèé 
÷èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (1). Äîâåäåíà âèùå òåîðåìà 1 äîçâîëÿº âèÿâèòè 
íå ò³ëüêè ãîëîâí³, àëå é íàñòóïí³ äîäàíêè â àñèìïòîòè÷íîìó çîáðàæåíí³ 
ðîçâ’ÿçê³â ó âåðøèíàõ òð³ùèíè. Ðîçâ’ÿçîê áóäåìî áóäóâàòè òàêèì ÷èíîì. 

Ðîç³á’ºìî ³íòåðâàë (0,1) , íà ÿêîìó âèçíà÷àºìî íåâ³äîì³ ôóíêö³¿, íà N  

³íòåðâàë³â ( , ( 1) ),  1, ,I N l N N= + = / /   , ³ íà êîæíîìó ç íèõ ïîäàìî çà-
çíà÷åí³ ôóíêö³¿ ó âèãëÿä³ 
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äå mα  – êîðåí³ òðàíñöåíäåíòíîãî ð³âíÿííÿ (9) ç ï³âïëîùèíè Re 1α < , ïðî-

íóìåðîâàí³ òàê, ùî ¿õí³ ä³éñí³ ÷àñòèíè ñïàäàþòü. Îòæå, íà ê³íöåâèõ ³íòåð-
âàëàõ âðàõîâàíî íå ëèøå ãîëîâíó îñîáëèâ³ñòü, à òàêîæ 1K −  îñîáëèâîñò³, 
ÿê³ äàþòü íàñòóïí³ àñèìïòîòè÷í³ äîäàíêè â ðîçâèíåíí³ ðîçâ’ÿçê³â íà ê³íöÿõ 
ïðîì³æêó. 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ,  1,2,  1, ,jh j N= =   , ï³äñòàâèìî çîáðà-

æåííÿ (10) ó ñèñòåìó (1) òà îá÷èñëèìî êîæíå ð³âíÿííÿ îñòàííüî¿ ïîñåðåäèí³ 
êîæíîãî ç ³íòåðâàë³â ðîçáèòòÿ: (2 1) (2 )t N= + /  . Òàêèì ÷èíîì, â³äíîñíî íå-

â³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â îòðèìàºìî ñèñòåìó 2N  àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü  
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( )k kf f t=  , à kjsE+
  çàïèñàíî äëÿ /2s N≤ . Ùîá îòðèìàòè ö³ êîåô³ö³ºíòè 

ïðè /2s N> , òðåáà ó ÷èñåëüíèêó êîæíîãî ç ³íòåãðàë³â çàì³íèòè −ατ  íà 
1/2(1 )N s− −− τ , ÿêùî s N K> − , àáî íà 1/2(1 )−− τ , ÿêùî s N K≤ − . Ðîçâ’ÿçîê 

ñèñòåìè (11) çíàéäåíî ÷èñåëüíî ìåòîäîì îáåðíåííÿ, ÿêèé ó öüîìó âèïàäêó 
äàº íàéêðàù³ ðåçóëüòàòè. 

Îá÷èñëèâøè êîåô³ö³ºíòè ,  1,2,  1, ,jh j N= =   , ³ç ñèñòåìè (11), ìîæå-

ìî âèçíà÷èòè êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í) ó âåðøèí³, ÿêà íå 
ëåæèòü íà ë³í³¿ ç’ºäíàííÿ, âèáðàâøè äëÿ Ê²Í ñï³ââ³äíîøåííÿ ó âèãëÿä³ 

1 0
lim 1n Lt

K t
→ +

= σ ⋅ −[ ] , ÿêå ç óðàõóâàííÿì çîáðàæåííÿ (4) çàïèøåìî òàê: 
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5. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè òà ¿õ àíàë³ç. Ïðè ÷èñëîâ³é ðåàë³çàö³¿ çàäà÷³ 
âèêîðèñòàíî íàñòóïí³ ìàòåð³àëè: 1m  – øàðîâèé ñêëîïëàñòèê îðòîãîíàëü-
íîãî àðìóâàííÿ, 2m  – òêàíèííèé ñêëîïëàñòèê ãàðÿ÷îãî ïðåñóâàííÿ ÑÒÅÒ, 

3m  – ñêëîïëàñòèê íà îñíîâ³ ñêëîòêàíèíè ìàðêè ÀÑÒÒ(á) ³ ïîë³åô³ðíî¿ 
ñìîëè , 4m  – ñêëî-åïîêñèä, 5m  – ãðàô³ò-åïîêñèä [6]. Íàâåäåí³ íèæ÷å êðè-
â³ íà âñ³õ ðèñóíêàõ â³äïîâ³äàþòü òàêèì êîìá³íàö³ÿì öèõ ìàòåð³àë³â: 1–4 – 
ïðàâà ï³âïëîùèíà 1m , ë³âà – 2 5m m−  â³äïîâ³äíî; 5–7 – 2m  òà 3 5m m− ;  

8–9 – 3m  òà 4 5m m− ; 10 – 4m  òà 5m . 
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Íà ðèñ. 2, 3 íàâåäåíî çàëåæíîñò³ ä³éñíî¿ ÷àñòèíè ïîêàçíèêà îñîáëèâîñò³ 
α  â³ä êóòà íàõèëó òð³ùèíè ϕ  äëÿ ð³çíèõ êîìá³íàö³é ìàòåð³àë³â. ßê áà÷èìî, 
ïîêàçíèê êîëèâàºòüñÿ ïîáëèçó êîðåíåâî¿ îñîáëèâîñò³, à êîëè êóò ϕ  íàáëè-

æàºòüñÿ äî 
2
π , òîä³ ä³éñíà ÷àñòèíà ïîêàçíèêà α  íàáëèæàºòüñÿ äî 1

2
. Ïðè-

÷îìó ó öüîìó âèïàäêó ïîêàçíèê ñòàº êîìïëåêñíèì, ùî îáóìîâëþº îñöèëÿ-
ö³þ ðîçâ’ÿçêó. Îêð³ì òîãî, òðåáà çàóâàæèòè, ùî óñ³ êîðåí³ òðàíñöåíäåíòíî-

ãî ð³âíÿííÿ ç ï³âïëîùèíè Re 1α <  ïðè íàáëèæåíí³ ϕ  äî 
2
π  ñòàþòü êîìï-

ëåêñíèìè òà íàáëèæàþòüñÿ äî 1 ,  0,1,2,
2

n n− =  , ùî ï³äòâåðäæóºòüñÿ ïî-

áóäîâàíèì âèùå òî÷íèì ðîçâ’ÿçêîì. 
Ïðè ÷èñëîâ³é ðåàë³çàö³¿ ðîçãëÿäàëè òð³ùèíó, ùî âèõîäèòü íà ë³í³þ 

ç’ºäíàííÿ ð³çíèõ àí³çîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â ³ çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ íîðìàëüíî 
ðîçïîä³ëåíîãî çð³âíîâàæåíîãî íàâàíòàæåííÿ 1n L±σ = , 0s L±τ = . Äëÿ ïîð³â-

íÿííÿ ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ï³âïëîùèí ââåäåíî ïàðàìåòðè ii
i

ii

a

a

+

−η = , 

1, 2i = . Ö³ ïàðàìåòðè õàðàêòåðèçóþòü ñòóï³íü âçàºìíî¿ æîðñòêîñò³ ï³âïëî-

ùèí, òîáòî ïðè 1iη >  ïðàâà ï³âïëîùèíà æîðñòê³øà ó íàïðÿìêó â³äïîâ³äíî¿ 

îñ³ ( 1i =  – îñ³ Ox , 2i =  – îñ³ Oy ). 
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 Рис. 4 Рис. 5 

Íà ðèñ. 4, 5 çîáðàæåíî ãðàô³êè çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ 
íàïðóæåíü ó âåðøèí³ òð³ùèíè, ùî íå ëåæèòü íà ë³í³¿ ðîçä³ëó ìàòåð³àë³â, 
â³ä êóòà ϕ  ¿¿ íàõèëó. Ç àíàë³çó íàâåäåíèõ ãðàô³ê³â âèïëèâàº, ùî ìàéæå 
äëÿ áóäü-ÿêèõ êîìá³íàö³é ìàòåð³àë³â Ê²Í çðîñòàº ïðè çá³ëüøåíí³ êóòà òà 

ìàº ìàêñèìóì ïîáëèçó 
2
πϕ = , òîáòî êîëè òð³ùèíà íàáëèæàºòüñÿ äî ë³í³¿ 

ç’ºäíàííÿ ìàòåð³àë³â. ² ëèøå, êîëè ïàðàìåòð 1η  íàáàãàòî á³ëüøèé, í³æ 2η  

(êðèâà 1: 1 3.98η = , 2 0.61η = ), àáî îáèäâà áëèçüê³ äî îäèíèö³ (êðèâà 8: 

1 0.98η = , 2 1.09η = ), òî Ê²Í çìåíøóºòüñÿ ïðè çðîñòàíí³ êóòà, à ìàêñèìóì 

çíàõîäèòüñÿ ïîáëèçó 0ϕ = . 
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ТРЕЩИНА, КОТОРАЯ ВЫХОДИТ НА ЛИНИЮ СОЕДИНЕНИЯ 
ДВУХ РАЗНЫХ АНИЗОТРОПНЫХ ПОЛУПЛОСКОСТЕЙ 
 
Ðåøåíà çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîé ïëîñêîñòè, ñîñòàâëåííîé èç äâóõ ñîåäèíåííûõ 
àíèçîòðîïíûõ ïîëóïëîñêîñòåé, â îäíîé èç êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà òðåùèíà, âûõî-
äÿùàÿ íà ëèíèþ ñîåäèíåíèÿ. Çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøåíà ÷èñëåíî ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ îñîáåííîñòè â âåðøèíå òðåùèíû, 
ëåæàùåé íà ëèíèè ñîåäèíåíèÿ, è êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â 
äðóãîé âåðøèíå îò ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû è ñâîéñòâ ïîëóïëîñêîñòåé. Äëÿ òðå-
ùèíû, ëåæàùåé íà ëèíèè ñîåäèíåíèÿ àíèçîòðîïíûõ ïîëóïëîñêîñòåé, ïîëó÷åíî 
ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå. 
 
CRACK, WHICH LEADS TO THE JOINING LINE OF TWO DIFFERENT 
ANISOTROPIC HALF-PLANES 
 
We have solved the problem about the inhomogeneous plane, composing of two ideally 
contacting anisotropic half-planes, in one of which there is a crack leading to the 
joining line of these half-planes. The problem is reduced to a system of singular 
integral equations, which has been solved numerically by the offered boundary element 
method. We have analyzed the dependence of singularity index in the crack’s tip, which 
is on the joining line, and the stress intensity factor in another tip on the crack’s 
location and material properties. The exact solution has been obtained for the crack 
lying on the joining line of anisotropic half-planes. 
 
Îäåñ. íàö. óí-ò ³ì. ². ². Ìå÷í³êîâà, Îäåñà Îäåðæàíî 
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