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ÓÄÊ 539.3 
 
Н. О. Горечко, Р. М. Кушнір 
 
РОЗРАХУНОК КВАЗІСТАТИЧНОГО ТЕРМОНАПРУЖЕНОГО СТАНУ 
НАПІВБЕЗМЕЖНИХ КОНТАКТУЮЧИХ ТІЛ 
 

Çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä äî âèçíà÷åííÿ íåñòàö³îíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ³ 
ñïðè÷èíåíîãî íèì íàïðóæåíîãî ñòàíó êîíòàêòóþ÷èõ íàï³âáåçìåæíèõ ò³ë, 
ùî áàçóºòüñÿ íà ðîçâèíåíí³ ðîçâ’ÿçêó çà êðàòíèìè ³íòåãðàëàìè éìîâ³ðíîñ-
ò³. Âèçíà÷åíî òåðìîíàïðóæåíèé ñòàí â³ëüíî¿ â³ä çîâí³øí³õ íàâàíòàæåíü 
ñêëàäåíî¿ òîíêî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè, ùî íàãð³âàºòüñÿ øëÿõîì òåïëîîá-
ì³íó ç íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì. 

 
Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ êâàç³ñòàòè÷íèõ çàäà÷ òåðìîïðóæ-

íîñò³ ³ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà íåð³äêî 
ñóïðîâîäæóºòüñÿ ïåâíèìè òðóäíîùàìè ïðè çíàõîäæåíí³ îðèã³íàëó. Ïðè-
êëàäàìè öüîãî º çàäà÷³ ïðî íàãð³â ñêëàäåíèõ ïëàñòèí, ï³âïðîñòîðó òà ³í., 
ðîçãëÿíóò³ ó ìîíîãðàô³ÿõ [3, 6]. Ðîçâ’ÿçîê òàêèõ çàäà÷ äëÿ áåçìåæíèõ ³ íà-
ï³âáåçìåæíèõ îáëàñòåé, ÿê ïðàâèëî, ïîäàºòüñÿ ÷åðåç ôóíêö³¿ ïîìèëîê [2, 3]. 
Ó çâ’ÿçêó ç öèì ðîçðàõóíêè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, ùî ñêëàäàþòü ïåðøèé 
åòàï ïðè âèçíà÷åíí³ òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü, ïðîïîíóºòüñÿ ïðîâîäèòè íà 
îñíîâ³ ï³äõîäó [1], ³äåÿ ÿêîãî ïîëÿãàº ó ðîçêëàä³ øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó çà 
êðàòíèìè ³íòåãðàëàìè éìîâ³ðíîñò³.  

Çàñòîñóâàííÿ òàêîãî ï³äõîäó ðîçãëÿíåìî íà ïðèêëàä³ â³ëüíî¿ â³ä çîâ-
í³øí³õ íàâàíòàæåíü òîíêî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè, ùî ñêëàäàºòüñÿ ³ç ç³ñòè-
êîâàíèõ íàï³âáåçìåæíèõ ³çîòðîïíèõ êðóãîâèõ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê òîâ-
ùèíè 2δ  ³ ðàä³óñà R . ×åðåç ïîâåðõí³ γ = ±δ  îáîëîíêè â³äáóâàºòüñÿ òåïëî-

îáì³í ç íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì, ÿêå ìàº òåìïåðàòóðó ct  â îáëàñò³ 0α ≥  

³ íóëüîâó òåìïåðàòóðó â îáëàñò³ 0α < , çà çàêîíîì Íüþòîíà. 
Íåñòàö³îíàðíå òåìïåðàòóðíå ïîëå âèçíà÷àºìî ç ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çà-

äà÷³, ÿêà äëÿ ñèñòåìè, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, ç óðàõóâàííÿì â³äîìèõ ñï³ââ³äíî-
øåíü äëÿ àñèìåòðè÷íèõ îäèíè÷íèõ ôóíêö³é, ¿õ ïîõ³äíèõ òà óìîâ ³äåàëüíîãî 
òåïëîâîãî êîíòàêòó ìàº âèãëÿä [4, 6] 
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âè (2) íà áåçìåæíîñò³ ìàº âèãëÿä 
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äóºìî ìåòîäîì â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ. Âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè â³äïîâ³äíèõ 
ð³âíÿíü ó íàï³âáåçìåæí³é îáëàñò³ çì³ííî¿ ξ  º êðàòí³ ³íòåãðàëè éìîâ³ðíîñò³ 

erfc ( )ni ξ  [7], à çì³ííî¿ τ  – äîáóòîê ñòåïåíåâî¿ ôóíêö³¿ íà åêñïîíåíö³àëüíó: 
22 i ian e− ττ / æ . Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ïîäàºìî ó âèãëÿä³ ðÿäó çà äî-

áóòêàìè öèõ ôóíêö³é. 
Çîêðåìà, îäíîð³äí³ ð³âíÿííÿ  
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 Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (6), ÿê âèäíî ç ¿õ ñòðóêòóðè, âèçíà÷àºìî ëèøå êîåô³-
ö³ºíòè ç ïàðíèìè ³íäåêñàìè. Êîåô³ö³ºíòè ç íåïàðíèìè ³íäåêñàìè äîð³âíþ-
þòü íóëåâ³. 
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Ïåðåì³ùåííÿ òî÷îê ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, 
çóìîâëåí³ òåìïåðàòóðíèì ïîëåì (3), (5) ó ïðèïóùåíí³, ùî êîåô³ö³ºíòè Ïó-
àññîíà äâîõ ç³ñòèêîâàíèõ îáîëîíîê îäíàêîâ³ 1 2( )ν = ν = ν , âèçíà÷àºìî [4] ç 
ð³âíÿííÿ  
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àëþì³í³ºâ³é îáîëîíö³, à ñóö³ëüíîþ – â îáîëîíö³, ñêëàäåí³é ç íàï³âáåçìåæíèõ 
îáîëîíîê ç³ ñòàë³ ( 1)i =  òà àëþì³í³þ ( 2)i = . 
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 Рис. 1 Рис. 2 

Ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ øâèäêîñò³ íàáëèæåííÿ ðîçâ’ÿçêó íåñòàö³îíàð-
íî¿ òåìïåðàòóðíî¿ çàäà÷³ äî ñòàö³îíàðíîãî ðîçâ’ÿçêó, ÿêèé îòðèìàíî [4] ó 
âèãëÿä³  
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 Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî ãðàô³êè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ (3), (5) â àëþì³í³ºâî-

ñòàëåâ³é îáîëîíö³ ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ 3 4 4 5Fo 10 ,  10 ,  3 10 ,  10= ⋅  (øòðèõî-
â³ êðèâ³) òà ñòàö³îíàðíîãî ïîëÿ (11) (ñóö³ëüíà êðèâà).  

Îñê³ëüêè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ïîäàíî ó âèãëÿä³ ðÿä³â, ïî-
ñòàº ïèòàííÿ çá³æíîñò³ öèõ ðÿä³â. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ òà îö³íêè òî÷íîñò³ íàáëè-
æåííÿ ðÿäàìè áóâ âèêîðèñòàíèé ðîçâ’ÿçîê íåñòàö³îíàðíî¿ çàäà÷³ òåïëîïðî-
â³äíîñò³ äëÿ êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ ïëàñòèíêè, îòðèìàíèé àíàë³òè÷íî â ðîáîò³ 
[5]. ßê ÷àñòêîâèé âèïàäîê ç íüîãî îòðèìàíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ (1), (2) äëÿ îäíîð³äíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè: 

 
2 2

( , ) 4 ( ) 1 ( ) 2 erfc
4 2

a t a tctT t S e S e
at

− −
− −

  α   α = α − + α −       
æ æ  

 2 2erfc erfc
2 2

t te a t e a t
at at

− − α α   − + − − −      
æ ææ æ  

 
2 2( ) 2 erfc erfc

2 2
a t tS e e a t

at at
− −

+
−α −α   − − α − + −       

æ æ æ  

 2erfc
2

te a t
at

− −α − −     
æ æ . (12) 

Óñ³ ðåçóëüòàòè çà ôîðìóëàìè (3), (5) ðîçðàõîâóâàëè ïðè óòðèìàíí³ â 

ðÿäàõ 20 ÷ëåí³â äëÿ óñ³õ çíà÷åíü Fo  â³ä íóëÿ äî 510 , êîëè ðîçâ’ÿçîê ñòàº 
ñòàö³îíàðíèì. Òî÷í³ñòü íàáëèæåííÿ ðÿäàìè (3), (5) àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó 
(12) ïîêàçàíî ó òàáë. 1. Òóò äëÿ ð³çíèõ 
çíà÷åíü Fo  ïîäàíî ìàêñèìàëüíó àáñî-
ëþòíó ïîõèáêó íàáëèæåííÿ, ùî ó á³ëü-
øîñò³ âèïàäê³â äîñÿãàºòüñÿ â îêîë³ ïî-
âåðõí³ ðîçä³ëó îáîëîíîê ( 0η = ). Ïîõèá-
êó îá÷èñëåíî ïðè òðüîõ çíà÷åííÿõ ìàê-
ñèìàëüíî¿ ê³ëüêîñò³ ÷ëåí³â ðÿäó. Ïðè 
çá³ëüøåíí³ η  àáñîëþòíà ïîõèáêà çìåí-
øóºòüñÿ íà äåê³ëüêà ïîðÿäê³â. Îòæå, 
ÿêùî âçÿòî 20 ÷ëåí³â ðÿäó ó ôîðìóë³ (5), îòðèìàíî äîñèòü âèñîêó òî÷í³ñòü 
íàáëèæåííÿ. 

Таблиця 1 
Ê³ëüê³ñòü ÷ëåí³â ðÿäó 

Fo  
5    10  20 

510  0.175    0.013    0.013 
410  0.016    0.015    0.013 
310  0.002    0.002    0.002 
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Ðîçðàõóíîê áåçðîçì³ðíèõ òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü (1)
1j jj t cE tσ = σ α( )/ , 

1, 2j = , â îäíîð³äí³é (àëþì³í³ºâ³é) îáîëîíö³ òà êóñêîâî-îäíîð³äí³é îáîëîíö³ 
³ç ñòàë³ ( 1)j =  òà àëþì³í³þ ( 2)j = , çóìîâëåíèõ òåìïåðàòóðíèì ïîëåì (3), 
(5), ïîêàçàâ, ùî ïðè âåëèêèõ ÷àñàõ âîíè íàáëèæàþòüñÿ äî ðåçóëüòàò³â, 
îòðèìàíèõ ó [4] äëÿ òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü, ñïðè÷èíåíèõ òåìïåðàòóð-
íèì ïîëåì (11). 

Ïðîâåäåí³ ÷èñëîâ³ åêñïåðèìåíòè äîâîäÿòü çàñòîñîâí³ñòü çàïðîïîíîâà-
íîãî ï³äõîäó. Îòðèìàí³ ïðè éîãî âèêîðèñòàíí³ ðåçóëüòàòè ïðàêòè÷íî ñï³â-
ïàäàþòü ç àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì ïðè íåçíà÷í³é ê³ëüêîñò³ ÷ëåí³â ðÿä³â. 
Ïîáóäîâàí³ ðîçâ’ÿçêè äîçâîëÿþòü ðîçðàõóâàòè òåðìîïðóæíèé ñòàí îáîëîí-
êè ÿê ïðè ïåðåõ³äíèõ ðåæèìàõ, òàê ³ ïðè âåëèêèõ ÷àñàõ (ïðè ïðÿìóâàíí³ 
ðîçâ’ÿçêó äî ñòàö³îíàðíîãî). 

Çàïðîïîíîâàíèé â ðîáîò³ ³ çàñòîñîâàíèé äî êîíêðåòíî¿ çàäà÷³ òåðìî-
ïðóæíîñò³ ï³äõ³ä ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ øèðîêîãî êëàñó ë³í³éíèõ äè-
íàì³÷íèõ äèôóç³éíèõ çàäà÷ ó íàï³âáåçìåæí³é îáëàñò³, à òàêîæ ó äåê³ëüêà-
êîìïîíåíòíèõ ñåðåäîâèùàõ, äî ñêëàäó ÿêèõ âõîäÿòü íàï³âáåçìåæí³ îáëàñò³. 
Öåé ï³äõ³ä º äîñòàòíüî ïðîñòèì ó çàñòîñóâàíí³, îñê³ëüêè äîçâîëÿº çàïèñàòè 
çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ íàï³âáåçìåæíèõ îáëàñòåé. Ñèñòåìà ôóíêö³é, ùî 
âèêîðèñòîâóºòüñÿ ó ïîäàíí³ ðîçâ’ÿçêó ó âèãëÿä³ ðÿäó, º ïðèðîäíîþ äëÿ äè-
ôóç³éíèõ çàäà÷, ùî ï³äòâåðäæóºòüñÿ ïîð³âíÿíî íåçíà÷íîþ ê³ëüê³ñòþ ÷ëåí³â 
ðÿä³â. 
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РАСЧЕТ КВАЗИСТАТИЧЕСКОГО ТЕРМОНАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
ПОЛУБЕCКОНЕЧНЫХ КОНТАКТИРУЮЩИХ ТЕЛ 
 
Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ íåñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è ïî-
ðîæäåííîãî íèì íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ 
òåë, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ ïî êðàòíûì èíòåãðàëàì âåðîÿòíîñòè. 
Âûïîëíåí ðàñ÷åò òåðìîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîé îò âíåøíåé íàãðóçêè 
òîíêîé ñîñòàâíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, êîòîðàÿ íàãðåâàåòñÿ ïóòåì òåïëî-
îáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. 
 
ESTIMATE OF QUASI-STATIC THERMOSTRESSED STATE 
FOR SEMI-INFINITE CONTACTING BODIES  
 
An approach for determination of transient temperature field and stress state due to it 
in two semi-infinite contacting bodies, based on the multiple error function expansion, 
is proposed. Thermostressed state in an external load-free composite thin cylindrical 
shell, caused by heat exchange with the surrounding, is calculated. 
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