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АСИМПТОТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ 
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ КОНВЕКТИВНОЇ ГЕТЕРОДИФУЗІЇ 
 

Ïîáóäîâàíî àëãîðèòì àñèìïòîòè÷íîãî íàáëèæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ñèíãóëÿðíî 
çáóðåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ êîíâåêòèâíî¿ ãåòåðîäèôóç³¿ äëÿ äâîçâ’ÿçíèõ êðèâî-
ë³í³éíèõ îáëàñòåé, îáìåæåíèõ åêâ³ïîòåíö³àëüíèìè ë³í³ÿìè. 

 
Âñòóï. Àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä Ì. É. Â³øèêà òà Ë. À. Ëþñòåðíèêà [6], 

âàæëèâèìè ïåðåâàãàìè ÿêîãî º ³äåéíà ïðîñòîòà òà çàñòîñîâí³ñòü äî øèðî-
êîãî êëàñó ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàð-
øèõ ïîõ³äíèõ, îòðèìàâ øèðîêå ïîøèðåííÿ ³ âàæëèâ³ çàñòîñóâàííÿ ó áàãà-
òüîõ ðîçä³ëàõ ìåõàí³êè òà ³í. Òàê, ó ïðàöÿõ [2, 5, 13, 14] éäåòüñÿ ïðî ðîç-
ðîáêó òà äîñë³äæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ òèïîâèõ êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ïàðàáîë³÷íèõ òà åë³ïòè÷íèõ ð³âíÿíü 
ó êàíîí³÷íèõ îáëàñòÿõ ç óðàõóâàííÿì ð³çíîãî ð³âíÿ ãëàäêîñò³ ïî÷àòêîâî¿ òà 
ãðàíè÷íèõ óìîâ, à òàêîæ ¿õ óçãîäæåíîñò³ ó êóòîâèõ (ðåáðîâèõ) òî÷êàõ. Àíà-
ë³ç ðîá³ò [1, 3, 4, 8, 7, 11], ïðèñâÿ÷åíèõ öèì ìåòîäàì, ïîêàçóº ¿õ óñï³øíó 
ìîäèô³êàö³þ ñòîñîâíî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ êîíâåêòèâíî¿ äèôóç³¿ ïðè ô³ëüò-
ðàö³¿ ó ÷îòèðèêóòíèõ êðèâîë³í³éíèõ îáëàñòÿõ, îáìåæåíèõ åêâ³ïîòåíö³àëü-
íèìè ë³í³ÿìè òà ë³í³ÿìè òå÷³¿, à òàêîæ äëÿ áàãàòîçâ’ÿçíèõ îáëàñòåé, îáìå-
æåíèõ åêâ³ïîòåíö³àëüíèìè ë³í³ÿìè. Ó ðîáîòàõ [9, 10] ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ 
ïðîöåñ³â êîíâåêòèâíîãî ìàñîïåðåíîñó ïðè äâîì³ðí³é ô³ëüòðàö³¿ ï³äçåìíèõ 
âîä çà óìîâ ìàñîîáì³íó, çîêðåìà ó âèïàäêó íåë³í³éíî¿ ³îíîîáì³ííî¿ ñîðáö³¿ 
ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¿ çàäà÷³ ìåòîäîì çðî-
ùóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåíü.  

Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ÷àñòî âèíèêàº ïðîáëåìà îïèñó òà 
ðîçðàõóíêó ïðîöåñ³â äèôóç³¿ ó äð³áíîäèñïåðñíèõ ò³ëàõ ç³ ñêëàäíîþ âíóò-
ð³øíüîþ ñòðóêòóðîþ. Ïðè òàêîìó ìîäåëþâàíí³ ïðèéìàþòü, ùî ÷àñòèíêè 
îäíîãî é òîãî æ õ³ì³÷íîãî ñîðòó ëîêàëüíî ïåðåáóâàþòü ó ô³çè÷íî ð³çíèõ 
ñòàíàõ. Òîä³ ïåðåíåñåííÿ äîì³øêè â³äáóâàºòüñÿ äåê³ëüêîìà øëÿõàìè òà 
ñóïðîâîäæóºòüñÿ ïåðåõîäàìè ç îäíîãî øëÿõó ì³ãðàö³¿ íà ³íøèé. Òàêîãî 
òèïó ïðîöåñè âèâ÷àëèñü ó ïðàöÿõ [12, 15].  

Ó ö³é ñòàòò³ ïîáóäîâàíî àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ñèíãóëÿð-
íî çáóðåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ êîíâåêòèâíî¿ ãåòåðîäèôóç³¿ äëÿ äâîçâ’ÿçíèõ 
êðèâîë³í³éíèõ îáëàñòåé îáìåæåíèõ åêâ³ïîòåíö³àëüíèìè ë³í³ÿìè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëüíó çàäà÷ó êîíâåêòèâíî¿ ãåòåðî-
äèôóç³¿ äëÿ îáëàñò³ (0, )zG G= × ∞ , äå zG , z x iy= + , – äâîçâ’ÿçíà êðèâî-

ë³í³éíà îáëàñòü (ïîðèñòèé ïëàñò), îáìåæåíà äâîìà çàìêíåíèìè ãëàäêèìè 

êîíòóðàìè :  ( , ) 0L z f x y∗ ∗= ={ }  – âíóòð³øí³ì ³ : ( , ) 0L z f x y∗ ∗= ={ }  – çîâ-
í³øí³ì (ðèñ. 1à): 

 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )xx yy xx yyc x y t c x y t u x y t u x y tε + + ε + −( ) ( )  

 1( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )x x y yv x y c x y t v x y c x y t a x y c x y t∗− − − ε +  

 2 ( , ) ( , , ) ( , , )ta x y u x y t c x y t+ = , (1) 

 3 4( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )xx yy xx yyc x y t c x y t u x y t u x y tε + + ε + +( ) ( )  

 1 2( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )ta x y c x y t a x y u x y t u x y t∗+ ε − = , (2) 
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 0
0( , ),      ( , ),       ( ,0) ( )| |

L L
c c M t c c M t c M c M∗

∗

∗
∗= = = , 

 0
0( , ),    ( , ),      ( , 0) ( )

L L
u u M t u u M t u M u M∗

∗

∗
∗= = = , (3) 

 ( , ) grad ( , ),     0,    ,     x y L L
v v x y ∗∗

∗
∗= ϕ ∆ϕ = ϕ = ϕ ϕ = ϕ , (4) 

äå ( , , )c x y t , ( , , )u x y t  – êîíöåíòðàö³¿ ðîç÷èííî¿ ðå÷îâèíè â³äïîâ³äíî ó ô³ëü-
òðàö³éí³é òå÷³¿ ³ íà ïîâåðõí³ ñêåëåòó (ó çâ’ÿçàíèõ ç³ ñêåëåòîì ïîëÿðèçîâà-
íèõ øàðàõ âîäè) ó òî÷ö³ ( , )x y  â ìîìåíò ÷àñó t ; M  – á³æó÷à òî÷êà â³äïî-

â³äíî¿ êðèâî¿; 1 1kε = ε , 2 2kε = ε , 3 3kε = ε , 4 4kε = ε , k∗ ∗ε = ε , äå 1k , 2k , 3k , 

4k , k∗  – çàäàí³ äîäàòí³ ä³éñí³ ÷èñëà, ε , 0ε > , – ìàëèé ïàðàìåòð (â³í õà-

ðàêòåðèçóº äîì³íóâàííÿ îäíèõ ñêëàäîâèõ ïðîöåñó íàä ³íøèìè); ,  ,  x yv vϕ  – 

â³äïîâ³äíî ïîòåíö³àë ³ êîìïîíåíòè éîãî øâèäêîñò³ (øâèäêîñò³ ô³ëüòðàö³¿ â 

ïîðèñòîìó ñåðåäîâèù³ zG ), 2 2( , ) ( , )x yv x y v x y v∗+ > ε ; 1( , )a x y , 2 ( , )a x y  – 

êîíöåíòðàö³éí³ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ ïðîöåñ³â ïåðåõîäó ç îäíîãî øëÿõó 
ì³ãðàö³¿ íà ³íøèé (äèâ., íàïðèêëàä, [11, 12]), ( , ) ,   1, 2ia x y a i> ε = ; 

( , )c M t∗ , ( , )c M t∗ , 0
0 ( )c M , ( , )u M t∗ , ( , )u M t∗ , 0

0 ( )u M  – äîñòàòíüî ãëàäê³ 

ôóíêö³¿, óçãîäæåí³ ì³æ ñîáîþ íà ðåáðàõ îáëàñò³ G .  
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Рис. 1  
Öÿ ìîäåëü âðàõîâóº òîé ôàêò, ùî çà óìîâè ëîêàëüíî¿ ð³âíîâàãè 

ñòîñîâíî ïåðåõîä³â äîì³øêîâèõ ÷àñòèíîê ì³æ àäñîðáîâàíèìè íà ñêåëåò³ 
´ðóíòó äîëÿìè âîäè òà â îá’ºì³ ñêåëåòó [12] ÷àñòèíêè îäíîãî é òîãî æ ñîðòó 
ðîç÷èííî¿ ðå÷îâèíè ó ìåæàõ âèä³ëåíîãî ô³çè÷íî ìàëîãî åëåìåíòà ´ðóíòó 
ìîæóòü ïåðåáóâàòè íà ïîâåðõí³ ñêåëåòó ÷è áóòè â ðîç÷èí³ ô³ëüòðàö³éíî¿ 
òå÷³¿, ïðè÷îìó ÿâèùà êîíâåêö³¿ ³ ñîðáö³¿ äîì³íóþòü íàä ³íøèìè ñêëàäîâèìè 
ïðîöåñó. 

Íåõàé øëÿõîì êîíôîðìíîãî â³äîáðàæåííÿ [4] zG G∗
ω  (àáî Gω   

zG∗ ), äå \z zG G L∗ = , L  – ðîçð³ç îáëàñò³ zG  óçäîâæ äåÿêî¿ ë³í³¿ òå÷³¿ 

A Ì A Ì∗ ∗
∗ ∗  (íà ðèñ. 1à ÷åðåç A Ì∗ ∗  òà A Ì∗ ∗  çîáðàæåíî áåðåãè öüîãî ðîçð³-

çó), : ,  0G i Q∗
ω ∗= ω = ϕ + ψ ϕ < ϕ < ϕ < ψ <{ }  – â³äïîâ³äíà äî zG∗  îáëàñòü 

êîìïëåêñíîãî ïîòåíö³àëó (ðèñ. 1á), ( , )x yψ = ψ  – ôóíêö³ÿ òå÷³¿ (êîìïëåêñíî 

ñïðÿæåíà äî ( , )x yϕ = ϕ ), çíàéäåíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4), çîêðåìà, âèçíà÷åíî 

ïîëå øâèäêîñòåé ( , ), ( , )x yv x y v x y( ) . Ïàðàìåòð y x

L

Q v dx v dy
∗

= − +∫  (ïîò³ê 
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÷åðåç äîâ³ëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåð³ç zG ) ³ ðîçð³ç L  (çà çàäàíîþ òî÷êîþ 

A A L∗
∗ ∗= ∈ ) âèçíà÷àºìî ó ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (äèâ. [3]). Òîä³, çä³éñ-

íèâøè çàì³íó çì³ííèõ ( , )x x= ϕ ψ , ( , )y y= ϕ ψ  ó ð³âíÿííÿõ (1), (2) òà óìîâàõ 

(3), îòðèìóºìî â³äïîâ³äíó ïåð³îäè÷íó ùîäî çì³ííî¿ ψ  çàäà÷ó ãåòåðîäèôóç³¿ 

äëÿ îáëàñò³ Gω : 

 
2 2 2

2
1 22 2 2

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , )

c t c t u t
v k k

∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ   ε ϕ ψ + + +   ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ  
 

 
2

2
12

( , , ) ( , , )
( , ) ( , ) ( , , )

u t c t
v k a c t∗∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ+ − ϕ ψ − ε ϕ ψ ϕ ψ +  ∂ϕ∂ψ  

 

 2
( , , )

( , ) ( , , )
c t

a u t
t

∂ ϕ ψ+ ϕ ψ ϕ ψ =
∂

, (5) 

 
2 2 2 2

2
3 42 2 2 2

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( , )

c t c t u t u t
v k k

∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ ∂ ϕ ψ    ε ϕ ψ + + + +    ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ψ    
 

 1 2
( , , )

( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )
u t

k a c t a u t
t

∗ ∂ ϕ ψ+ ε ϕ ψ ϕ ψ − ϕ ψ ϕ ψ =
∂

, (6) 

 0
0( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , ,0) ( , )      c t c t c t c t c c∗ ∗

∗ ∗ϕ ψ = ψ ϕ ψ = ψ ϕ ψ = ϕ ψ ,  

 0
0( , , ) ( , ),    ( , , ) ( , ),    ( , ,0) ( , )u t u t u t u t u u∗ ∗

∗ ∗ϕ ψ = ψ ϕ ψ = ψ ϕ ψ = ϕ ψ .  (7) 

Àñèìïòîòèêà ðîçâ’ÿçêó. Ðîçâ’ÿçîê ( ,  )c u  çàäà÷³ ç òî÷í³ñòþ ( )nO ε  (äëÿ 

ñïðîùåííÿ âèêëàäîê ïîêëàäåìî 2n = ) øóêàºìî ó âèãëÿä³ òàêèõ àñèìïòî-

òè÷íèõ ðÿä³â [2, 3, 5, 13]: 

 
2

1
0 1 2

0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , , )i
i

i

c t c t c t Ï t R t
=

ϕ ψ = ϕ ψ + ε ϕ ψ + ε ξ ψ + ϕ ψ ε∑ , (8) 

 
3

/2
0 1

0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )i
i

i

u t u t u t P t
=

ϕ ψ = ϕ ψ + ε ϕ ψ + ε η ψ +∑  

 
3

/2 2
2

0

( , , ) ( , , , )i
i

i

Ã t R t
=

+ ε µ ψ + ϕ ψ ε∑ , (9) 

äå ( , , )ic tϕ ψ , ( , , ),  0,1iu t iϕ ψ = , – ÷ëåíè ðåãóëÿðíî¿ ÷àñòèíè àñèìïòîòèêè; 

( , , ),  0,1,2;   ( , , ),  0,1, 2,3i iÏ t i P t iξ ψ = η ψ = , – ôóíêö³¿ òèïó ïîãðàíøàðó â 

îêîë³ ∗ϕ = ϕ  (ïîïðàâêè íà âèõîä³ ô³ëüòðàö³éíî¿ òå÷³¿ ³ç çàäàíîãî ïëàñòà zG ); 

( , , ),  0,1, 2,3iÃ t iµ ψ = , – ôóíêö³¿ òèïó ïîãðàíøàðó â îêîë³ ∗ϕ = ϕ  (ïîïðàâ-

êè íà âõîä³ L∗  â zG ); 
2

1 2
2,  R R  – çàëèøêîâ³ ÷ëåíè; 1( ) ,   ∗ −ξ = ϕ − ϕ ε η =  

1/2( )∗ −= ϕ − ϕ ε , 1/2( ) −
∗µ = ϕ − ϕ ε  – â³äïîâ³äí³ ðåãóëÿòèâí³ ïåðåòâîðåííÿ 

(çì³íí³ ðîçòÿã³â). 

Ï³äñòàâèâøè (8), (9) ó (5), (6) ³ âèêîíàâøè ñòàíäàðòíó ïðîöåäóðó ïðè-
ð³âíþâàííÿ êîåô³ö³ºíò³â ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε , îòðèìàºìî òàê³ çàäà÷³ 

äëÿ çíàõîäæåííÿ ( , , )ic tϕ ψ , ( , , )iu tϕ ψ , 0,1i = : 
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 0 2 0( , , ) ( , ) ( , , ) 0tu t a u tϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ = , 

 0
0 0( , ,0) ( , )u uϕ ψ = ϕ ψ ; (10) 

 2
0 0 1( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )tc t v c t g tϕϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ = ϕ ψ , 

 0
0 0 0( , ,0) ( , ),      ( , , ) ( , )c c c t c t∗ ∗ϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ = ψ ; (11) 

 1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )tu t a u t g tϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ = ϕ ψ , 

 1( , ,0) 0u ϕ ψ = ; (12) 

 2
1 1 3( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )tc t v c t g tϕϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ = ϕ ψ , 

 1 1( , ,0) 0,     ( , , ) 0c c t∗ϕ ψ = ϕ ψ = , (13) 
äå  
 1 2 0( , , ) ( , ) ( , , )g t a u tϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ ,  

 2
2 3 0 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )g t v k c t c tϕϕ ψψϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ +( )[   

 4 0 0 1 0( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )k u t u t k a c t∗
ϕϕ ψψ+ ϕ ψ + ϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ( ) ] , 

  2
3 1 0 0 2 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )g t v k c t c t k u tϕϕ ψψ ϕϕϕ ψ = ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ + ϕ ψ +[ ( ) (  

 0 1 0 2 1( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )u t k a c t a u t∗
ψψ+ ϕ ψ − ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ]) . 

Ïîñë³äîâíî ðîçâ’ÿçóþ÷è [2, 3] ö³ çàäà÷³, îòðèìàºìî 

 0
0 0 2( , , ) ( , ) exp ( ( , ) )u t u a tϕ ψ = ϕ ψ − ϕ ψ ⋅ , 

 0 ( , , )c tϕ ψ =  

 

2
1

1 0 1
1 0

0

( , ) , , ( , ) ( , ) , ( , ) , ( , ),

( ( ( , ) ), , ) ( ( , ) ), , ( , ),
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v g f t f d c t f t f

g f t f t t dt c f f t t f
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ϕ
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∗
ϕ

− −


ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ + − ϕ ψ ϕ + ψ − ϕ ψ ≥ ϕ ψ


= 


+ ϕ ψ − ψ + ϕ ψ − ψ < ϕ ψ



∫

∫

   

  

( ) ( )

( )

 

 1 2 2 2
0

( , , ) exp ( ( , ) ) ( , , ) exp ( ( , ) )
t

u t a t g t a t dtϕ ψ = − ϕ ψ ⋅ ϕ ψ ϕ ψ ⋅∫  , 

 

2
3

1
1

3
0

( , ) , , ( , ) ( , ) , ( , ),

( , , )

( ( , ) ), , , ( , ),
t

v g f t f d t f

c t

g f t f t t dt t f

∗

ϕ
−

ϕ

−


ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ + − ϕ ψ ϕ ≥ ϕ ψ

ϕ ψ = 
 + ϕ ψ − ψ < ϕ ψ


∫

∫

   

  

( )

( )

 

äå 2( , ) ( , )f v s ds

∗

ϕ
−

ϕ

ϕ ψ = ψ∫   – ÷àñ ïðîõîäæåííÿ âèä³ëåíî¿ ÷àñòèíêè âçäîâæ 

ë³í³¿ òå÷³¿ ψ = ψ  â³ä òî÷êè ( , )∗ϕ ψ  äî òî÷êè ( , )ϕ ψ ; 1f−  – ôóíêö³ÿ, îáåðíåíà 

äî ôóíêö³¿ f  ñòîñîâíî çì³ííî¿ ϕ  (çàçíà÷èìî, ùî òàêà ôóíêö³ÿ ³ñíóº, îñ-

ê³ëüêè ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ 2v−  – íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà, îáìåæå-
íà, äîäàòíî âèçíà÷åíà). 
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= ε∑  ââåäåíî äëÿ óñóíåí-

íÿ íåâ’ÿçîê, âíåñåíèõ ïîáóäîâàíèìè ðåãóëÿðíèìè ÷àñòèíàìè 
1

0

i
i

i

c c
=

= ε∑ , 

1

0

i
i

i

u u
=

= ε∑  â îêîëàõ ä³ëÿíîê ∗ϕ = ϕ , ∗ϕ = ϕ  (âèõîäó òà âõîäó ô³ëüòðàö³éíî¿ 

òå÷³¿). Òîáòî ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñü òàê³ óìîâè: 2( ) ( )c Ï c O∗
∗

ϕ=ϕ
+ = + ε , 

2( ) ( )u P u O∗
∗

ϕ=ϕ
+ = + ε , 2( ) ( )u Ã u O

∗
∗ϕ=ϕ

+ = + ε .  

Äëÿ âèçíà÷åííÿ öèõ ôóíêö³é ìàºìî çàäà÷³ [1]: 

 1 ( , , )i i ik Ï Ï d tξξ ξ+ = ξ ψ , 

 0,        (0, , ) ( , ),         0,1,2i i iÏ Ï t p t i
ξ→∞
→ ψ = ψ = ; 

 2
4 2( , ) ( , ) ( , , )it i i iP k v P a P t∗ ∗

ηη− ϕ ψ + ϕ ψ = α η ψ  

 0,         (0, , ) ( , ),          0,1,2,3i i iP P t t i
η→∞
→ ψ = γ ψ = ; 

 2
4 * 2( , ) ( , ) ( , , )it i i iÃ k v Ã a Ã tµµ ∗− ϕ ψ + ϕ ψ = β µ ψ , 

 0,          (0, , ) ( , ),         0,1,2,3i i iÃ Ã t t i
µ→∞
→ ψ = ρ ψ = , 

äå 
 0 0 0( , , ) 0,     ( , , ) 0,    ( , , ) 0d t t tξ ψ = α η ψ = β µ ψ = , 

 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , , ),     ( , ) ( , ) ( , , )p t c t c t t u t u t∗ ∗ ∗ ∗ψ = ψ − ϕ ψ γ ψ = ψ − ϕ ψ ,  

 0 0 1 1( , ) ( , ) ( , , ),     ( , ) ( , , )t u t u t p t c t∗
∗ ∗ρ ψ = ψ − ϕ ψ ψ = − ϕ ψ ,  

 1 1 1 1 2( , ) ( , , ),     ( , ) ( , , ),    ( , ) 0t u t t u t p t∗
∗γ ψ = − ϕ ψ ρ ψ = − ϕ ψ ψ = , 

 2 2 3 3( , ) 0,       ( , ) 0,       ( , ) 0,        ( , ) 0t t t tγ ψ = ρ ψ = γ ψ = ρ ψ = ,  

 2
1 0 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )td t v Ï t a Ã t P t− ∗ ∗ ∗ ∗ξ ψ = ϕ ψ ξ ψ − ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ( )[ ] ,  

 2
2 1 1( , , ) ( , ) ( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , )td t v Ï t v v d t− ∗ ∗ ∗

ξξ ψ = ϕ ψ ξ ψ + ϕ ψ ϕ ψ ξ ξ ψ −[  

 2
1 0 2( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )k v Ï t k Ã t P t∗ ∗ ∗

ψψ ϕϕ ϕϕ− ϕ ψ ξ ψ − ϕ ψ + ϕ ψ +[  

 1 0 2( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )Ã t P t k a Ï t a∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ψψ ψψ ξ+ ϕ ψ + ϕ ψ + ϕ ψ ξ ψ + ϕ ψ ×]  

 2( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )P t Ã t a P t Ã t∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ξ ξ× ξ ϕ ψ + ϕ ψ − ϕ ψ ϕ ψ ξ + ϕ ψ ξ[ ] [ ]] , 

 1 2 0 4 0( , , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , )t a P k v v P t∗ ∗ ∗
η η ηηα η ψ = ϕ ψ η − ϕ ψ ϕ ψ η η ψ ,  

 2
2 3 0 0 4 0 4( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )t v k Ï Ï k P k v v∗ ∗ ∗

ϕϕ ψψ ψψ ηηα η ψ = ϕ ψ + + + ϕ ψ ϕ ψ +[ ] [  

 2 2
0 4 1( , )) 2 ( , ) ( , )v P k v v P∗ ∗ ∗

η ηη η ηη+ ϕ ψ η − ϕ ψ ϕ ψ η +]  

 1 2
1 0 2 1 2 0( , ) ( , ) 2 ( , )k a Ï a P a P∗ ∗ ∗ − ∗

η ηη+ ϕ ψ + ϕ ψ η − ϕ ψ η , 
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 2
3 4 1 2( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t k P v v P v v∗ ∗ ∗ ∗

ηη η ηη ηηα η ψ = η − ϕ ψ ϕ ψ µ + ϕ ψ ϕ ψ +[  

 2 1 3 2
0 4 1( , ) 6 ( 3 ) ( , )v v v v v P k v P∗ − ∗

µ ηηη ηη η ηη ψψ
′+ ϕ ψ − + η + ϕ ψ −]  

 1 2
4 0 2 2 2 12 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )k v v P a P a P∗ ∗ ∗ − ∗

η ψψ η ηη− ϕ ψ ϕ ψ η − ϕ ψ η − ϕ ψ η −  

 1 3 2
2 0 3 0 0 36 ( , ) ( , ) 2 ( , )a P k v Ï Ï k v

η η

− ∗ ∗ ∗
ηηη ϕϕ ψψ− ϕ ψ η − ϕ ψ η + − ϕ ψ ×( )  

 0 0 1 0 1 0( , ) ( , ) ( , )v Ï Ï k a Ï a Ï∗ ∗ ∗ ∗
η ϕϕ ψψ η η× ϕ ψ η + − η ϕ ψ − ϕ ψ( ) [ ] , 

 1 2 0 4 0( , , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , )t a Ã k v v Ã tµ ∗ ∗ µ ∗ µµβ µ ψ = ϕ ψ µ + ϕ ψ ϕ ψ µ µ ψ , 

 2 2 2
2 4 0 4 0( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t k v Ã k v v v Ã∗ ψψ ∗ µµ ∗ µ ∗ µµβ µ ψ = ϕ ψ + ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ µ +[ ]  

 1 2
4 1 2 1 2 02 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )k v v Ã a Ã a Ã−

∗ µ ∗ µµ µ ∗ µµ ∗+ ϕ ψ ϕ ψ µ − ϕ ψ µ − ϕ ψ µ , 

 3 4 2( , , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t k v v Ã v v∗ µ ∗ µµ ∗ µµ ∗β µ ψ = ϕ ψ ϕ ψ µ + ϕ ψ ϕ ψ +([  

 2 2 1 3 2
1 0 1( , ) 6 ( 3 ) ( , )v Ã v v v v Ã v Ã−

µ ∗ µµ µµµ µµ µ µµ ∗ ψψ
′+ ϕ ψ µ + + µ + ϕ ψ +) ]  

 1 2
0 2 2 2 12 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )v v Ã a Ã a Ã−

∗ µ ∗ ψψ µ ∗ µµ ∗+ ϕ ψ ϕ ψ µ − ϕ ψ µ − ϕ ψ µ −  

 1 3
2 06 ( , )a Ã−

µµµ ∗− ϕ ψ µ . 

Ðîçâ’ÿçêè îñòàíí³õ çàäà÷ ÿê çàäà÷ äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó òà ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè 
(ç ïàðàìåòðîì ψ ) îòðèìóºìî â ÿâíîìó âèãëÿä³ (äèâ. [2]). 

Äëÿ îö³íêè çàëèøêîâèõ ÷ëåí³â ìàºìî òàêó çàäà÷ó: 

 2 1 1 2
1 2 2 2 2( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )v k R t R t k R tϕϕ ψψ ϕϕ

ε ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ + ϕ ψ +
[ ] [  

 2 2 1 1
2 2 1 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )R t v R t k a R t∗

ψψ ϕϕ
+ ϕ ψ − ϕ ψ ϕ ψ − ε ϕ ψ ϕ ψ +
]  

 2 1 2
2 2 2 1( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , , )ta R t R t b t+ ϕ ψ ϕ ψ = ϕ ψ − ε ϕ ψ ε , 

 2 1 1 2
3 2 2 4 2( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )v k R t R t k R tϕϕ ψψ ϕϕ

ε ϕ ψ ϕ ψ + ϕ ψ + ϕ ψ +
[ ] [  

 2 1 2
2 1 2 2 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )R t k a R t a R t∗

ψψ
+ ϕ ψ + ε ϕ ψ ϕ ψ − ϕ ψ ϕ ψ =
]  

 2 2
2 2( , , ) ( , , , )tR x y t b t= − ε ϕ ψ ε , (14) 

äå  

 2 2
1 2 1 1 1 2 1 1 1 1( , , , ) ( ) ( )tb t Ï k v c c k v u u k K c∗

ϕϕ ψψ ϕϕ ψψϕ ψ ε = − + − + + −  

 2 2 2
1 1 1 2 1 0 2 2( , ) 2k v Ï k v Ï vv k Ï Ï Ï∗

ψψ ψψ ξ ψψ ξξ ψψ
′− ϕ ψ − ε + ξ + + ε +(  

 2 2
1 2 1 2 1 02 ( )Ï vv Ï v v v Ï Ï K v k Ï∗

ψψ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
′ ′′ ′ ′ ′+ ε + ξ − ξ + + ε − ξ +) ( ) (  

 2
1 2 2( ( , , ) ) 2Ï v k P t P vv k P P P

ξ ξ ξ

∗
ϕϕ ψψ ϕϕ ϕϕ ψψ

′+ ε + ξ ϕ ψ + + ξ − εξ + −) (  

 2 2
2 2( , , ) ( , , )P K P t v k Ã t Ã

ξ ξ ξ

∗ ∗
ψψ ξ ξ ϕϕ ψψ

′ ′− εξ − ξ ϕ ψ + ξ ϕ ψ + +) ( )  

 2
2 22vv k Ã Ã Ã Ã K Ã

ξ ξϕϕ ϕϕ ψψ ψψ ξ ξ
′ ′ ′+ ξ − εξ + − εξ − ξ( ) , 
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 3 1
2 3 4( , , , ) 6 ( 3 )b t v v v v k Ï Ï k P P−

ϕϕ ψψ ψψ ηη
′′′ ′′ ′ϕ ψ ε = −η + ε + + ε + +( ) ([  

 2 2
2 3 3 4 2( )P P v v v k Ï Ï k P Pηη ηη ϕϕ ψψ ψψ ηη

′′ ′+ ε + ε + η + + + + +) ( ) ([]  

 3/2
3 3 1 1 2 22 ( ) ( )P vv k Ï Ï Ï Ïηη ϕϕ ψψ ϕϕ ψψ

′+ ε − η ε + + ε + +) ( )] [  

 2
4 3 1 2 3 3 1 1 2( ) (k P P P P v k Ï Ï Ïηη ψψ ψψ ψψ ϕϕ ψψ ϕϕ+ + + ε + ε + + + ε +( )] [  

 3 2
2 4 2 3 1 1)Ï k P P k K Ï k K Ï∗ ∗

ψψ ψψ ψψ ηηη ηη
′′′ ′′+ + + ε − η ε + η −( )]  

 3/2 3
1 1 2 1 1 2 2 1 2( )) (k K Ï Ï k K Ï Ï K P P∗ ∗

η ηηη
′ ′′′− η ε + ε + + ε + η + ε +( )  

 2 1 3
3 2 2 3 2 3 46 ( 3 )P K P P K P k v v v v Ã−

ηη η ψψ+ + +′′ ′ ′′′ ′′ ′+ ε − η + ε + η µ ε) ( ) (  

 2 2
2 3 4 2 3( )Ã Ã Ã k v v v Ã Ã Ãµµ µµ µµ ψψ µµ µµ

′′ ′+ + ε + ε + µ + + + ε +) ( )  

 2
4 3 1 2 3 4 2 32vv k Ã Ã Ã Ã v k Ã Ãµµ ψψ ψψ ψψ ψψ ψψ

′+ µ + + ε + ε + + ε +( ) ( )  

 3 2
2 1 2 3 2 2 3 2 3K Ã Ã Ã K Ã Ã K Ãµµµ µµ µ
′′′ ′′ ′+ µ + ε + ε − µ + ε + µ( ) ( ) , 

 
22 2 2 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( ,0, , ) ( , , 0, ) 0i i i i iR t R t R Q t R t R∗

∗ϕ ψ ε = ϕ ψ ε = ϕ ε = ϕ ε = ϕ ψ ε = . 

Àíàëîã³÷íî, ÿê â [1, 3], âèìàãàþ÷è äîñòàòíüî¿ ãëàäêîñò³ êîåô³ö³ºíò³â ñèñ-
òåìè ð³âíÿíü (1), (2) òà ïî÷àòêîâèõ ³ ãðàíè÷íèõ óìîâ (³ñíóâàííÿ íåïåðåðâ-
íèõ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî), à òàêîæ óçãîäæå-

íîñò³ îñòàíí³õ óçäîâæ ðåáåð 0L∗ × , 0L∗ ×  ïàðàëåëåï³ïåäà 0,T zG G T= × [ ] , 

äå 0,T[ ] – ô³êñîâàíèé ïðîì³æîê ÷àñó (íåîáõ³äíèõ, ó ïåðøó ÷åðãó, äëÿ çà-

áåçïå÷åííÿ ãëàäêîñò³ «äâîïîâåðõîâèõ êîìïîíåíò» ,  1,2ic i = , ðîçâ’ÿçêó ïî-

ñòàâëåíî¿ çàäà÷³ âçäîâæ ðåáðîâèõ õàðàêòåðèñòèê ( , )t f= ϕ ψ ), íà îñíîâ³ 
ïðèíöèïó ìàêñèìóìó ñòîñîâíî (14) îòðèìóºìî òàêå òâåðäæåííÿ:  

 2
2 ( , , , ) ( ),      1,2,     ( , , )i

TR t O i t Gϕ ψ ε = ε = ϕ ψ ∈ . 

Âèñíîâêè òà çàóâàæåííÿ. Çàïðîïîíîâàíèé ñïîñ³á ðîçâ’ÿçàííÿ ñôîðìó-
ëüîâàíî¿ çàäà÷³ êîíâåêòèâíî¿ ãåòåðîäèôóç³¿ çà äîïîìîãîþ ïåðåõîäó â³ä êðè-
âîë³í³éíî¿ ô³çè÷íî¿ îáëàñò³ zG  äî â³äïîâ³äíî¿ îáëàñò³ êîìïëåêñíîãî ïîòåíö³-

àëó Gω  äîçâîëèâ ñïðîñòèòè ð³âíÿííÿ ³ çâåñòè çàäà÷ó äî êàíîí³÷íî¿ îáëàñò³. 

Êîíñòðóêö³ÿ æ ðîçâ’ÿçêó (8), (9) äîçâîëÿº ïðè éîãî çíàõîäæåíí³ àâòîíîìíî 
äîïîâíþâàòè (çáóðþâàòè) îñíîâíó éîãî ÷àñòèíó ( 0c , 0u ) â³äïîâ³äíèìè äè-

ôóç³éíèìè ïîïðàâêàìè ( 1c , 1u ) òà ïîïðàâêàìè Ï , P , Ã  â îêîëàõ ä³ëÿíîê 
âõîäó òà âèõîäó ô³ëüòðàö³éíî¿ òå÷³¿. Öå äàº çìîãó âèêîíóâàòè îá÷èñëåííÿ â 
ä³àëîãîâîìó ðåæèì³ (òîáòî ïðîâîäèòè íàáëèæåí³ îá÷èñëåííÿ ëèøå â îêðå-
ìèõ ä³ëÿíêàõ âèõ³äíî¿ îáëàñò³). 

ßêùî ïî÷àòêîâà òà ãðàíè÷í³ óìîâè íåäîñòàòíüî óçãîäæåí³ àáî íåäî-
ñòàòíüî ãëàäê³, òî òóò ìîæëèâîþ º ïðîöåäóðà çãëàäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â âè-
ðîäæåíèõ çàäà÷ óçäîâæ õàðàêòåðèñòèê, ùî âèõîäÿòü ³ç êóòîâèõ (ðåáðîâèõ) 
òî÷îê îáëàñò³ (0, )Gω × ∞  [2], àáî ïîáóäîâà êóòîâèõ ôóíêö³é [5]. 

Ïåðñïåêòèâîþ º ïðîâåäåííÿ ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â çà çàäàíèìè àë-
ãîðèòìàìè, ïîøèðåííÿ çàïðîïîíîâàíî¿ ìåòîäèêè íà â³äïîâ³äí³ íåë³í³éí³ çà-
äà÷³ [3], çàäà÷³ äëÿ òðèçâ’ÿçíèõ îáëàñòåé, â³äïîâ³äí³ çàäà÷³ ç ïàñòêàìè. 
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ РЕШЕНИЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ КОНВЕКТИВНОЙ ГЕТЕРОДИФФУЗИИ  
 
Ïîñòðîåí àëãîðèòì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ êîíâåêòèâíîé ãåòåðîäèôôóçèè äëÿ äâóñâÿçíûõ êðèâîëè-
íåéíûõ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ýêâèïîòåíöèàëüíûìè ëèíèÿìè. 
 
ASYMPTOTIC APPROXIMATION OF SOLUTIONS TO SINGULARLY PERTURBED 
BOUNDARY-VALUE PROBLEMS OF CONVECTIVE HETERODIFFUSION 
 
The algorithm for asymptotic approximation of solutions to the singularly perturbed 
boundary-value problems of convective heterodiffusion for two-coherent curvilinear 
domains, bounded by the equipotential lines, is constructed. 
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