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ÓÄÊ 517.5 
 
Е. Ю. Леончик, Н. А. Малаксиано 
 
ТОЧНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ РАВНОИЗМЕРИМЫХ 
ПЕРЕСТАНОВОК ФУНКЦИЙ ИЗ КЛАССОВ A∞  
 

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè ðàâíîèçìåðèìûõ ïåðåñòàíî-
âîê ôóíêöèé èç êëàññîâ A∞ . 

 
1. Ââåäåíèå. Â òåîðèè âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ è òåîðèè êâàçèêîíôîðì-

íûõ îòîáðàæåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàþò êëàññû ôóíêöèé Ìàêåíõàóïòà A∞ . 

Èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé êëàññîâ A∞  
(ñì., íàïðèìåð, [3]). Ñëåäóþùèå äâà îïðåäåëåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ íàèáîëåå 
÷àñòî. 

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü 0 1s< <  è 1K ≥ . Ãîâîðÿò, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ 

ôóíêöèÿ f  ïðèíàäëåæèò êëàññó Ìàêåíõàóïòà 1 1
0( , ) ( , ; )A s K A s K I∞ ∞≡  íà èí-

òåðâàëå 0I , åñëè äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà 0I I⊂  è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíî-
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Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü 1r >  è 0 1M< ≤ . Ãîâîðÿò, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ 

ôóíêöèÿ f  ïðèíàäëåæèò êëàññó Ìàêåíõàóïòà 2 2
0( , ) ( , ; )A r M A r M I∞ ∞≡  íà 

èíòåðâàëå 0I , åñëè äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà 0I I⊂  è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíî-
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Ýòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî 
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I
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f
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, 

ãäå òî÷íûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè áåðóòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì èíòåðâàëàì 

0I I⊂  è âñåâîçìîæíûì èçìåðèìûì ïîäìíîæåñòâàì E I⊂ . 

Íåâîçðàñòàþùåé ïåðåñòàíîâêîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f  íà ìíîæåñòâå 

E  íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ 

 ( ) sup inf ( ),        0
x ee E

e t

f t f x t E∗

∈⊂
≥

= < < . 

Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ f∗  íå âîçðàñòàåò íà 0, E( ) , íåïðå-

ðûâíà ñëåâà è ðàâíîèçìåðèìà ñ f  íà E . 
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Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé âàæíóþ ðîëü èã-
ðàþò òî÷íûå îöåíêè ïåðåñòàíîâîê ôóíêöèé èç ýòèõ êëàññîâ [1, 2]. Ãëàâíîé 
öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òî÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ïå-
ðåñòàíîâîê, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ. 

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà (0, 1)s ∈  è ëþáîé ôóíêöèè f  

 11 ( ;( , ))( ;(0, )) A s a bA s b a
f f

∞∞

∗
−

≤ . 

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà 1r >  è ëþáîé ôóíêöèè f  

 22 ( ;( , ))( ;(0, )) A r a bA r b a
f f

∞∞

∗
−

≤ . 

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ ñóììèðóåìîé íà ìíîæåñòâå E  
ôóíêöèè f  îáîçíà÷èì 

 1 ( )E
E

f f x dx
E

= ∫ . 

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ñëåäóþùåé ëåììû 
î ïîêðûòèè. 

Ëåììà 1 [1]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f  ñóììèðóåìà íà ( , )a b  è ÷èñëî A ≥  

( , )a bf≥ . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ èíòåðâàëîâ ( , )iI a b⊂  òàêèõ, ÷òî 
iI

f A= , 1,2,i =  , è ( )A f x≥  ïî÷òè 

âñþäó íà 
1

( , ) \ i
i

a b I
∞

=

  
 
 . 

Åñëè â óñëîâèè ýòîé ëåììû çíàêè « ≥ » ïîìåíÿòü íà « ≤ », òî òàêæå ïî-
ëó÷èòñÿ âåðíîå óòâåðæäåíèå, ïîëåçíîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Àíà-
ëîãîì ëåììû 1 â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëåììà î ïîêðûòèè Êàëüäå-
ðîíà – Çèãìóíäà, â êîòîðîé ðàâåíñòâî 

iI
f A=  ãàðàíòèðîâàòü íåëüçÿ. Èç-çà 

ýòîãî èñïîëüçîâàííûå â äàííîé ñòàòüå ìåòîäû íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü òî÷-
íûé àíàëîã òåîðåì 1 è 2 â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. 

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. 
Ëåììà 2. Ïóñòü 

1
k

k
E E

≥
=  , 0kE ≠ , E < ∞  è 0k mE E =  ïðè 

k m≠ . Òîãäà, åñëè 
kE Ef f=  äëÿ ëþáîãî 1,2,k =  , òî äëÿ ëþáîãî (0, 1)s ∈  

âåðíî  
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∫ ∫
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. 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷àåì 
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∫ , 

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ◊ 
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Ëåììà 3. Ïóñòü f  íå âîçðàñòàåò íà ( , )a b  è (0, 1)s ∈ . Òîãäà äëÿ ëþ-

áîãî èíòåðâàëà ( , ) ( , )a bα β ⊂  òàêîãî, ÷òî ( , ) ( , )a bf fα β = , âåðíî  

 
( ) ( )

sup sup
( ) ( )

t t
s s

a
b

t a t b
a

f x dx f x dx b a
t t af x dx f x dx

α
β

α< <β < <
α

   β − α −      ⋅ ≤ ⋅   − α −      
   

∫ ∫
∫ ∫

. (1) 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ( ) ( )g x f x a
b a
β − α = α + − − 

 ïðè 

( , )x a b∈ . Òîãäà íåðàâåíñòâî (1) ðàâíîñèëüíî 

 
( ) ( )

sup sup
( ) ( )

t t
s s

a a
b b

a t b a t b
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g x dx f x dxb a b a
t a t ag x dx f x dx< < < <

   − −      ⋅ ≤ ⋅   − −      
   

∫ ∫
∫ ∫

. 

Îáîçíà÷èì 

 ( ) ( ) ( )
t t

a a

F t g x dx f x dx= −∫ ∫ . 

Èìååì ( ) ( ) 0F a F b= =  è ( ) ( ) ( )F t f t a f t
b a
β − α ′ = α + − − − 

 ïî÷òè âåçäå íà ( , )a b . 

Èç ìîíîòîííîñòè f  ñëåäóåò, ÷òî ( ) 0F t′ ≤  ïî÷òè âåçäå 0( , )a t  è ( ) 0F t′ ≥  

ïî÷òè âåçäå íà 0( , )t b , ãäå 0 ( )/( )t a b a b= β − α − + β − α . Ïîýòîìó ( ) 0F t ≤  íà 

( , )a b . Ñëåäîâàòåëüíî, 

 
( ) ( )

( ) ( )

t t
s s

a a
b b

a a

g x dx f x dxb a b a
t a t ag x dx f x dx

− −   ⋅ ≤ ⋅   − −   
∫ ∫
∫ ∫

 

äëÿ ëþáîãî ( , )t a b∈ . Ëåììà äîêàçàíà. ◊ 
Ëåììà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f  íå âîçðàñòàåò íà ( , )a b . Òîãäà 

 1 1 2( ;( , )) max ,A s a bf S S
∞

= { } , 

ãäå 

 1 2

( ) ( )
sup ,    sup

( ) ( )

t t
s s

a x
x b

a t x b a x t b
a x

f d f dx a b xS S
t a t xf d f d≤ < ≤ ≤ < ≤

τ τ τ τ− −   = ⋅ = ⋅   − −   τ τ τ τ

∫ ∫
∫ ∫

. 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì èíòåðâàë ( , )J a b= . Åñëè Jf ≥  

( , )a bf≥ , òî âûáåðåì èíòåðâàë ( , )I a x J≡ ⊃  òàêîé, ÷òî I Jf f= . Â ïðîòèâíîì 

ñëó÷àå íàéäåòñÿ èíòåðâàë ( , )I x b J≡ ⊃ , äëÿ êîòîðîãî I Jf f= . Ïðèìåíÿÿ ê 

ôóíêöèè f  è èíòåðâàëàì I  è J  ëåììó 3, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû. ◊ 
3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî òåîðå-

ìû 1, ïîñêîëüêó òåîðåìà 2 ìîæåò áûòü äîêàçàíà àíàëîãè÷íî. 
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 1. Â ñèëó ëåììû 4 äîñòàòî÷íî ïîêà-

çàòü, ÷òî 

 1
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t
s
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∫
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f x dx b a
f

tf x dx
∞

∗
β
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β

 − − β  ≥ ⋅  − β   

∫
∫

. (3) 
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Äîêàæåì (2). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå (0, )b aβ ∈ − . Îáîçíà÷èì A =  

(0, )f∗
β= . Òàê êàê ( , )a bA f≥ , òî, ïîëüçóÿñü ëåììîé 1, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ ( , )kI a b⊂  òàêèõ, ÷òî 
kI

f A=  

äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k , è ( )f x A≤  ïî÷òè âñþäó íà 
1

( , ) \ k
k

a b I
≥

  
 
 . Îáî-

çíà÷èì 
1

k
k

E I
≥

=  . Èç íåðàâåíñòâà 

 
0 0

1 1 1( ) ( ) ( )
E

E

f d A f x dx f d
E E

β
∗ ∗τ τ = = ≤ τ τ

β ∫ ∫ ∫  

è ìîíîòîííîñòè f∗  ñëåäóåò, ÷òî Eα ≡ ≤ β .  

Îáîçíà÷èì ( ) | [ , ] ( )t f a b t∗ϕ = ( )  íà (0, )β  è ( ) | ( )t f E t∗ψ = ( )  íà (0, )α , ãäå 

|f E  îáîçíà÷àåò ñóæåíèå ôóíêöèè f  íà ìíîæåñòâå E . Íà îòðåçêå [0, ]β  
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 

 
0

( ) ( )
t

F t dα   = ψ τ − ϕ τ τ   β   ∫ . 

Äîêàæåì, ÷òî ( ) 0F t ≥  äëÿ ëþáîãî (0, )t ∈ β . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü 

ñóùåñòâóåò òàêîå 1 (0, )t ∈ β , ÷òî 1( ) 0F t < . Îáîçíà÷èì sup : ( )t t Aγ = ϕ >{ }  è 
îáîçíà÷èì 

 
0

( ( ) )S A d
γ

= ϕ τ − τ∫ . 

Òàê êàê ( ) ( )t tϕ = ψ  íà (0, )γ , òî 1F S
β β   γ ≥ ⋅ −   α α   

. Çàìåòèì, ÷òî (0)F =  

( ) 0F b= =  è ôóíêöèÿ ( )F t  íå óáûâàåò íà (0, )γ . Ïîýòîìó, â ñèëó íàøåãî 

ïðåäïîëîæåíèÿ, ñóùåñòâóåò òàêîå 0 ( , )t ∈ γ β , ÷òî 0 0( )t tα ψ ≥ ϕ β 
 è 0( )F t <  

0< . Îáîçíà÷èì 

 
0

1 ( ( )) ( ( ))
t

S A d A d S
β

γ γ

≡ − ϕ τ τ < − ϕ τ τ =∫ ∫ . 

Äëÿ ëþáûõ 2 1h h>  âåðíî 

 1 2 1 2( , ) : ( ) : ( )x a b h f x h x E h f x h∈ ≤ ≤ ⊃ ∈ ≤ ≤{ } { } . 

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ 2 1 0( )h h f t∗> ≥  âåðíî 

 1 2 1 2(0, ) : ( ) (0, ) : ( )h h h hτ ∈ β ≤ ϕ τ ≤ ≥ τ ∈ α ≤ ψ τ ≤{ } { }  

è, î÷åâèäíî, 

 1 0 0 2 1 2: :J h t t h I h h
β   α α    τ ∈ ≤ ϕ τ − + ≤ ≥ τ∈ ≤ ψ τ ≤       β α β       

, 

ãäå (0, )I = β , 
2

0 0 0 0,J t t t t
β β β = − + − α α α 

. Îòñþäà, òàê êàê  

 0 0 0 0 0( )t t t t t
βα α    ψ ≥ ϕ = ϕ − +    β β α    

, 

òî â ñèëó íåâîçðàñòàíèÿ è íåïðåðûâíîñòè ñëåâà ôóíêöèé tα ψ  β 
 è 

0 0t t t
βα  ϕ − +  β α  

 ñëåäóåò, ÷òî  
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 0 0t t t t
βα α    ψ ≥ ϕ − +    β β α    

 

ïðè 0(0, )t t∈ . Ïîýòîìó 

 
0 0

0 0 1( ) ( ) 1
t t

d t t t d S
β βγ γ
α α

β βα α          ψ τ − ϕ τ τ ≥ ϕ − + − ϕ τ τ ≥ − ⋅ −          β β α α          ∫ ∫ . 

Òàêèì îáðàçîì, 

 
0

0 1( ) ( ) 1 ( ) 0
t

F t F d S S
β γ
α

β βα       = γ + ψ τ − ϕ τ τ ≥ − − >       α β α       ∫ . 

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ( ) 0F t ≥  äëÿ ëþáîãî [0, ]t ∈ β , òî 
åñòü 

 
0 0

( )
t t

d dα ψ τ τ ≥ ϕ τ τ β ∫ ∫  

äëÿ ëþáîãî [0, ]t ∈ β . Îòñþäà ïîëó÷àåì 

 0

[0, ]
0

( )( )
sup sup

( ) ( )

t
s s

e
s s

e E t
E

df x dx E

tf x dx e d
α

⊂ ∈ α

   ψ τ τ α   ⋅ = ⋅ =
   ψ τ τ      

∫∫
∫ ∫

 

 
0 0

[0, ] [0, ]
00

( )
sup sup

( )

t t
s s

s s
t t

d d

t tdd
ββ∈ β ∈ β

α  ψ τ τ     ϕ τ τβ β β    = ⋅ ≥ ⋅
   α  ϕ τ τψ τ τ       β 

∫ ∫
∫∫

. 

À òàê êàê ïî ëåììå 2 

 
1

( ) ( )
sup sup sup

( ) ( )k
k

ss
ke e

s s
e E k e E

E I

f x dx f x dx IE

f x dx f x dxe e⊂ ≥ ⊂

   
   ⋅ ≤ ⋅
   
      

∫ ∫
∫ ∫

, 

òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷èñëà β  ïîëó÷àåì (2). 

Íåðàâåíñòâî (3) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà. ◊ 
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