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ОДИН ДВОСТОРОННІЙ АНАЛОГ МЕТОДУ ОБЕРНЕНИХ ІТЕРАЦІЙ 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧ НА ВЛАСНІ ЗНАЧЕННЯ 
 

Çàïðîïîíîâàíî äâîñòîðîíí³é àíàëîã ìåòîäó îáåðíåíèõ ³òåðàö³é äëÿ ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ çàäà÷ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ ç íåë³í³éíèì ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðîì. Ïî-
áóäîâàíî òà îá´ðóíòîâàíî ³òåðàö³éí³ ïðîöåñè äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíü äî 
ïðîñòîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ íåë³í³éíî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³. Îòðèìàíî óìîâè 
íà ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ, ÿê³ ãàðàíòóþòü êâàäðàòè÷íó çá³æí³ñòü ³òåðà-
ö³éíîãî ïðîöåñó ïî÷åðãîâèõ íàáëèæåíü äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ. 

 
 Çíà÷íà ê³ëüê³ñòü ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ çàäà÷, ÿê³ ïðèâîäÿòü äî óçàãàëü-
íåíèõ çàäà÷ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ âèãëÿäó 

 ( ) 0T yλ =  

ç îïåðàòîðíîçíà÷íîþ ôóíêö³ºþ : ( )T C X H→  (òóò ( )X H  – ìíîæèíà ë³í³é-
íèõ îïåðàòîð³â â ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ H , Cλ ∈  – ñïåêòðàëüíèé ïàðà-
ìåòð), ÿêà íåë³í³éíî çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà λ , ñòèìóëþº ðîçðîáêó åôåê-
òèâíèõ ìåòîä³â ¿õ äîñë³äæåííÿ. Îäèí ³ç ï³äõîä³â äîñë³äæåííÿ òàêèõ çàäà÷ 
ïîâ’ÿçàíèé ç âàð³àö³éíèì îïèñîì ñïåêòðà. Ïðè öüîìó ñóòòºâó ðîëü â³ä³ãðàº 
íàëåæíå óçàãàëüíåííÿ ôóíêö³îíàëà Ðåëåÿ (â³äì³ííå â³ä êëàñè÷íîãî) íà íå-
ë³í³éíó çàäà÷ó. 
 Òàêèé ï³äõ³ä áåðå ñâ³é ïî÷àòîê ç ðîáîòè Ð. Äàôô³íà [11], äå ðîçãëÿäà-
ëèñÿ ñèëüíî äåìïôîâàí³ äèíàì³÷í³ ñèñòåìè ³ â³äïîâ³äíà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à 
äëÿ êâàäðàòè÷íèõ îïåðàòîðíèõ ïó÷ê³â  

 2
0 1 2( )P A A Aλ = λ + λ +  

ç ë³í³éíèìè îáìåæåíèìè ñàìîñïðÿæåíèìè îïåðàòîðàìè :iA H H→ , i =  

0,1,2= , äåÿêîãî ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H . Áóëî ïîêàçàíî, ùî âëàñí³ çíà-
÷åííÿ òàêî¿ çàäà÷³ ìîæíà õàðàêòåðèçóâàòè ì³í³ìàêñíèìè çíà÷åííÿìè äå-
ÿêèõ ôóíêö³îíàë³â ( )yλ , ÿê³ óçàãàëüíþþòü êëàñè÷íèé ôóíêö³îíàë Ðåëåÿ. Ö³ 
ôóíêö³îíàëè âèçíà÷àëèñÿ ÿê êîðåí³ êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ 

 2
0 1 2( ) ( ) ( )a y a y a yλ + λ + , 

äå ( ) ( , ), 0,1,2,i ia y A y y i y H= = ∀ ∈ , òàê ùî 

 
0

2
1,2 1 1 2

0

1( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( )
2 ( )

y a y a y a y a y
a y

 λ = − ± − 
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 Â³äñóòí³ñòü çàãàëüíèõ ìåòîä³â ïîáóäîâè óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³îíàë³â 
ñòèìóëþâàëà òåîðåòè÷íèé ðîçâèòîê âêàçàíîãî íàïðÿìêó, ÿêèé ïîëÿãàº ó 
òîìó, ùî íàïåðåä ïðèïóñêàºòüñÿ ³ñíóâàííÿ òàêèõ ôóíêö³îíàë³â, ÿê³ ìàþòü 
ïåâí³ âëàñòèâîñò³. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ îïåðàòîðíîçíà÷íî¿ ôóíêö³¿ T , âè-
çíà÷åíî¿ íà äåÿêîìó ³íòåðâàë³ [ , ]a b  ä³éñíî¿ îñ³, ç³ çíà÷åííÿìè ó ìíîæèí³ 

( )B H  óñ³õ ë³í³éíèõ îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîð³â ( : [ , ] ( )T a b B H→ ), 

ïðèïóñêàþòü [12], ùî ³ñíóº òàêèé íåïåðåðâíèé ôóíêö³îíàë : \ 0p H →{ }  

( , )a b→ , ÿêèé ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³: 

1) ( ) ( ),     ,     0p y p yα = α ∈ α ≠ ; 

2) ( ( ( )) ,  ) 0T p y y y = ; 

3) ( ( ( )) ,  ) 0T p y y y′ > . 
 Çðîçóì³ëî, ùî ôóíêö³îíàëè ç âêàçàíèìè âëàñòèâîñòÿìè ³ñíóþòü äàëåêî 
íå çàâæäè. Îäíàê, ÿêùî â³äîìî, ùî ôóíêö³îíàë ³ñíóº, òî ìîæíà ïîáóäóâàòè 
òåîð³þ, ÿêà º àíàëîã³÷íîþ äî åêñòðåìàëüíî¿ òåîð³¿ âëàñíèõ çíà÷åíü ñàìî-
ñïðÿæåíèõ îïåðàòîð³â. Òàêèé ï³äõ³ä ðîçðîáëÿâñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè (á³á-
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ë³îãðàô³þ äèâ., íàïðèêëàä, â [1]), îñê³ëüêè ìàº ÷èñëåíí³ çàñòîñóâàííÿ. Îäíå 
ç òàêèõ çàñòîñóâàíü – íàáëèæåí³ ìåòîäè çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü 
(äèâ. [2–6, 8–10]).  
 Ó ö³é ðîáîò³ ïîáóäîâàíî óçàãàëüíåí³ ôóíêö³îíàëè Ðåëåÿ ÿê äëÿ âèõ³ä-
íî¿ íåë³í³éíî¿ çà ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðîì ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³, òàê ³ äëÿ 
äåÿêî¿ äîïîì³æíî¿ çàäà÷³ (òàêîæ íåë³í³éíî¿ çà ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðîì). 
Äîñë³äæåíî ¿õ âëàñòèâîñò³. Âèêîðèñòîâóþ÷è ö³ âëàñòèâîñò³, ïîáóäîâàíî ³òå-
ðàö³éí³ ïðîöåñè çà âëàñíèì çíà÷åííÿì äâîñòîðîíí³õ ïî÷åðãîâèõ íàáëèæåíü 
äî ïðîñòîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ âèõ³äíî¿ íåë³í³éíî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³. 

 1. Íåõàé H  – ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð, ( )B H  – ìíîæèíà ë³í³éíèõ îáìåæåíèõ 
ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîð³â â H . Ðîçãëÿíåìî íåë³í³éíó çàäà÷ó íà âëàñí³ 
çíà÷åííÿ 

 ( ) 0,        ( , ),       L y a b y Hλ = λ ∈ ∈ , (1) 

ç îïåðàòîðíîçíà÷íîþ ôóíêö³ºþ : ( , ) ( )L a b B H→ , íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâ-
íîþ íà ( , )a b . 

 Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé : \ 0 ( , )p H a b→{ }  – íåïåðåðâíèé ôóíêö³îíàë. ßê-
ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè: 
 1°) ( ) ( ),     ,     0p y p yα = α ∈ α ≠ , 

 2°) ( ( ( )) ,  ) 0L p y y y = , 

 3°) ( ( ( )) ,  ) 0L p y y y′ ≠ , 

òî p  íàçèâàþòü ôóíêö³îíàëîì Ðåëåÿ äëÿ îïåðàòîð-ôóíêö³¿ ( )L λ , à ïàðó 

( , )L p  íàçèâàþòü ñèñòåìîþ Ðåëåÿ.  
×åðåç 

 ( \ 0 )W p H= { }  

ïîçíà÷èìî ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêö³îíàëà p . ßêùî W∗λ ∈  ³ 0y∗ ≠  – ðîç-

â’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1), òî ∗λ  íàçèâàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì, à y∗  – âëàñíèì 

âåêòîðîì, ÿêèé â³äïîâ³äàº âëàñíîìó çíà÷åííþ ∗λ . Ââàæàºìî òàêîæ, ùî íà 

äåÿêîìó ³íòåðâàë³ U  òàêîìó, ùî ( , )W U a b⊂ ⊂ , îïåðàòîð-ôóíêö³ÿ ( )L λ  º 
òðè÷³ äèôåðåíö³éîâíîþ, çàäîâîëüíÿº óìîâè 

 ( ) 0,      L U′ λ > λ ∈ , (2) 

àáî  

 ( ) 0,      L U′ λ < λ ∈ , (3) 

³ äëÿ áóäü-ÿêîãî 0y ≠  ôóíêö³ÿ ( ( ) , )L y yλ  ìàº íà U  ºäèíèé êîð³íü. 

 Îçíà÷åííÿ 2. Ñèñòåìó Ðåëåÿ íàçèâàþòü ³çîòîííîþ çà λ  íà U , ÿêùî 
âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2), ³ àíòèòîííîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3). 
 Îçíà÷åííÿ 3. Ñèñòåìó Ðåëåÿ íàçèâàþòü îïóêëîþ (âãíóòîþ) çà λ  íà 
U , ÿêùî 

 ( ) 0       ( ( ) 0),        L L U′′ ′′λ ≥ λ ≤ λ ∈ . 

 Ïîðÿä ç íåë³í³éíîþ ñèñòåìîþ Ðåëåÿ ( , )L p  ðîçãëÿíåìî ë³í³éí³ ñèñòåìè 

Ðåëåÿ ,L pµ µ{ }  ç êîìïîíåíòàìè 

 
( ( ) , )

( ) ( ) ( ( ) ( )),         ( )
( ( ) , )
L y y

L L L L p y
L y yµ µ

µ′ ′λ = λ µ − µ µ − µ = µ − ′ µ
, 

äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïí³ òâåðäæåííÿ. 

 Ëåìà 1. ßêùî ( , )L p  – àíòèòîííà òà îïóêëà àáî ³çîòîííà òà âãíóòà 

çà λ  íà U  ñèñòåìà Ðåëåÿ, òî ¿¿ ôóíêö³îíàë p  çîáðàæóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 ( ) max ( )
U

p y p yµµ∈
= . 
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 Ëåìà 2. ßêùî ( , )L p  – àíòèòîííà òà âãíóòà àáî ³çîòîííà òà îïóêëà 

çà λ  íà U  ñèñòåìà Ðåëåÿ, òî ¿¿ ôóíêö³îíàë p  çîáðàæóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 ( ) min ( )
U

p y p yµµ∈
= . 

 Ä î â å ä å í í ÿ  ëåì. Íåõàé ( , )L p  – àíòèòîííà òà îïóêëà (âãíóòà) çà 

λ  íà U  ñèñòåìà Ðåëåÿ. Òîä³ ôóíêö³ÿ  

 ( ) ( ( ) , )f L y yλ = λ  

º ñïàäíîþ ³ îïóêëîþ (âãíóòîþ) çà λ  íà U , òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ , Uλ µ ∈  

 ( ) 0,        ( )( ) ( ) ( )     ( )( ) ( ) ( )f f f f f f f ′ ′ ′µ < µ λ − µ ≤ λ − µ µ λ − µ ≥ λ − µ 
 

. 

Ïîêëàäåìî ( )p yλ = . Îñê³ëüêè ( ( )) 0f p y = , òî îñòàíí³ äâ³ íåð³âíîñò³ íàáó-
äóòü âèãëÿäó  

 
( ) ( )

( ) ( )           ( ) ( )
( ) ( )

f f
p y p y p y p y

f fµ µ
µ µ ≥ µ − = ≤ µ − = ′ ′µ µ 

, 

ïðè÷îìó ð³âí³ñòü äîñÿãàºòüñÿ ïðè ( )p yµ = . Çâ³äñè âèïëèâàº òâåðäæåííÿ 
ëåìè 1 (â³äïîâ³äíî ëåìè 2) äëÿ àíòèòîííèõ ñèñòåì Ðåëåÿ. Äëÿ ³çîòîííèõ 
ñèñòåì Ðåëåÿ òâåðäæåííÿ ëåì âñòàíîâëþþòüñÿ àíàëîã³÷íî. ◊ 

 2. Ðîçãëÿíåìî òåïåð îïåðàòîð-ôóíêö³þ  

 
( )

( )
( ( ) , )

L
Q

L y y
λλ = ′ λ

. 

 ßêùî ( )p y  – ôóíêö³îíàë Ðåëåÿ äëÿ ( )L λ , òî ( )p y  áóäå òàêîæ ôóíêö³î-

íàëîì Ðåëåÿ äëÿ ( )Q λ . Ä³éñíî, 

 
( ( ( )) , )

( ( ( )) , ) 0,              0
( ( ( )) , )

L p y y y
Q p y y y y

L p y y y
= = ≠′ , 

 ( ( ( )) , ) 1 0,              0Q p y y y y′ = > ≠ , 

òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 2° ³ 3° îçíà÷åííÿ 1. Öå îçíà÷àº, ùî, ÿêùî ,y∗ ∗λ  

– âëàñíà ïàðà ( )L λ , òî ,y∗ ∗λ  áóäå òàêîæ âëàñíîþ ïàðîþ ( )Q λ . 

 Çíîâó æ òàêè ïîðÿä ç íåë³í³éíîþ ñèñòåìîþ Ðåëåÿ ( , )Q p  ðîçãëÿíåìî 

ë³í³éí³ ñèñòåìè ,Q pµ µ{ }  ç êîìïîíåíòàìè 

 
( ( ) , )

( ) ( ) ( ( ) ( )),        ( )
( ( ) , )

Q y y
Q Q Q Q q y

Q y yµ µ
µ′ ′λ = λ µ − µ µ − µ = µ − ′ µ

 

³ âñòàíîâèìî òàêå òâåðäæåííÿ. 

Òåîðåìà 1. (i) ßêùî ( , )L p  – àíòèòîííà òà îïóêëà àáî ³çîòîííà òà 

âãíóòà çà λ  íà U  ñèñòåìà Ðåëåÿ, òî ³ñíóº òàêèé îê³ë U Uε ⊂ , ùî ( , )Q p  

º ³çîòîííîþ òà îïóêëîþ çà λ  íà Uε  ñèñòåìîþ Ðåëåÿ, à ôóíêö³îíàë p  

çîáðàæóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 max ( ) ( ) min ( )
U U

p y p y q y
ε ε

µ µµ∈ µ∈
= = . 

(ii) ßêùî ( , )L p  – àíòèòîííà òà âãíóòà àáî ³çîòîííà òà îïóêëà çà 

λ  íà U  ñèñòåìà Ðåëåÿ, òî ³ñíóº òàêèé îê³ë U Uε ⊂ , ùî ( , )Q p  º ³çîòîí-

íîþ ³ âãíóòîþ çà λ  íà Uε  ñèñòåìîþ Ðåëåÿ, à ôóíêö³îíàë p  çîáðàæóºòü-

ñÿ ó âèãëÿä³ 

 max ( ) ( ) min ( )
U U

q y p y p y
ε ε

µ µµ∈ µ∈
= = . 
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 Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ( , )L p  – àíòèòîííà òà îïóêëà çà λ  íà U  ñèñ-
òåìà Ðåëåÿ. Òîä³ ôóíêö³ÿ 

 ( ) ( ( ) , )f L y yλ = λ  

º ñïàäíîþ ³ îïóêëîþ çà λ  íà U , òîáòî ( ) 0f u′ <  ³ ( ) 0f u′′ > .  
Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ  

 
2

( ) ( )
( )

( ( ))

f f
s

f

′′λ λ
λ =

λ
 

ïðè ( )p yλ =  äîð³âíþº íóëåâ³, òî ³ñíóº òàêèé îê³ë  

 ( ( )) : ( ) ( )U p y p y yε = µ µ − < ε{ }  

çíà÷åíü ôóíêö³îíàëà ( )p y  (ç îãëÿäó íà íåïåðåðâí³ñòü ( )s λ ), ó ÿêîìó 

 
2

( ) ( )
( ) 1

( ( ))

f f
s q

f

′′λ λλ = ≤ <
λ

. 

Ç öüîãî âèïëèâàº, ùî â îêîë³ ( ( ))U p yε  ôóíêö³ÿ ( ) 0z′ λ > , îñê³ëüêè 

 
2

( ) ( )
( ) 1

( ( ))

f f
z

f

′′λ λ′ λ = −
′ λ

. (4) 

Òåïåð ç òåîðåìè ïðî ñåðåäíº, çàñòîñîâàíî¿ äî äèôåðåíö³éîâíî¿ íà â³äð³çêó 
, ( ( ))U p yεµ λ ∈[ ]  ôóíêö³¿ ( ) ( ( ) , )z Q y yλ = λ :  

 ( ) ( ) ( )( ),       [ , ]z z z′λ − µ = ξ λ − µ ξ ∈ µ λ , 

âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ ( )z λ  º çðîñòàþ÷îþ. 

 Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîâåä³íêó ôóíêö³¿ ( )z′ λ  â îêîë³ ( ( ))U p yε , âðàõîâóþ÷è 

¿¿ çîáðàæåííÿ (4). Äëÿ áóäü-ÿêèõ ( )p yλ <  òà ( )p yλ >  îòðèìóºìî â³äïî-
â³äíî íåð³âíîñò³ 

 
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ( )) ( ) 1 1 0

( ( )) ( ( ))

f f f f
z p y z

f f

′′ ′′λ λ λ λ′ − λ = − + = >
′ ′λ λ

, 

 
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ( )) 1 1 0

( ( )) ( ( ))

f f f f
z z p y

f f

′′ ′′λ λ λ λ′ λ − = − − = − >
′ ′λ λ

, 

îñê³ëüêè ( ) 0f λ >  äëÿ ( )p yλ <  ³ ( ) 0f λ <  äëÿ ( )p yλ > . Ç îñòàíí³õ äâîõ íå-

ð³âíîñòåé âèïëèâàº, ùî â îêîë³ ( ( ))U U p yε ε≡  ïîõ³äíà ( )z′ λ  º çðîñòàþ÷îþ, à, 

îòæå, ôóíêö³ÿ ( )z λ  º îïóêëîþ â öüîìó îêîë³ çíà÷åíü ôóíêö³îíàëà ( )p y . 

 Òàêèì ÷èíîì, ôóíêö³ÿ ( )z λ  º çðîñòàþ÷îþ òà îïóêëîþ ôóíêö³ºþ, à, 

îòæå, ³ ñèñòåìà Ðåëåÿ ( , )Q p  º ³çîòîííîþ ³ îïóêëîþ çà λ  íà Uε . Òåïåð ç 

ëåìè 1 äëÿ ñèñòåìè Ðåëåÿ ( , )L p  ³ ëåìè 2 äëÿ ( , )Q p  âèïëèâàº òâåðäæåííÿ 

(i) òåîðåìè. Àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ òâåðäæåííÿ (ii) . ◊ 
 3. Òåîðåìà 1 äîçâîëÿº ïîáóäóâàòè òà îá´ðóíòóâàòè ³òåðàö³éíèé àëãî-
ðèòì äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíü äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ (1). 
Äëÿ çðó÷íîñò³ îá´ðóíòóâàííÿ àëãîðèòìó áóäåìî áóäóâàòè éîãî àíàëîã³÷íî, 
ÿê ó ðîáîò³ [8], òîáòî áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî º â³äîìèì íîâå íàáëèæåííÿ äî 

âëàñíîãî âåêòîðà ( )ky  ³ çà íèì âèçíà÷àòè äâîñòîðîíí³ íàáëèæåííÿ äî 

âëàñíîãî çíà÷åííÿ [ ] ( )( )k kp yλ ≡  ó âèãëÿä³ 

(0) (2) (2 ) [ ] (2 1) (3) (1)m k m−λ < λ < < λ < < λ < < λ < < λ < λ    . (5) 
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Òàêèì ÷èíîì, àëãîðèòì ñêëàäàºòüñÿ ³ç çîâí³øí³õ ³òåðàö³é çà âëàñíèì 
âåêòîðîì ³ âíóòð³øí³õ – çà âëàñíèì çíà÷åííÿì. 
 Äëÿ âèïàäêó àíòèòîííî¿ òà îïóêëî¿ àáî ³çîòîííî¿ ³ âãíóòî¿ çà λ  íà U  
ñèñòåìè Ðåëåÿ ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ çà âëàñíèì çíà÷åííÿì çàïèøåìî ó âè-
ãëÿä³ 

 
(2 ) ( ) ( )

(2 1) (2 )
(2 ) ( ) ( )

( ( ) , )

( ( ) , )

m k k
m m

m k k

Q y y

Q y y
+ λ

λ = λ −
′ λ

, 

 
(2 1) ( ) ( )

(2 2) (2 1)
(2 1) ( ) ( )

( ( ) , )

( ( ) , )

m k k
m m

m k k

L y y

L y y

+
+ +

+
λ

λ = λ −
′ λ

, (6) 

 (0),  0,1,2, ,        ( , )k m ∗ ∗= λ ∈ λ − δ λ , 

à äëÿ âèïàäêó àíòèòîííî¿ ³ âãíóòî¿ àáî ³çîòîííî¿ ³ îïóêëî¿ çà λ  íà U  ñèñ-
òåìè Ðåëåÿ – ó âèãëÿä³ 

 
(2 ) ( ) ( )

(2 1) (2 )
(2 ) ( ) ( )

( ( ) , )

( ( ) , )

m k k
m m

m k k

L y y

L y y
+ λ

λ = λ −
′ λ

, 

 
(2 1) ( ) ( )

(2 2) (2 1)
(2 1) ( ) ( )

( ( ) , )

( ( ) , )

m k k
m m

m k k

Q y y

Q y y

+
+ +

+
λ

λ = λ −
′ λ

, (7) 

 (0),  0,1,2, ,         ( , )k m ∗ ∗= λ ∈ λ − δ λ . 

 Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ (0) ( , )∗ ∗λ ∈ λ λ + δ , òî äëÿ 

âèïàäêó àíòèòîííî¿ òà îïóêëî¿ àáî ³çîòîííî¿ ³ âãíóòî¿ çà λ  íà U  ñèñòåìè 
Ðåëåÿ ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ çà âëàñíèì çíà÷åííÿì çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿä³ (7), à 
äëÿ âèïàäêó àíòèòîííî¿ ³ âãíóòî¿ àáî ³çîòîííî¿ ³ îïóêëî¿ çà λ  íà U  ñèñòå-
ìè Ðåëåÿ – ó âèãëÿä³ (6). 
 Äëÿ îáîõ âèïàäê³â çîâí³øí³ ³òåðàö³¿, òîáòî ³òåðàö³¿ çà âëàñíèì âåêòî-
ðîì, ïðîâîäèìî çà ôîðìóëîþ 

 ( 1) ( ) ,             0,1,2,k kAy By k+ = =  , (8) 
äå 

 [ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( ),           ( )k k k kA L L B L′ ′≡ λ λ − λ ≡ λ . 

Îòæå, àëãîðèòì ñêëàäàºòüñÿ ç òàêèõ êðîê³â. 

Êðîê 1. Çàäàºìî (0)λ , (0)y . 

Êðîê 2. Äëÿ 1,2,k =   çíàõîäèìî ( )ky  çà ôîðìóëîþ (8). 

Êðîê 3. Çà çíàéäåíèì ( )ky  äëÿ 0,1,2,m =   çíàõîäèìî îö³íêè (2 1)m+λ  ³ 
(2 2)m+λ  çà ôîðìóëàìè (6) àáî (7).  

 Òåïåð ñôîðìóëþºìî òâåðäæåííÿ, ÿêå îá´ðóíòîâóº äâîñòîðîíí³ íà-
áëèæåííÿ äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷³ ó âèãëÿä³ (5). Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïè-
ñó âåðõí³é ³íäåêñ çîâí³øí³õ ³òåðàö³é ( )k  áóäåìî îïóñêàòè. Ââåäåìî òàê³ 
ïîçíà÷åííÿ: 

 ( ) :Uδ ∗ ∗λ = λ λ − λ < δ{ } , 

 1 1
( ) ( )

min ( ( ) , ) ,        max ( ( ) , )
U U

m L y y M L y y
δ ∗ δ ∗λ∈ λ λ∈ λ

′ ′′= λ = λ , 

 2 2
( ) ( )

min ( ( ) , ) ,      max ( ( ) , ) 
U U

m Q y y M Q y y
δ ∗ δ ∗λ∈ λ λ∈ λ

′ ′′= λ = λ . 
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 Òåîðåìà 2. ßêùî äëÿ äåÿêîãî (0) ( )Uδ ∗λ ∈ λ  âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

 
(0)

(0)
(0)

2

( ( ) , ) 2 ,        ( , )
( ( ) , )

Q y y
MQ y y

∗ ∗
λ

> − λ ∈ λ − δ λ
′ λ

, (9) 

 (1)
(1)
1 ,          ( , )

( ( ) , )
   N

Q y y
∗ ∗> λ ∈ λ λ + δ

′ λ
, (10) 

äå 

 
2( , )

( ( ) , )( ( ) , )
max

( ( ) , )

Q y y Q y y
N

Q y y∗ ∗λ∈ λ −δ λ

′′λ λ
=

′ λ
, 

ïðè÷îìó 

 
2 21/3 1/3

(0) [ ] (1) [ ]1 2 2 1
0 12 2

1 2 2 1

1 11,      1
2 2

k kM M M M
q q

m m m m
   = λ − λ < = λ − λ <   
   

, (11) 

òî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (6) àëüòåðíóþ÷èõ íàáëèæåíü ó âèãëÿä³ (5) çá³ãà-

ºòüñÿ äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷³ (1) äëÿ êîæíîãî ( )ky , ïðè÷îìó äëÿ ïîõè-
áîê â³äïîâ³äíî çë³âà òà ñïðàâà ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 

 
0 1

(2 ) [ ] 4 1 (0) [ ] (2 1) [ ] 4 1 (1) [ ],       
m mm k k m k kq q− − −λ − λ < λ − λ λ − λ < λ − λ . (12) 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî ïàðí³ íàáëèæåííÿ ìîíîòîííî 
çðîñòàþòü, à íåïàðí³ – ìîíîòîííî ñïàäàþòü. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ð³çíèöþ 

(2 2) (2 )m m+λ − λ . Óâ³âøè ïîçíà÷åííÿ 

 ( ) ( ( ) , )z Q y yλ = λ , 

ç (6) îòðèìóºìî 

 
(2 ) (2 )

(2 2) (2 ) (2 )
(2 ) (2 )

( ) ( )

( ) ( )

m m
m m m

m m

z z
z

z z
+ λ λ λ = λ − λ − − ′ ′ λ λ

 (13) 

àáî 

 
(2 )(2 ) (2 )

(2 2) (2 )
(2 ) (2 )

( )( ) ( )
1

2( ) ( )

mm m
m m

m m

zz z

z z
+ ′′ ξλ λ λ − λ = − ⋅ + ′ ′ λ λ

, (14) 

 (2 ) (2 ) (2 1)m m m+λ < ξ < λ . 

Äîâåäåìî çà ³íäóêö³ºþ, ùî  

 (2 2) (2 ) 0m m+λ − λ >  (15) 

äëÿ áóäü-ÿêîãî m . Äëÿ 0m =  ìàºìî 

 
(0)(0) (0)

(2) (0)
(0) (0)

( )( ) ( )
1

2( ) ( )

zz z

z z

′′ ξλ λ λ − λ = − ⋅ + ′ ′ λ λ
. 

Çà óìîâîþ òåîðåìè (0) ( , )∗ ∗λ ∈ λ − δ λ , òîìó 
(0)

(0)

( )
0

( )

z

z

λ− >
′ λ

 ³, âðàõîâóþ÷è, ùî 

(0)
2( )z M′′ ξ < , à òàêîæ óìîâó (9), îòðèìóºìî 

 
(0) (0)(0)

(0)
2

( ) ( )( )
1 1 0

2 ( )

z zz
Mz

′′ ′′ξ ξλ+ > − >
′ λ

. 

Îòæå, (2) (0) 0λ − λ > . Äàë³ ïåðåêîíàºìîñÿ, ùî 

 (2) [ ]kλ < λ . (16) 
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Ç äðóãî¿ ç ð³âíîñòåé (6) ìàºìî 

 (1) (2) (1)( )zλ − λ = λ  

àáî 

 
(1) [ ]

(1) (2)
(1) (1)

( ) ( )

( ) ( )

kf f

f f

λ λ
λ − λ = −

′ ′λ λ
. 

Çàñòîñóâàâøè òåïåð òåîðåìó ïðî ñåðåäíº, îòðèìóºìî 

 
(1) [ ] (1)

(1) (2)
(1)

( ) ( )

( )

k f

f

′λ − λ ξ
λ − λ =

′ λ
, (17) 

äå (1) [ ] (1)( , )kξ ∈ λ λ . Îñê³ëüêè ( )f λ  – ñïàäíà òà îïóêëà àáî çðîñòàþ÷à òà 

âãíóòà çà λ  íà U  ôóíêö³ÿ, òî 
(1)

(1)

( )
1

( )

f

f

′ ξ >
′ λ

. Îòæå, 

 
(1) [ ] (1)

(1) [ ]
(1)

( ) ( )

( )

k
kf

f

′λ − λ ξ > λ − λ
′ λ

. 

Òåïåð ç (17) îòðèìóºìî, ùî 

 (1) (2) (1) [ ]kλ − λ > λ − λ , 

çâ³äêè âèïëèâàº ïîòð³áíà íåð³âí³ñòü (16). 
 Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî (15) âèêîíóºòüñÿ ïðè 1m n= −  ³ äîâåäåìî, ùî 

(15) âèêîíóºòüñÿ äëÿ m n= , òîáòî (2 2) (2 ) 0n n+λ − λ > . 

Îñê³ëüêè (2 ) [ ]n kλ < λ  ³ âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ (15) äëÿ 0,1, , 1m n= − , 
òî íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1, ùî äëÿ 
àíòèòîííî¿ òà îïóêëî¿ àáî ³çîòîííî¿ ³ âãíóòî¿ çà λ  íà U  ñèñòåìè Ðåëåÿ 
ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 

 
(2 ) (2 ) (0)

(2 ) (2 ) (0)

( ) ( ) ( )
0,        

( ) ( ) ( )

n n

n n

z z z

z z z

λ λ λ− > <
′ ′ ′λ λ λ

. 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî 

 (2 2) (2 )n n+λ − λ =  

 
(2 ) (2 )(2 ) (2 ) (0)

(2 ) (2 ) (0)

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

2 2( ) ( ) ( )

n nn n

n n

z zz z z

z z z

′′ ′′ξ ξ λ λ λ= − ⋅ − > − ′ ′ ′λ λ λ 
. 

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è, ùî (2 )
2( )nz M′′ ξ <  , à òàêîæ óìîâó (9), îòðèìóºìî 

 
(2 )

(2 2) (2 )

2

( )
1 0

n
n n z

M
+ ′′ ξλ − λ > − > , 

ùî é ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè. Íåð³âí³ñòü (2 2) [ ]n k+λ < λ  âñòàíîâëþºìî çà ò³ºþ 
æ ñõåìîþ, ùî é íåð³âí³ñòü (16). Òàêèì ÷èíîì, ïàðí³ íàáëèæåííÿ ìîíîòîí-
íî çðîñòàþòü. Àíàëîã³÷íî äîâîäèìî, ùî íåïàðí³ íàáëèæåííÿ ìîíîòîííî ñïà-
äàþòü. 

Îñê³ëüêè ïàðí³ íàáëèæåííÿ ìîíîòîííî çðîñòàþòü ³ îáìåæåí³ çâåðõó 

÷èñëîì [ ] ( )( )k kp yλ ≡ , à íåïàðí³ – ìîíîòîííî ñïàäàþòü ³ îáìåæåí³ çíèçó öèì 

æå ÷èñëîì [ ] ( )( )k kp yλ ≡ , òî âîíè ìàþòü ãðàíèöþ, ÿêà ç îãëÿäó íà íåïåðåðâ-

í³ñòü ôóíêö³é ( )f λ  ³ ( )z λ  òà óìîâè [ ] [ ] ( ) ( )( ) ( ( ) , ) 0k k k kf L y y′ ′λ = λ ≠  (óìîâà 3° 

îçíà÷åííÿ 1) ³ [ ] [ ] ( ) ( )( ) ( ( ) , ) 0k k k kz Q y y′ ′λ = λ ≠  (òåîðåìà 1) ñï³âïàäàº ç 
[ ] ( )( )k kp yλ ≡ . 
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 Äàë³ çàóâàæèìî, ùî (13) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê 
ìåòîäó ïðîñòî¿ ³òåðàö³¿ 

 (2 2) (2 )( ),          0,1,n n n+λ = ϕ λ =  , 

à ôóíêö³þ ( )ϕ λ  – ÿê ³òåðîâàíó ôóíêö³þ (äèâ., íàïðèêëàä, [7, ñ. 276]), òîáòî 

 1 2( ) ( ( ))ϕ λ = ϕ ϕ λ , 

äå 

 1 2
( ) ( )

( ) ,       ( )
( ) ( )

f z
f z

λ λϕ λ = λ − ϕ λ = λ −′ ′λ λ
. 

Îñê³ëüêè äëÿ ìåòîäó Íüþòîíà ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 

 
2( ) [ ] ( ) [ ]1

1
1

( ) ( )
2

n k n kM
m

ϕ λ − ϕ λ ≤ λ − λ , 

 
2( ) [ ] ( ) [ ]2

2
2

( ) ( )
2

n k n kM
m

ϕ λ − ϕ λ ≤ λ − λ , 

òî äëÿ ³òåðîâàíî¿ ôóíêö³¿ ( )ϕ λ  îòðèìóºìî, ùî 

 
2

4( ) [ ] ( ) [ ]1 2
2

1 2

( ) ( )
2 4

n k n kM M
m m

ϕ λ − ϕ λ ≤ λ − λ . 

Îòæå, 

 
2

4(2 2) [ ] (2 ) [ ] (2 ) [ ]1 2
2

1 2

( ) ( )
8

n k n k n kM M

m m
+λ − λ = ϕ λ − ϕ λ ≤ ⋅ λ − λ . 

 Òåïåð ïðè âèêîíàíí³ ïåðøî¿ ç óìîâ (11) òåîðåìè îòðèìóºìî ïåðøó ç 
îö³íîê (12). Àíàëîã³÷íî âñòàíîâëþºìî äðóãó ç îö³íîê (12).  
 Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Ó âèïàäêó àíòèòîííî¿ ³ âãíóòî¿ àáî ³çîòîííî¿ òà îïóêëî¿ çà λ  íà U  
ñèñòåìè Ðåëåÿ òåîðåìó ïðî çá³æí³ñòü ñôîðìóëþºìî òàêèì ÷èíîì. 

 Òåîðåìà 3. ßêùî äëÿ äåÿêîãî (0) ( )Uδ ∗λ ∈ λ  âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

 (0)
1(0)

1 ,          ( , )
( ( ) , )

N
Q y y

∗ ∗> λ ∈ λ − δ λ
′ λ

, 

 
(1)

(1)
(1)

2

( ( ) , ) 2 ,         ( , )
( ( ) , )

Q y y
MQ y y

∗ ∗
λ

< λ ∈ λ λ + δ
′ λ

, 

äå 

 
2( , )

( ( ) , )( ( ) , )
max

( ( ) , )

Q y y Q y y
N

Q y y∗ ∗λ∈ λ λ +δ

′′λ λ
=

′ λ
 

ïðè÷îìó 

 
2 21/3 1/3

(0) [ ] (1) [ ]2 1 1 2
0 12 2

2 1 1 2

1 11,    1
2 2

k kM M M M
q q

m m m m
   = λ − λ < = λ − λ <   
   

, 

òî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (7) àëüòåðíóþ÷èõ íàáëèæåíü ó âèãëÿä³ (5) çá³ãà-

ºòüñÿ äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷³ (1) äëÿ êîæíîãî ( )ky  ³ äëÿ ïîõèáîê 
â³äïîâ³äíî çë³âà òà ñïðàâà ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè (12). 

 Ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè 3 º àíàëîã³÷íèì äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.  

 4. Òåîðåìè 2 ³ 3 áóëè äîâåäåí³ ó ïðèïóùåíí³, ùî ïî÷àòêîâå íàáëè-
æåííÿ çíàõîäèòüñÿ çë³âà â³ä âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷³. Àíàëîã³÷í³ òåîðåìè 
çá³æíîñò³ (ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 1) ñïðàâäæóþòüñÿ òàêîæ ³ â ïðèïó-
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ùåíí³, ùî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ çíàõîäèòüñÿ ñïðàâà â³ä âëàñíîãî çíà÷åí-
íÿ. Ó öüîìó âèïàäêó ïî÷åðãîâ³ íàáëèæåííÿ ìàþòü âèãëÿä 

 (1) (3) (2 1) [ ] (2 ) (2) (0)m k m−λ < λ < < λ < < λ < < λ < < λ < λ    , 

òîáòî ïî÷åðãîâ³ñòü íàáëèæåíü íàñòóïàº óæå ç 0m = . 
 Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (6) (³òåðàö³éíèé ïðîöåñ 
(7)) çä³éñíþº ïî÷åðãîâ³ íàáëèæåííÿ äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ çàäà÷³ (1) äëÿ àí-
òèòîííî¿ òà îïóêëî¿ àáî ³çîòîííî¿ ³ âãíóòî¿ (àíòèòîííî¿ ³ âãíóòî¿ àáî ³çîòîí-
íî¿ òà îïóêëî¿) çà λ  íà U  îïåðàòîð-ôóíêö³¿ òàêîæ ³ ó âèïàäêó, êîëè ïî-
÷àòêîâå íàáëèæåííÿ çíàõîäèòüñÿ ñïðàâà â³ä âëàñíîãî çíà÷åííÿ. Òîä³ ïî÷åð-
ãîâ³ñòü íàáëèæåíü íàñòóïàº, ïî÷èíàþ÷è ç 1m = . 
 Îòæå, îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü ïðè ïðàêòè÷íîìó çàñòîñóâàíí³ 
àëãîðèòìó çàäàâàòè ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ ç áóäü-ÿêî¿ ñòîðîíè â³ä âëàñíî-
ãî çíà÷åííÿ, à àëãîðèòì ñàì íàëàøòîâóºòüñÿ íà ïî÷åðãîâ³ íàáëèæåííÿ, ïî-
÷èíàþ÷è ïðèíàéìí³ ç 1m = . 

 5. ßê òåñòîâèé ïðèêëàä äëÿ çàïðîïîíîâàíîãî ó ðîáîò³ àëãîðèòìó ðîç-
ãëÿíåìî ìîäåëüíó çàäà÷ó ïðî ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ ïðóæíîãî ñòåðæíÿ ³ç 
øàðí³ðíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ç óðàõóâàííÿì êðó÷åííÿ òà çì³íîþ êóòà 
åëåìåíòà ñòåðæíÿ. Öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî êâàäðàòè÷íî¿ çàäà÷³ íà âëàñí³ 
çíà÷åííÿ âèãëÿäó  

 ( ) 2
1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 0IVc y x c y x y x c y x′′+ λ − + λ =( ) , 

 (0) (1) (0) (1) 0y y y y′′ ′′= = = = , (18) 

äå 1 2 3,  ,  c c c  – çàäàí³ êîíñòàíòè. Âíàñë³äîê àïðîêñèìàö³¿ çàäà÷³ (18) ð³çíè-

öåâîþ ñõåìîþ íà ³íòåðâàë³ (0,1) ç êðîêîì 1/ ,  50h n n= = , îòðèìóºìî 
êâàäðàòè÷íèé ìàòðè÷íèé ïó÷îê 

 2( ) 0L y Dy Ay Byλ ≡ λ + λ + = , 

äå D  – ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè , 3i id c= , A  – òðèä³àãîíàëüíà 

ìàòðèöÿ ç íåíóëüîâèìè åëåìåíòàìè 1, , 1 2i i i ia a c− += = , , 22 1i ia c= − − , à B  

– ï’ÿòèä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç íåíóëüîâèìè åëåìåíòàìè 2, , 2 1i i i ib b c− += = , 

1, , 1 14i i i ib b c− += = − , , 16i ib c= . 

 Íàéìåíøå âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷³ (18) ïðè 1 3 21, 2c c c= = =  äîð³âíþº 

7.18573562λ = , à â³äïîâ³äíèé éîìó âëàñíèé âåêòîð äîð³âíþº siny x= π . 
Äëÿ ïåðåâ³ðêè ìîæëèâîñòåé ³òåðàö³éíîãî àëãîðèòìó çàäàâàëèñÿ ð³çí³ ïî÷àò-
êîâ³ íàáëèæåííÿ ÿê âëàñíîãî âåêòîðà, òàê ³ âëàñíîãî çíà÷åííÿ. Çàäàþ÷è 

ð³çí³ ïî÷àòêîâ³ íàáëèæåííÿ (íàïðèêëàä, (0) 1y = , (0)y x= , (0) 3y x= ), îá÷èñ-

ëþâàëè çà àëãîðèòìîì íîðìîâàíèé âëàñíèé âåêòîð ç òî÷í³ñòþ 610−  çà 5–9 
³òåðàö³é çàëåæíî â³ä ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ (íàïðè-

êëàä, (0) 0λ = , (0) 5λ = , (0) 9λ = ), à ñàì³ âëàñí³ çíà÷åííÿ, òîáòî ¿õ äâîñòî-

ðîíí³ îö³íêè, îá÷èñëþâàëè ç òî÷í³ñòþ 610−  çà 5–6 ³òåðàö³é. Ó òàáë. 1 íàâå-
äåíî äâîñòîðîíí³ îö³íêè âëàñíîãî çíà÷åííÿ ïðè âèáîð³ äâîõ ð³çíèõ ïî÷àòêî-

âèõ íàáëèæåíü âëàñíîãî çíà÷åííÿ (0) 0λ =  òà (0) 9λ = . 
Таблиця 1 

m  (2 1)m−λ  (2 )mλ  (2 1)m−λ  (2 )mλ  

0    0.0    9.0 
1   4.69523717   7.65236337   5.98123592   7.34298238 
2   7.14562107   7.18598543   7.18164639   7.18573824 
3   7.18573563   7.18573564   7.18573562  
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 Öåé ïðèêëàä, çîêðåìà, ï³äòâåðäæóº òå, ùî àëãîðèòì ñàì íàëàøòîâó-
ºòüñÿ íà ïî÷åðãîâ³ íàáëèæåííÿ íå çàëåæíî, ç ÿêî¿ ñòîðîíè â³ä âëàñíîãî çíà-

÷åííÿ çàäàºòüñÿ ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ. Òàê, ïðè âèáîð³ (0) 0λ =  ïî÷åðãî-

â³ñòü íàáëèæåíü íàñòàº, ïî÷èíàþ÷è ç 1m = , à ïðè âèáîð³ (0) 9λ =  ïî÷åðãî-
â³ñòü íàáëèæåíü çä³éñíþºòüñÿ â³äðàçó, òîáòî ç 0m = . 
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ОДИН ДВУСТОРОННИЙ АНАЛОГ МЕТОДА ОБРАТНЫХ ИТЕРАЦИЙ РЕШЕНИЯ  
НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 
 
Ïðåäëîæåí äâóñòîðîííèé àíàëîã ìåòîäà îáðàòíûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ íåëèíåéíûì ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Ïîñòðîåíû è 
îáîñíîâàíû èòåðàöèîííûå ïðîöåññû äâóñòîðîííèõ ïðèáëèæåíèé ê ïðîñòîìó ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ íåëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà íà-
÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò êâàäðàòè÷íóþ ñõîäèìîñòü èòåðà-
öèîííîãî ïðîöåññà àëüòåðíèðóþùèõ ïðèáëèæåíèé ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. 
 
ONE BILATERAL ANALOG OF INVERSE ITERATION METHOD FOR SOLUTION 
OF NONLINEAR EIGENVALUE PROBLEMS 
 
The bilateral analog of the inverse iteration method for solution of the eigenvalue prob-
lems with nonlinear entrance of a spectral parameter is offered. The iterative processes 
of bilateral approximations to the simple eigenvalue of spectral problem are constructed 
and justified. The conditions on the initial approximation which guarantee quadratic 
velocity of convergence of iterative process of alternating approximations to the eigen-
value are obtained. 
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