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КЕРУВАННЯ ДЛЯ ЛІНІЙНИХ ПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ВИРОДЖЕННЯМ 
 

Ó ïðîñòîðàõ êëàñè÷íèõ ôóíêö³é ç³ ñòåïåíåâîþ âàãîþ äîâåäåíî êîðåêòíó ðîç-
â’ÿçí³ñòü çàäà÷³ ç³ ñê³ñíîþ ïîõ³äíîþ äëÿ ë³í³éíèõ ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü ³ç äî-
â³ëüíèì ñòåïåíåâèì ïîðÿäêîì âèðîäæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â çà ÷àñîâîþ ³ ïðîñòî-
ðîâèìè çì³ííèìè. Çíàéäåíî îö³íêó ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ó â³äïîâ³äíèõ ïðîñòîðàõ. 
Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó âèáîðó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ÿêà îïèñóºòü-
ñÿ çàäà÷åþ ç³ ñê³ñíîþ ïîõ³äíîþ ç îáìåæåíèì êåðóâàííÿì. Ôóíêö³îíàë ÿêîñò³ 
âèçíà÷àºòüñÿ ñóìîþ îá’ºìíîãî òà ïîâåðõíåâîãî ³íòåãðàë³â. 

 
Âèâ÷åííÿ íåëîêàëüíèõ çà ÷àñîâîþ çì³ííîþ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáî-

ë³÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè â êîåô³ö³ºí-
òàõ ð³âíÿííÿ ïðîâåäåíî â [3, 4]. Äîñë³äæåííÿ êëàñè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â êðà-
éîâèõ çàäà÷ ³ ¿õ ïîâåä³íêà çà ñê³í÷åííèé ïðîì³æîê ÷àñó äëÿ ïàðàáîë³÷íèõ 
ð³âíÿíü ç îáìåæåíèìè ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè ïðîâåäåíî â ïðàöÿõ [2, 
7, 8].  

Öÿ ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ êîðåêòíî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³ çàäà÷ ç³ 
ñê³ñíîþ ïîõ³äíîþ äëÿ ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ ñòåïåíåâèìè 
îñîáëèâîñòÿìè çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ, à òàêîæ îá´ðóíòóâàííþ íåîáõ³äíèõ ³ 
äîñòàòí³õ óìîâ ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè, ùî îïèñóºòüñÿ 
çàäà÷åþ ç³ ñê³ñíîþ ïîõ³äíîþ. Êðèòåð³é ÿêîñò³ çàäàºòüñÿ ñóìîþ îá’ºìíîãî òà 
ïîâåðõíåâîãî ³íòåãðàëà.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ç³ ñê³ñíîþ ïîõ³äíîþ òà îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Íåõàé 

Ω  – äåÿêà îáëàñòü â n , dim 1nΩ ≤ − ; D  – îáìåæåíà îáëàñòü â n  ç ìå-
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Íåõàé [0, ]Q T= × D , = ∂D D D , à ( , )P t x , (1) (1)
1( , )P t x , (1) (2)( , )kB t x  ³ 

(2) (2) (2)( , )kP t x , 1, ,k n∈ { } , – òî÷êè ³ç Q ; (1) (1) (1) (2) (1)
1 1( , , ),  ( ,nx x x x x= =  , 

(1) (2) (1) (1)
1 1, , , , )k k k nx x x x− +  . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )

k
νβ , ( )νγ , ( )

ir
ν , ( )νδ , α  ä³éñí³ ÷èñëà 

òàê³, ùî ( ) ( , )k
νβ ∈ −∞ ∞ , ( ) 0νγ ≥ , ( ) 0ir

ν ≥ , ( ) 0νδ ≥ , (0 1)α ∈ , , 1, 2ν ∈ { } . Ïî-

êëàäåìî (1) (2)
1 2( ; ) ( , ) ( , )s P s t s x=   .  

Îçíà÷èìî ôóíêö³îíàëüí³ ïðîñòîðè, â ÿêèõ äîñë³äæóºòüñÿ çàäà÷à.  
2 ( , ; ; )C q Q+α γ β  – ïðîñò³ð ôóíêö³é u , ( , )t x Q∈ , ÿê³ ìàþòü íåïåðåðâí³ 

÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ â îáëàñò³ (0)Q  âèãëÿäó k j
t xu∂ ∂ , 2 2k j+ ≤ , äëÿ ÿêèõ º ñê³í-

÷åííîþ íîðìà  
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äå r[ ]  – ö³ëà ÷àñòèíà ÷èñëà r ; r r r= −{ } [ ] ; (1) (1) (1)
1 1( , ) min ( , )s q t s q t= ( , 

(1) (2)
1( , )s q t ) , (2) (2) (1) (2) (2)

2 2 2( , ) min ( , ),  ( , )s q x s q x s q x= ( ) .  
Íåõàé äëÿ çàäà÷³ (1)–(3) âèêîíóþòüñÿ òàê³ óìîâè.  

1°. Êîåô³ö³ºíòè ( ; )i iA C Qα∈ µ , 0,1, ,i n∈ { } , 0A K≤ < +∞ , constK = , 

( ; )ij i jA C Qα∈ β + β  ³ äëÿ äîâ³ëüíîãî âåêòîðà 1( , , )nξ = ξ ξ  âèêîíóºòü-

ñÿ íåð³âí³ñòü  

 2 2
1 2

, 1

( ; ) ( )
n

i j ij i j
i j

c s P A P c
=

ξ ≤ β + β ξ ξ ≤ ξ∑ , 

1c , 2c  – ô³êñîâàí³ äîäàòí³ ñòàë³.  

2°. Ôóíêö³¿ 0( , ; ; )f C Qα∈ γ β µ , 2 ( , ;0; )C +αϕ ∈ γ β D , 1 ( )g C +α∈ Γ , 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0max max (1 ),  max ( ),  ,  1,2 ,  1, ,
2i i i

i i
i n

ν
ν ν ν ν µ γ = + β µ − β ν∈ ∈ 

 
{ } { } , 

(2)(0, )γ = γ , (2)
 

(0, )β = β .  

3°. Ìåæà ∂D  íàëåæèòü äî êëàñó 2C +α . Âåêòîðè 1, , nb b=b { }  ³ 

1 1( ; ) ( ), , ( ; ) ( )s n ns P b P s P b P= β βb { }  óòâîðþþòü ç íàïðÿìêîì âíóòð³ø-

íüî¿ íîðìàë³ n  äî Γ  ó òî÷ö³ P ∈ Γ  êóò, ìåíøèé í³æ 
2
π , 0 ( , )b t x ∈  

1 ( )C +α∈ Γ , 0 ( , ) 0b t x < , 1 ( , )k kb C Q+α∈ β , 0( )( ) (0, )L x g x
∂

ϕ =
D

.  

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ çàäà÷³ (1)–(3) âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1°–3°.  Òîä³ 

³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3) ó ïðîñòîð³ 2 ( , ;0; )C Q+α γ β  ³ äëÿ íüîãî 
ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà  

 102 ( )2
; , ;0; ; , ; ; ; , ; 0; Cu Q c f Q g +α+α Γα +α
γ β ≤ γ β µ + ϕ γ β + D( ) . (4) 

Äëÿ  ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè 1 ïîáóäóºìî ïîñë³äîâí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â 
êðàéîâèõ çàäà÷ ç ãëàäêèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ãðàíè÷íèì çíà÷åííÿì ÿêî¿ áóäå 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3).  
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1

2m−≥ } ; 1
2 2| (1, )m x s x m−∂ = ∈ =D D{ } ; (0,m m TΓ = ∂ ×D ] , äå 1 2( , )m m m= , 

1m , 2m  – íàòóðàëüí³ ÷èñëà, 1 1m > , 2 1m > .  
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Êîåô³ö³ºíòè ija , ia , 0a  òà ôóíêö³¿ mf , mϕ  âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì ÷èíîì. 
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(0)
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ïðè (0) 1
1t m−≥ . Êîëè mx ∈ D , ôóíêö³¿ ( ) ( )m x xϕ = ϕ .  

Äëÿ ( , ) \ (0, ) mt x Q T∈ × D{ }  êîåô³ö³ºíòè ija , ia , 0a  ³ ôóíêö³¿ mf  º ðîç-

â’ÿçêàìè âíóòð³øíüî¿ çàäà÷³  

 ,           (0, ) 0,           ( , )
m

t
uu u u x t x

Γ

∂∂ = ∆ = = ψ
∂n

, 

äå, íàïðèêëàä, äëÿ ia  áåðåìî ;  
m

ia
Γ

ψ = n  – íîðìàëü äî mΓ . 

 Äëÿ \ mx ∈ D D  ôóíêö³ÿ mϕ  º ðîçâ’ÿçêîì âíóòð³øíüî¿ çàäà÷³ Ä³ð³õëå  

 0,          
m m

v v
∂ ∂

∆ = = ϕ
D D

. (8) 

Ó çàäà÷³ (5)–(7) çðîáèìî çàì³íó 

 ( , ) ( , ) ,           t
m mu t x v t x e Kλ= λ > . 

Îäåðæèìî  

 
def

2 1( )( , )  (( ) )( , ) ( , ) t
m m mL v t x L v t x f t x e−λ= + λ = , (9) 

 (0, ) ( )m mv x x= ϕ , (10) 

 0( )( , ) ( , ) t
mL v t x g t x e−λ

Γ
= . (11) 

Òåîðåìà 2. Íåõàé mv  – êëàñè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (9)–(11) â îáëàñò³ 

Q  ³ âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1°–3°.  Òîä³ äëÿ mv  ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà  

 1 1
0 00 0 0

max ; ,  ( ) ; ,  ;t
m m mv f a Q ge b− −λ − 

 
 

≤ ϕ λ − ΓD . (12) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ìîæëèâ³ òðè âèïàäêè: àáî ðîçâ’ÿçîê mv  íåäîäàòíèé 

â Q , àáî íàéá³ëüøå äîäàòíå çíà÷åííÿ mv  äîñÿãàºòüñÿ ó òî÷ö³ 1 TP ∈ Γ =  

= Γ D , àáî öå íàéá³ëüøå çíà÷åííÿ äîñÿãàºòüñÿ ó òî÷ö³ 2P Q∈ .  

Ó ïåðøîìó âèïàäêó max ( , ) 0m
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v t x ≤ , ó äðóãîìó – 10 max ( )m m
Q

v v P< = . 

ßêùî 1P ∈ D , òî 1( ) maxm mv P ≤ ϕ
D

. ßêùî 1P ∈ Γ , òî â òî÷ö³ 1P  ìàºìî 
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ij x x m i j ij ki j y y m
i j k i j

a v s P a P v
= = =

 ∂ ∂ = β + β α α ∂ ∂ = 
 ∑ ∑ ∑ 


 

 
1

0
k k

n

k y y m
k

v
=

= λ ∂ ∂ <∑ . 

Îñê³ëüêè õàðàêòåðèñòè÷í³ ÷èñëà 1, , nλ λ  êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè çà óìî-

âîþ 1° º äîäàòíèìè, òî, âðàõîâóþ÷è (13) ³ ð³âíÿííÿ (9) ó òî÷ö³ 2P , îäåðæó-
ºìî íåð³âí³ñòü  

 
2

1
2 0( ) ( ( ) )t

m m P
v P f e a−λ −≤ λ − . 

Àíàëîã³÷íî, ðîçãëÿäàþ÷è òî÷êó íàéìåíøîãî íåäîäàòíîãî çíà÷åííÿ 
ôóíêö³¿ mv , ìàºìî  

 0 1 1
0 0min 0,  min ,  min ( ( ) ),  min ( )t t

m m m
Q

v f e a ge b−λ − −λ −

Γ

 ≥ ϕ λ − 
 D

. 

Îòæå, äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (9)–(11) âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (12). ◊ 
Ââåäåìî â ïðîñòîði 2 ( )C Q+α  íîðìó 

2
; , ; ;mv q Q +αγ β , åêâ³âàëåíòíó ïðè 

êîæíîìó ô³êñîâàíîìó 1m , 2m  ãåëüäåðîâ³é íîðì³, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ òàê ñà-

ìî, ÿê ³ 2; , ; ;u q Q +αγ β , ò³ëüêè çàì³ñòü ôóíêö³é (1)
1( , )s q t , (2)

2 ( , )s q x  áåðåìî 

â³äïîâ³äíî (1)
1( , )d q t , (2)

2 ( , )d q x , äå 
(1)(1) (1)

1 1 1( , ) max ( , ),  qd q t s q t m−= ( ) , êîëè 

(1) 0q ≥ , ³ 
(1)(1) (1)

1 1 1( , ) min ( , ),  qd q t s q t m−= ( ) , êîëè (1) 0q < ; (2)
2 ( , )d q x =  

(2)(2)
2 2max ( , ),  qs q x m−= ( ) , êîëè (2) 0q ≥ , ³ 

(2)(2) (2)
2 2 2( , ) min ( , ),  qd q x s q x m−= ( ) , 

êîëè (2) 0q < .  

Òåîðåìà 3. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1°–3°, òî äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ 
(9)–(11) ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà  

 
2

; , ; 0; ; , ; 2 ;m mv Q c f Q+α αγ β ≤ γ β γ +(  

 1 ( ) 02
; , ;0; ;mCg v Q+α Γ+α

+ ϕ γ β + + D ) . (14) 

Ñòàëà c  íå çàëåæèòü â³ä m . 
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Ä î â å ä å í í ÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ íîðìè òà ³íòåðïîëÿö³éí³ 
íåð³âíîñò³ ³ç [6, c. 176], ìàºìî  

 22 0
; , ; 0; (1 ) ; , ;0; ( ) ;m m mv Q v c v Qα

+α+αγ β ≤ + ε γ β + εD  . 

Òîìó äîñèòü îö³íèòè ï³âíîðìó 2; , ;0;mv +αγ β D  .  

²ç îçíà÷åííÿ íîðì âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ â Q  òî÷îê 1P , kB  ³ (2)
kP , äëÿ 

ÿêèõ ñïðàâäæóºòüñÿ îäíà ç íåð³âíîñòåé:  

 2
1 ; , ;0; ,        1,2,3, 4
2 m kv Q E k+αγ β ≤ ∈ { }  , (15) 

 (1) (2)
1 1

, , 1

(2 ( ); )
n

i j k k k
i j k

E d P x x
−α

=

≡ γ − β − β + α γ − β − ×∑   

 1( ) ( )
i j i jx x m x x m kv P v B× ∂ ∂ − ∂ ∂ , 

 
/2(1) (2)

2 2
, , 1

(2 ; )
n

i j
i j k

E d P t t
−α

=

≡ γ − β − β + αγ − ×∑   

 (2)( ) ( )
i j i jx x m k x x m kv B v P× ∂ ∂ − ∂ ∂ , 

 (1) (2)
3 1 1

1

(2 ( ); ) ( ) ( )
n

k k k t m t m k
k

E d P x x v P v B
−α

=

≡ γ + α γ − β − ∂ − ∂∑  , 

 
/2(1) (2) (2)

4 2
1

((2 ) ; ) ( ) ( )
n

t m k t m k
k

E d P t t v B v P
−α

=

≡ + α γ − ∂ − ∂∑  . 

Íåõàé (1) (2) 1
2( ; )

4j j kx x n d P T− ρ− ≤ γ − β ≡  àáî 
2

(1) (2)
1(2 ; )

16
t t d P T

ρ− ≤ γ ≡ , 

1 2( ; ) min ( , ),  ( ; )d q P d q P d q P=  ( ) ; ρ  – äîâ³ëüíà ñòàëà, (0,1)ρ ∈ . Íåõàé 
(1)

22n nx T− ξ ≥ , ξ ∈ ∂D , àáî (1)
22x T n− ξ ≥ . Çàïèøåìî çàäà÷ó (9)–(11) ó 

âèãëÿä³  

 3 1
, 1

( )( , ) ( )
i j

n

m t ij x x m
i j

L v t x a P v
=

 ≡ ∂ − ∂ ∂ =  
∑  

 1
, 1 1

( ( , ) ( )) ( , )
i j i

n n

ij ij x x m i x m
i j i

a t x a P v a t x v
= =

= − ∂ ∂ + ∂ +
∑ ∑  

 0( ( , ) ) ( , ) ( , )t
m ma t x v f t x e F t x−λ+ + λ + ≡

, 

 (0, ) ( )m mv x x= ϕ , 

 1 1
1 1

( ) ( ( ) ( , ))
k k

n n

k x m k k x m
k k

b P v b P b t x v
= =Γ

∂ = − ∂ +
∑ ∑  

 2( , ) ( , ) ( , )t
k mb t x v g t x e t x−λ

Γ

+ + ≡ ψ
. (16) 

Íåõàé 1V Q∈ , 1V  – êóá ç öåíòðîì ó òî÷ö³ 1P ; (1)( , ) |rV t x Q t t= ∈ − ≤{  
2 (1)

1 216 ,  0,  4 ,  1, ,i ir T t x x rT i n≤ ≥ − ≤ ∈ { }} .  

Ó çàäà÷³ (16) çðîáèìî çàì³íó ( , ) ( , )m mv t x t y= ω , 1( ; )i i iy d P x= β , i ∈ 

1, ,n∈ { } . Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ( , )m t yω  ïîçíà÷èìî ÷åðåç 0Q . Òîä³ ôóíêö³ÿ 

( , ) ( , ) ( , )m mW t y t y t y= ω η  çàäîâîëüíÿº òàêó êðàéîâó çàäà÷ó:  
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 1 1
, 1

( ; ) ( )
i j

n

t i j ij y y m
i j

d P a P W
=

 ∂ − β + β ∂ ∂ =  
∑  

 1 1
, 1

( ; ) ( )[ ]
i j j i

n

i j ij y m y y m y
i j

d P a P
=

= β + β ∂ ω ∂ η + ∂ ω ∂ η +∑  

 1 1 1
, 1

( ; ) ( ) ( , ) ( , )
i j

n

m i j ij y y t
i j

d P a P F t Y F t y
=

 + ω β + β ∂ ∂ η − ∂ η + η ≡  
∑ , (17) 

 1(0, ) ( ) (0, ) ( )m mW y Y y y= ϕ η = Φ , 

 0mW
Γ

= , (18) 

äå  

 1
10 ( , ) 1,         ( , ) ((2 ) ; )j k

t y kjt y t y c d j k P−≤ η ≤ ∂ ∂ η ≤ + γ , 

 1/4

3/4

1, ( , ) ,
( , )

0, ( , ) ,

t y H
t y

t y H

∈
η =  ∈/

 

 (1) (1) 1 (1) (1)
1 1 1( , ), ,  ( , ) ,  ( , )

4r i i i i iH t y t t rT y y rd P n y d P x−ρ = − ≤ − ≤ γ = β 
 

,  

 1 1
1 1 1 1( ( ) ( ) )n nY d P x … d P x− −= β , , , β , .  

Êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ (17) îáìåæåí³ ñòàëèìè, ùî íå çàëåæàòü â³ä 1P . 

Òîìó íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 5.2 ç [1, c. 364] äëÿ äîâ³ëüíèõ òî÷îê (1) (1)
1( , )M τ ξ ∈  

1/4H∈  i (2) (2)
2 1/4( , )M Hτ ξ ∈  ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )j k j k
m md M M M M−α

τ ξ τ ξ∂ ∂ ω − ∂ ∂ ω ≤  

 2
1/4 1/41 1( ) ( 0 )C H C H t

c F α +α =≤ + Φ { }( ) , 

äå 1 2( , )d M M  – ïàðàáîë³÷íà â³äñòàíü ì³æ òî÷êàìè 1M , 2M ; 2 2j k+ = .  

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñò³ ôóíêö³¿ ( , )t yη  òà îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó  
2 ( , ;0; )C Q+α γ β , çíàõîäèìî  

 3/4 3/42
; , ; 0; ; , ; 2 ;k mE c v V F V

α
≤ γ β + γ β γ +


 

 3/42 0
; , ; 0; ;mv V

+α
+ ϕ γ β + 


D . (19) 

Îö³íèìî íîðìó 3/4; , ; 2 ;F V
α

γ β γ . Âðàõîâóþ÷è ³íòåðïîëÿö³éí³ íåð³âíîñ-

ò³, äîñèòü îö³íèòè ï³âíîðìó êîæíîãî äîäàíêà âèðàçó ( , )F t x .  
Íàïðèêëàä,  

 1 3 4( ( , ) ( )) ; , ; 2 ;
i jij ij x x ma t x a P v V / α− ∂ ∂ γ β γ ≤   

 
(2)

1 3/4

1
, ,1

sup ((2 ); ) ( )
i j

k k

n

i j m
A B A Vk

d P v Aξ ξ
⊂=

≤ γ − β − β ∂ ∂ ×∑ 
{ }

 

 
/2(1) (2) (2)( ; ) ( ) ( )i j ij k ij kd A a A a B

−α× τ − τ β + β + αγ − +


  

 (1) (2)
1

1

( ( ); ) ( ) ( )
n

i j ij ijd A a A a B
−α

=

+ β + β + α γ − β ξ − ξ − +
∑ 
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(2)

1 3/4

1
, ,1

sup ( ; ) ( ) ( )
k k

n

i j ij ij k
A B A Vk

d A a A a B
⊂=

+ β + β − ×
∑ 

{ }

 

 (1) (2)

1

(2 ( ); )
n

i jd A
−α

=

× γ − β − β + α γ − β ξ − ξ ×


∑ 
  


 

 1( ) ( ) (2 ; )
i j i jm m i jv A v B d Aξ ξ ξ ξ× ∂ ∂ − ∂ ∂ + γ − β − β + αγ ×

  

 
/2(1) (2) (2)( ) ( )

i j i jm mv B v A
−α

ξ ξ ξ ξ
× τ − τ ∂ ∂ − ∂ ∂ ≤

   

 3/4 2 1 3/4 2
; , ;0; ; , ;0;m mc v V c v Vα

+α≤ ρ γ β + γ β  . 

Îòæå, äëÿ íîðìè 1 3 4; , ; 2 ; ;F V / αγ β γ Ω  ä³ñòàºìî îö³íêó  

 1 3 4 3 4 3 4 0
; , ; 2 ; ; ; , ; 2 ; ; ;mF V c F V v V/ / /α αγ β γ Ω ≤ γ β γ Ω + +( )  

 1 3/4 2
; , ;0; ;mv V

+α
+ ε γ β Ω , (20) 

äå 2
1 n α αε = ρ + ε , (0,1)ε ∈ , (0,1)ρ ∈ , ρ , ε  – äîâ³ëüí³ ô³êñîâàí³ ÷èñëà.  
Ï³äñòàâëÿþ÷è (20) ó (19), çíàõîäèìî  

 3/4 20
; , ;2 ; ; ; , ;0;k m m mE c f Q v Vα +α

≤ γ β γ + + ϕ γ β + D( )  

 1 2
; , ; 0; ,       1, , 4mv Q k+α+ ε γ β ∈ { } . (21) 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (1)
22x T n− ξ ≤  i (1)

22n nx T− ξ ≤ , ξ ∈ ∂D . Íåõàé 

( , )K r P  – êóëÿ ðàä³óñà r , 24r T n≥ , ç öåíòðîì ó äåÿê³é òî÷ö³ P ∈ Γ  ³ ÿêà 

ì³ñòèòü òî÷êè 1P , (2)
kP , kB . Âèêîðèñòîâóþ÷è îáìåæåííÿ íà ãëàäê³ñòü ìåæ³ 

∂D , ìîæíà ðîçïðÿìèòè ( , )K r P∂ D  çà äîïîìîãîþ âçàºìíî îäíîçíà÷íîãî 

ïåðåòâîðåííÿ ( )x y= ψ , â ðåçóëüòàò³ ÿêîãî îáëàñòü 0 ( , )K r PΠ ≡   ïåðåõî-

äèòü â îáëàñòü 1Π , äëÿ òî÷îê ÿêî¿ 0ny ≥ , 0t ≥ . Ââàæàºìî, ùî 1P , (2)
kP , 

kB , Eν , 1( , )d Pγ , ( , )mx t x , 1T , 2T  ïåðåõîäÿòü ïðè öüîìó ïåðåòâîðåíí³ â³äïî-

â³äíî â 1M , (2)
kM , kN , (1)Eν , 1 1( , )d Mγ , ( , )m t yω , (1)

1T , (1)
2T . Ïîçíà÷èìî êîåô³-

ö³ºíòè äèôåðåíö³àëüíèõ âèðàç³â L  ³ B  â îáëàñò³ 1Π  ÷åðåç ( , )ijk t y , ( , )ik t y , 

0 ( , )k t y , ( , )kh t y , 0 ( , )h t y . Òîä³ ( , )m t yω  áóäå ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³  

 2 1
, 1

( )( , ) ( ) ( , )
i j

n

m t ij y y m
i j

L t y k M t y
=

 ω = ∂ − ∂ ∂ ω =  
∑  

 1
, 1 1

( , ) ( ) ( , )
i j i

n n

ij ij y y m i y m
i j i

k t y k M k t y
= =

= − ∂ ∂ ω + ∂ ω +∑ ∑[ ]  

 0 2( ( , ) ) ( , ( )) ( , )t
m mk t y f t y e F t yλ+ + λ ω + ψ ≡ , (22) 

 1(0, ) ( ( )) ( )m y y yω ≡ ϕ ψ ≡ ϕ , (23) 

 1 1
1 10

( ) ( ) ( , )
k i

n

m n

k y m i i y m
k iy

h M h M h t y
= ==

∂ ω = − ∂ ω +
∑ ∑[ ]  

 0 2 0
0

( , ) ( , ( )) ( , )
n

n

t
m y

y
h t y g t y e G t yλ

=
=

+ ω + ψ =


. (24) 
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Ó çàäà÷³ (22)–(24) çðîáèìî çàì³íó ( , ) ( , )m mt y w t zω = , 1 1( ; )i iz d M y= γ , 

1, ,i n∈ { } . Òîä³ ôóíêö³ÿ (1)
1( , ) ( , ) ( , )m mV t z w t z t z= η  áóäå ðîçâ’ÿçêîì êðàéî-

âî¿ çàäà÷³  

 (1)
1 1 1

, 1

( ; ) ( ) ( , )
i j

n

t i j ij z z m
i j

d M k M V t z
=

 ∂ − β + β ∂ ∂ =  ∑  

 1 1 1 1 1
, 1

( ; ) ( )
i j i j

n

i j ij z m z z z m
i j

d M k M
=

= β + β ∂ ω ∂ η + ∂ η ∂ ω +∑ [ ]  

 1 1 1 1 1 1 1 3
, 1

( ; ) ( ) ( , ) ( , )
i j

n

m i j ij z z t
i j

d M k M F t Z F t z
=

 + ω β + β ∂ ∂ η − ∂ η + η ≡  
∑ , 

 (1)
1 1 2(0, ) ( ) (0, ) ( )mV z Z z z= ϕ η ≡ ϕ , 

 (1)
1 1 1

1

( ) ( , )
k

n

k k z m
k

h M d M V
= Γ

β ∂ =∑  

 2 1 1 1 1 1 3 0
1 0

( ) ( , ) ( , )
k n

n

n

k k z z
k z

G h M d M G t z =
= =

 = η + β ∂ η ≡  ∑ , (25) 

äå 1 1
1 1 1 1 1 1( , ) , , ( , )n nZ d M z d M z− −= β β( ) , ôóíêö³ÿ 1( , )t zη  – òðè÷³ äèôåðåíö³-

éîâíà òà çàäîâîëüíÿº óìîâè  

 1
1 1 1 10 ( , ) 1,         ( , ) (2 ) ,k j

t z kjt z t z c d k j M−≤ η ≤ ∂ ∂ η ≤ + γ( ) , 

 1 2
1

3 4

1, ( , ) ,
( )

0, ( , ) ,

t z N
t z

t z N
/

/

∈
η , =  ∈/

 

 (1) 2 2 (1)
2 1 1 1 1( , ) | (2 , ),  ( )r i iN t z t t r d M z z r d M= ∈ Π − ≤ ρ γ − ≤ ρ γ,{ ,  

 1, , ,  0ni n z∈ … ≥{ } } .  

Êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ ³ êðàéîâî¿ óìîâè çàäà÷³ (25) îáìåæåí³ ñòàëèìè, 
íåçàëåæíèìè â³ä òî÷êè 1M . Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 6.1 ³ç [1, c. 368], 

äëÿ äîâ³ëüíèõ òî÷îê (1)
1 1 4R N /∈  i (1)

2 1 4R N /∈  îäåðæèìî íåð³âí³ñòü  

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )j k j k
t z m t z md R R w R w R−α ∂ ∂ − ∂ ∂ ≤  

 2 1
3/4 3/4 3/43 2 3( ) ( 0 ) ( 0 )nC N C N t C N z

c F Gα +α +α= =≤ + ϕ + { } { }( ) , (26) 

äëÿ 2 2j k+ = .  

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñò³ ôóíêö³¿ 1( , )t zη , çíàõîäèìî  

 1 2 12 2
; , ;0; ; , ;2 ; ; , ;0;k mE c F α +α

≤ ω γ β Π + γ β γ Π + ϕ γ β + D(  

 2 1 11 0
; , ; ; 0 ;n mG z +α+ γ β γ Π = + ω Π { } ) . (27) 

Ïîâòîðþþ÷è ì³ðêóâàííÿ âñòàíîâëåííÿ îö³íêè (21), çíàõîäèìî  

 
0 2

; , ;2 ; ; ; , ; 0;k m m mE c f Q v Qα +α
≤ γ β γ + + ϕ γ β + D(  

 1 2 1 2( ) 2
( ) ; , ;0; ,   mCg v Q n+α

α α
Γ +α+ + ε + ε γ β ε = ρ + ε) . (28) 
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ßêùî (1) (2)
1t t T− ≥ , òî  

 
2

2 ; , ;0; ,        2, 4k mE v Q kα
+α≤ ρ γ β ∈ { } . (29) 

Ó âèïàäêó (1) (1)
2k kx x T− ≥ , ìàºìî  

 
2

2 ; , ; 0; ,        1,3k mE v Q kα
+α≤ ρ γ β ∈ { } . (30) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåð³âíîñò³ (21), (28)–(30) ³ âèáèðàþ÷è ρ  ³ ε  äîñèòü 

ìàëèìè, ä³ñòàíåìî íåð³âí³ñòü (14). ◊ 
Ç óðàõóâàííÿì òåîðåì 2 ³ 3  ä î â å ä å ì î  òåîðåìó 1. Îñê³ëüêè  

 0; , ; 2 ; ; , ; ;mf Q c f Qα αγ β γ ≤ γ β µ , 

 
2 2

; , ;0; ; , ;0;m c
+α +α

ϕ γ β ≤ ϕ γ β  D D , 

òî, çàñòîñîâóþ÷è íåð³âí³ñòü (12), ìàºìî  

 
2

; , ; 0;mv Q +αγ β ≤  

 10 ( )2
; , ; ; ; , ; 0; Cc f Q g +α Γα +α

≤ γ β µ + ϕ γ β + D( ) . (31) 

Ïðàâà ÷àñòèíà íåð³âíîñò³ (31) íå çàëåæèòü â³ä m , i ïîñë³äîâíîñò³ 
(0) (1)( ) , ( ; ) ( )      

im m m i x mV v P V d P v P= = γ − β ∂{ } { } { } { } , 

(2) (2 ; ) ( )
i jm i j x x mV d P v P= γ − β − β ∂ ∂{ } { } ,  

(3) (2 ; ) ( ) ,     m t mV d P v P P Q= γ ∂ ∈{ } { } ,  

ð³âíîì³ðíî îáìåæåí³ òà ð³âíîñòåïåíåâî íåïåðåðâí³. Çà òåîðåìîþ Àðöåëà 

³ñíóþòü ï³äïîñë³äîâíîñò³ ( )
( ) ,  1, 2, 3k

m rV k ∈ { }{ } , ð³âíîì³ðíî çá³æí³ â Q . Ïåðå-

õîäÿ÷è äî ãðàíèö³ ïðè r → ∞  ó çàäà÷³ (5)–(7), îäåðæèìî, ùî tu veλ=  – 

ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3), 2 ( , ;0; )u C Q+α∈ γ β  ³ âèêîíóºòüñÿ îö³íêà (4). ◊ 

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Â îáëàñò³ (0, ]Q T= × D  ðîçãëÿíåìî 
çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêö³é ( , )u p , íà ÿêèõ ôóíêö³îíàë  

 1 2
0 0

( ) ( , , , ) ( , , )
T T

xI p dt F t x u p d S dt F t x u dx
∂

= +∫ ∫ ∫ ∫
D D

 (32) 

äîñÿãàº ì³í³ìóìó â êëàñ³ ôóíêö³é 1
1 2( ) | ( ) ( ) ( )p V p C x p x x+α∈ = ∈ γ ψ ≤ ≤ ψ{ } , 

³ç ÿêèõ u  º ðîçâ’ÿçêîì êðàéîâî¿ çàäà÷³  

 00
( )( , ) ( , ),       ( ),      ( )( , ) ( , , )

t
Lu t x f t x u x L u t x g t x pΓ=

= = ϕ = . (33) 

Áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíèìè òàê³ óìîâè:  

4°. Ôóíêö³¿ 1
1 ( )C +αψ ∈ Γ , 1

2 ( )C +αψ ∈ Γ ; ( , , )g t x p , 1( , , , )F t x u p , 2 ( , , )F t x u  

âèçíà÷åí³ â³äïîâ³äíî â îáëàñòÿõ 1 1 2,M = Γ × ψ ψ[ ] , 1
2M = Γ × ×  

1 2,× ψ ψ[ ] , 1
3M Q= ×  , ìàþòü ãåëüäåðîâ³ ïîõ³äí³ äðóãîãî ïîðÿäêó çà 

çì³ííèìè u  òà p , ÿê³ íàëåæàòü ÿê ôóíêö³¿ â³ä ( , )t x  äî ïðîñòîð³â 
1 ( )C +α Γ , ( )C Q .  

Çà îáìåæåíü 1°–4° äëÿ áóäü-ÿêîãî p V∈  ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 

(33) ³ç ïðîñòîðó 2 ( , ;0; )C Q+α γ β  ³ äëÿ íüîãî ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà (4).  
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Íåõàé (1) (2)( , )m mG G  – ôóíêö³ÿ ¥ð³íà êðàéîâî¿ çàäà÷³ (9)–(11). Ïîçíà÷èìî  

 (2)
1( , ) ( , , , ) ( , , , )

T

m u m
t

t x d G t x F u p d Sξ
∂

δ ≡ τ τ ξ ∂ τ ξ∫ ∫
D

, 

 1( , , ) ( , , , ) ( ) ( , )m mH u p F t x u p x g x pδ ≡ + δ . 

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (32), (33) ïîòð³áíî âñòàíî-
âèòè ðîçâ’ÿçí³ñòü äîïîì³æíèõ çàäà÷ ç ãëàäêèìè êîåô³ö³ºíòàìè.  

Ðîçãëÿíåìî â îáëàñò³ Q  çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêö³é ( , )mu p , íà ÿêèõ 

ôóíêö³îíàë  

 1 2
0 0

( ) ( , , , ) ( , , , )
T T

m x mI p dt F t x u p d S dt F t x u p dx
∂

= +∫ ∫ ∫ ∫
D D

 (34) 

äîñÿãàº ì³í³ìóìó â êëàñ³ ôóíêö³é p V∈  ³ ôóíêö³ÿ mu  º ðîçâ’ÿçêîì êðà-

éîâî¿ çàäà÷³  

 1 00
( )( , ) ( , ),    ( ),    ( ) ( , , )m m m m mt
L u t x f t x u x L u g t x p= Γ= = ϕ = . (35) 

Ñïðàâäæóþòüñÿ òàê³ òåîðåìè.  
Òåîðåìà 4. ßêùî ôóíêö³ÿ ( , , )mH u pδ  çà àðãóìåíòîì p  ìîíîòîííî 

çðîñòàº äëÿ p V∈ , òî îïòèìàëüíèì º êåðóâàííÿ (0)
1p = ψ , à îïòèìàëü-

íèì ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (35) º (0) (0)
1( , , ) ( , , )m mu t x p u t x= ψ .  

ßêùî ôóíêö³ÿ ( , , )m mH u pδ  çà àðãóìåíòîì p  º ìîíîòîííî ñïàäíîþ 

äëÿ p V∈ , òî îïòèìàëüíèì º êåðóâàííÿ (0)
2( )p x = ψ , à îïòèìàëüíèì 

ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (34) º (0) (0) (0)
2( , , ) ( , , )m mu t x p u t x= ψ .  

Ä î â å ä å í í ÿ  ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ³ç [5].  
Òåîðåìè 5. Íåõàé ( , , )mH u pδ  – íåìîíîòîííà ôóíêö³ÿ çà àðãóìåíòîì 

p . Äëÿ òîãî ùîá êåðóâàííÿ (0)p  ³ â³äïîâ³äíèé ðîçâ’ÿçîê (0) (0)( , , )mu t x p  êðà-

éîâî¿ çàäà÷³ (35) áóëè îïòèìàëüíèìè, íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá âèêî-
íóâàëèñÿ óìîâè:  

(i) ôóíêö³ÿ ( , , )mH u pδ  çà àðãóìåíòîì p  ìàº â òî÷ö³ (0)p p=  ì³í³-

ìàëüíå çíà÷åííÿ;  
(ii) äëÿ äîâ³ëüíîãî âåêòîðà 1 2( , ) 0≠   i ( , )t x Q∈  âèêîíóºòüñÿ óìîâà  

 2 (0) (0) 2 2 (0) (0)
1 1 , 1 1 2( , , , ) 2 ( , , , )

m mu m p u mF t x u p F t x u p∂ + ∂ −    

 2 (0) 2
2( , ) ( , , ) 0pt x f t x p− δ ∂ > , 

(iii) 2 (0)
2 ( , , ) 0

mu mF t x u∂ >  äëÿ ( , )t x Q∈ .  

Ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè àíàëîã³÷íå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ç [5].  

Çàóâàæåííÿ ñòîñîâíî âèçíà÷åííÿ (0)
mu  ³ (0)p . ßêùî (0)p  – îïòèìàëüíå, 

òî 0pH∂ =  i 2 0pH∂ > . Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî íåÿâí³ ôóíêö³¿ äî 

ð³âíÿííÿ (0)( , , ) 0p mH u p∂ δ = , îäåðæèìî, ùî (0) (0)( , )mp W u= δ , äå (0)( , )mW u δ  – 

äèôåðåíö³éîâíà ôóíêö³ÿ çà çì³ííèìè δ  i (0)
mu . Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêö³þ 

¥ð³íà êðàéîâî¿ çàäà÷³ (9)–(11), ó â³äïîâ³äí³ñòü çàäà÷³ (34), (35) ïîñòàâèìî 
ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ çíàõîäèìî ìåòîäîì ïîñë³äîâ-
íèõ íàáëèæåíü.  
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ЗАДАЧА С КОСОЙ ПРОИЗВОДНОЙ И ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ВЫРОЖДЕНИЕМ 
 
Â ïðîñòðàíñòâàõ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñòåïåííûì âåñîì äîêàçàíà êîððåêò-
íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ñ êîñîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ñòåïåííûì ïîðÿäêîì âûðîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïî 
âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Íàéäåíû îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è â 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à âûáîðà îïòèìàëüíîãî 
óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè, îïèñûâàåìûìè çàäà÷åé ñ êîñîé ïðîèçâîäíîé ñ îãðàíè÷åí-
íûì óïðàâëåíèåì. Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé îáúåìíîãî è ïî-
âåðõíîñòíîãî èíòåãðàëîâ.  
 
PROBLEM WITH DIRECTIONAL DERIVATIVE AND PROBLEM OF OPTIMUM 
CONTROL FOR LINEAR PARABOLIC EQUATION WITH DEGENERATION  
 
The existence and uniqueness of the problem with directional derivative for linear 
parabolic equations with a free power order of degeneration of coefficients with respect 
to time and space variables has been proved in terms of spaces of classical functions 
with power order. The estimation of solution to the problem in the corresponding spaces 
has been found. The problem of choice of optimum control by systems, circumscribed 
by the problem with directional derivative with limited control is examined. The 
functional of quality is determined by the sum of volume and surface integrals.  
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