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УТОЧНЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКИХ РАЗЛОЖЕНИЙ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН 
 

Ïîñòðîåíû âíåøíèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé 
òåïëîïðîâîäíîñòè àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ 
íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ïîëó÷àþùèåñÿ äâóìåðíûå ðàçðåøà-
þùèå óðàâíåíèÿ è èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è òåï-
ëîïðîâîäíîñòè. Ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé òåìïåðàòóðó â ïëàñòèíå 
çà ïðåäåëàìè ïîãðàíñëîÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíî èëè êâàäðàòè÷íî ðàñïðåäåëåí-
íîé ïî òîëùèíå êîíñòðóêöèè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ àñèìïòîòèêîé, ïîñòðîåí-
íîé ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè. 

 
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, îïóáëèêîâàííûõ 

â [3], ãäå áûëè ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è òåïëî-
ïðîâîäíîñòè äëèííûõ ñòåðæíåé è òîíêèõ ïëàñòèí ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, ÿâëÿ-
þùåìóñÿ îòíîøåíèåì òîëùèíû êîíñòðóêöèè ê åå õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó â ïëà-
íå. Îäíàêî ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ïëàñòèí àâòîðû â [3] âîëå-
âûì ðåøåíèåì íàâÿçàëè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñ-
òèíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà, íå ïðèñóùèå ðåàëüíîé êîíñòðóêöèè (ïîäðîáíî 
ýòî áóäåò ïîêàçàíî íèæå). Ïîýòîìó ïîñòðîåííàÿ â [3] àñèìïòîòèêà ñîîòâåòñòâó-
åò èñêóññòâåííîé, à íå ðåàëüíîé çàäà÷å òåïëîïðîâîäíîñòè ïëàñòèí, è íå îòðà-
æàåò íåêîòîðûõ âàæíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (÷òî áóäåò ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàíî íèæå). Â ñèëó ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâ íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïî-
ñòðîåíèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè àíè-
çîòðîïíûõ ïëàñòèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ñâîéñòâàì 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ êîíñòðóêöèè. Òàêîå èññëåäîâà-
íèå, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèò îöåíèòü, ñ êàêîé òî÷íîñòüþ çà ïðåäåëàìè ïîãðàí-
ñëîÿ òåìïåðàòóðó â òîíêîñòåííîé êîíñòðóêöèè ìîæíî çàäàâàòü ïîñòîÿííîé èëè 
ðàñïðåäåëåííîé ïî ëèíåéíîìó, êâàäðàòè÷íîìó è äðóãèì çàêîíàì ïî òîëùèíå 
ïëàñòèíû. 

Ðàññìîòðèì àíèçîòðîïíóþ ïëàñòèíó ïîñòîÿííîé òîëùèíû 2H . Äëÿ ïðîñòî-
òû èçëîæåíèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòåðèàë ïëàñòèíû íåòåðìî÷óâñòâèòå-
ëåí è êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè íå èçìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå êîíñòðóê-
öèè. (Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëüíûìè â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî 
èññëåäîâàíèÿ, è ðàçâèâàåìàÿ íèæå òåîðèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ïëàñòèíàì, 
ìàòåðèàë êîòîðûõ îáëàäàåò áîëåå îáùèìè ñâîéñòâàìè: òåðìî÷óâñòâèòåëüíîñ-
òüþ, íåîäíîðîäíîñòüþ ïî òîëùèíå è ò. ä.) Ñâÿæåì ñ ïëàñòèíîé ïðÿìîóãîëüíóþ 
äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò 1 2 3, ,x x x  òàê, ÷òîáû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñîîò-

âåòñòâîâàëî çíà÷åíèå 3 0x = . 

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñ-
òè èìååò âèä 
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ãäå T  – òåìïåðàòóðà ïëàñòèíû; Q  – ïëîòíîñòü ìîùíîñòè âíóòðåííèõ èñòî÷-

íèêîâ òåïëà; ijλ  – êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè, íå çàâèñÿùèå îò 

ïåðåìåííîé 3x . (Çäåñü è äàëåå ðàçìåðíûå ôóíêöèè è âåëè÷èíû áóäåì 

ïîìå÷àòü ñâåðõó ÷åðòîé, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè è 
âåëè÷èíû áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå ñèìâîëàìè, íî áåç ÷åðòû.) 

Íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû 3x H= ±  ìîãóò áûòü çàäàíû ñëåäó-

þùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: 
– ïî òåìïåðàòóðå 

 ( )
1 2 1 2( , , ) ( , )T x x H T x x±± = , (2) 
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– ïî òåïëîâîìó ïîòîêó 
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– ïî çàêîíó êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà Íüþòîíà 
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ãäå ( )T ±  – çàäàííàÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ 3x H= ±  òåìïåðàòóðà; ( )Q ±  – çàäàííûå íà 

ïîâåðõíîñòÿõ 3x H= ±  ïðîåêöèè âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêà íà íàïðàâëåíèå 

âíåøíåé íîðìàëè; ( )±α  – êîýôôèöèåíòû êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà ñ îêðó-

æàþùåé ñðåäîé íà âåðõíåé (+) è íèæíåé (–) ñòîðîíàõ ïëàñòèíû; ( )T ±
∞  – òåìïå-

ðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû ñî ñòîðîíû âåðõíåé (+) è íèæíåé (–) ëèöåâûõ ïî-
âåðõíîñòåé ïëàñòèíû. (Âîçìîæíî çàäàíèå è ñìåøàííûõ èç (2)–(4) ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé.) 

Íà òîðöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ (êðîìêàõ) ïëàñòèíû òàêæå äîëæíû áûòü çàäà-
íû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå (2)–(4). Ýòè óñëîâèÿ îáùåèçâåñòíû [3] è â 
íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè íå ïîòðåáóþòñÿ, ïîýòîìó íå áóäåì èõ âûïèñûâàòü. 

Îáåçðàçìåðèì ñîîòíîøåíèÿ (1)–(4). Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì áåçðàçìåðíûå 
íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå 

 3 3 3/ ,      1,2,          / ,      1i ix x a i x x H x= = = ≤ , (5) 

ãäå a  – õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïëàñòèíû â ïëàíå. Óðàâíåíèå (1) îáåçðàçìåðèì 

óìíîæåíèåì íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó 2
0/( )H T∗λ . Òîãäà ñ ó÷åòîì (5) ïîëó÷èì 

 2 2
2 1 33 33 1 2 3( ) ( ) , ( , , )L T L T T Q x x xε + ε + λ = − ε , (6) 

ãäå 

 2 11 1 12 2 1 21 1 22 2 2( ) , , , , , ,L T T T T T≡ λ +λ + λ +λ( ) ( ) , 

 1 13 3 1 23 3 2 31 13 32 23 0 3 0 3( ) , , , , , , ( , ) ( ) ,L T T T T T L T L T≡ λ + λ +λ +λ = =( ) ( ) ( ) , 

 ≡ λ + λ +λ +λ λ = λ =0 13 1 23 2 31 1 32 2           ( ) , , , , , , , 1,2,3ij jiL T T T T T i j( ) ( ) , (7) 

/H aε =  – ìàëûé ïàðàìåòð; íèæíèé èíäåêñ ïîñëå çàïÿòîé îçíà÷àåò ÷àñòíîå 

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé ,  1,2,3ix i = . 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) îáåçðàçìåðèì äåëåíèåì íà constT∗ = , à óñëîâèÿ 

(3), (4) – óìíîæåíèåì íà 0/( ) constH T∗λ = : 

 ( )
1 2 1 2( , , 1) ( , )T x x T x x±± = , (8) 
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− ε λ +λ + λ = ε( )[ ] , (9) 
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− ε λ +λ + λ = εα ± −( ) ( )[ ] . (10) 

Îáîáùàÿ óñëîâèÿ (9), (10), ìîæíî çàïèñàòü 

 
3

( )
3 31 1 32 2 33 3 1 21

sgn ( ) , , , ( , , 1)
x

x T T T T x x±
=±

− ε λ +λ + λ − εα ± =( )[ ]  

 ( )
1 2( , )q x x±= ε , (11) 

ãäå 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2( , ) ( , )q x x Q x x T± ± ± ±

∞≡ − α . (12) 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (11) ñ ó÷åòîì (12) èìåþò ìåñòî ïðè êîíâåêòèâíîì 
òåïëîîáìåíå ÷åðåç ëèöåâûå ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû è ïðè äîïîëíèòåëüíîì 
ïðèòîêå èëè îòòîêå òåïëà, íàïðèìåð, çà ñ÷åò òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ. 

Â ñîîòíîøåíèÿõ (6)–(12) èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû îáåçðàçìåðè-
âàíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ: 

 ± ±
∗ ∗ ∗= λ = λ λ = = λ =2 ( ) ( )

0 0,   ,    , 1,2,3,      ( ),      ij ijT T T i j Q Qa T T T T/ / / / , 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0( ),     ,     Q Q a T a T T T± ± ± ± ± ±

∗ ∞ ∞ ∗= λ α = α λ =/ / / , (13) 

T∗  – íåêîòîðàÿ õàðàêòåðíàÿ òåìïåðàòóðà êîíñòðóêöèè (íàïðèìåð, òåìïåðàòóðà 

åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ); 0λ  – õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà òåïëîïðî-

âîäíîñòè ìàòåðèàëà ïëàñòèíû (íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà íàèáîëüøåãî 

èç ãëàâíûõ çíà÷åíèé òåíçîðà êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ijλ ). 

Êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òåìïåðàòóðà T  íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ 

îò çíà÷åíèÿ T∗  (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèøëîñü áû ó÷èòûâàòü òåðìî÷óâñòâè-
òåëüíîñòü ìàòåðèàëà ïëàñòèíû, ÷òî âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåãî èññëåäîâà-

íèÿ). Â ñèëó ôîðìóë îáåçðàçìåðèâàíèÿ (13) è âûáîðà âåëè÷èíû 0λ  áåçðàçìåð-

íûå êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ijλ  áëèçêè ïî çíà÷åíèÿì ê åäèíèöå. Åñëè 

ïðèíÿòü, ÷òî èçìåíåíèþ ìàëîãî ïàðàìåòðà ε  ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèå òîëùè-
íû ïëàñòèíû 2H  ïðè ôèêñèðîâàííîé ãåîìåòðèè êîíñòðóêöèè â ïëàíå (ïðè 
ôèêñèðîâàííîì õàðàêòåðíîì ðàçìåðå a ), òî âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè è âåëè÷è-
íû, ïðèâåäåííûå â (12), (13), èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà: 

 ( )(1),    , 1,2,3,       (1),        (1)ij O i j Q O T O±λ = = = = , 

 ( ) ( ) ( )(1),     (1),      (1),       0Q O O T O± ± ±
∞= α = = ε → . (14) 

Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [3] èñïîëüçîâàíû òàêèå æå ôîðìóëû îáåçðàçìå-
ðèâàíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû, ÷òî è âûøå (ñì. (5)–(13)), íî ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè â ðàâåíñòâàõ (9)–(11) èìåþò íå ïåðâûé, à âòîðîé 
ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ε , ò. å. âìåñòî (14) èñêóññòâåííî íàâÿçûâàþòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêèå ñâîéñòâà 

 ( ) ( ) ( )( ),       ( ),       ( ),        0Q O O q O± ± ±= ε α = ε = ε ε → , (15) 

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ôîðìóëàì îáåçðàçìåðèâàíèÿ (13). Ïðè ýòîì íà òîðöåâîé 
ïîâåðõíîñòè (êðîìêå) ïëàñòèíû êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà sα , îáåçðàçìåðåí-

íûé àíàëîãè÷íî ( )±α  â (13), â [3] èìååò ïîðÿäîê (1)s Oα =  ïðè 0ε → , ò. å. òàêîé 

æå, êàê â (14), à íå â (15). Àñèìïòîòèêà (15) ïîòðåáîâàëàñü àâòîðàì â [3], ÷òîáû 
â êà÷åñòâå ðàçðåøàþùåãî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå 

 
1

( ) ( )
2 0 0 3 0 0 1 2

1

1( ) ,      ( , )
2

L T T Qdx q q T T x x+ −

−

 
− α = − + + = 

 
∫  (16) 

(ãäå ( ) ( ) (1),  0O±α = α ε ε = ε →/ ; 0T  – ïåðâîå ñëàãàåìîå â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàç-

ëîæåíèè ïî ε  òåìïåðàòóðû T ), ïî ñòðóêòóðå àíàëîãè÷íîå òåì, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ 
ïðè ñâåäåíèè òðåõìåðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ê äâóìåðíîé ìåòîäîì 
Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà. Ôàêòè÷åñêè â [3] àâòîðû ïîñòàâèëè ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó 
ïîëó÷åíèÿ â êà÷åñòâå ðàçðåøàþùèõ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé óðàâíåíèÿ òèïà (16) è ïîä ýòó öåëü íàâÿçàëè 
àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà (15), íå ïðèñóùèå ðåàëüíîé çàäà÷å. Ïîýòîìó-òî è 
âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü óòî÷íåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé çàäà÷è òåïëî-
ïðîâîäíîñòè àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí. ◊ 

Íàëè÷èå â óðàâíåíèè (6) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (9)–(11) ìàëîãî ïàðàìåòðà 
ε  ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê ðåøåíèþ çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè àñèìïòîòè÷åñêèå 
ìåòîäû. Äëÿ ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8)–(11) íóæíî èñïîëüçîâàòü ðàçíûå 
àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. Ïîñòðîèì íåêîòîðûå èç ýòèõ ðàçëîæåíèé. 

Åñëè íà îáåèõ ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ çàäàíû ëèøü òåïëîâûå ïîòîêè (9), òî 
â êà÷åñòâå âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò âûáðàòü 

 
∞

=
ε

ε ∑1 2 3 1 2 3
0

1( , , )  ( , , ) n
n

n

T x x x T x x x . (17) 

Ïîäñòàâèâ (17) â (6), (9) è óìíîæèâ íà ε , ïîëó÷èì óðàâíåíèå 
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 3
2 2 1 1 33 33

2 1 0

( ) ( ) ,n n n
n n n

n n n

L T L T T Q
∞ ∞ ∞

− −
= = =

ε + ε + λ ε = − ε∑ ∑ ∑  (18) 

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

 

3

2 ( )
3 31 1 1 32 1 2 33 3

1 0 1

sgn ( ) , , , .n n
n n n

n n x

x T T T Q
∞ ∞

±
− −

= = =±

 − λ + λ ε + λ ε = ε  
∑ ∑( )  (19) 

Ñîáèðàÿ â (18), (19) ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε , ïîëó÷èì öå-

ïî÷êó ðàâåíñòâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé nT : 

 33 0 33, 0Tλ = , (20) 

 33 0 3 3 33 0 3 3, 0,      1,               , 0,     1T x T x− λ = = λ = = − , (21) 

 33 1 33 0 0 3, ( , ) 0T L Tλ + = , (22) 

 3 33 1 3 31 0 1 32 0 2 3sgn ( ) , , , 0,             1x T T T x− λ +λ +λ = = ±( ) , (23) 

 33 2 33 0 1 3 2 0, ( , ) ( ) 0T L T L Tλ + + = , (24) 

 ( )
3 33 2 3 31 1 1 32 1 2 3sgn ( ) , , , ,          1x T T T Q x±− λ +λ +λ = = ±( ) , (25) 

 33 3 33 0 2 3 2 1, ( , ) ( )T L T L T Qλ + + = − , (26) 

 − λ +λ +λ = = ±3 33 3 3 31 2 1 32 2 2 3sgn ( ) , , , 0,        1x T T T x( ) , (27) 

 − −λ + + = = 33 33 0 1 3 2 2, ( , ) ( ) 0,               4,5,6,n n nT L T L T n , (28) 

 − −− λ +λ +λ = = ± = 3 33 3 31 1 1 32 1 2 3sgn ( ) , , , 0,   1,   4,5,n n nx T T T x n( ) . (29) 

Ïîñòðîèì ðåøåíèå ñèñòåìû (20)–(29). Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (20) èìå-
åò âèä 

 (1) (0)
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2( , , ) ( , ) ( , )T x x x T x x x T x x= + , (30) 

ãäå (1) (0)
0 0,T T  – ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Èç (30) è 

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (21) ñëåäóåò, ÷òî 

 (1) (0)
0 0 0 1 2 0 30,       ( , ),       , 0T T T x x T≡ = = . (31) 

Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (22) îòíîñèòåëüíî 1T  ñ ó÷åòîì (31) èìååò âèä 

 (1) (0)
1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2( , , ) ( , ) ( , )T x x x T x x x T x x= + , (32) 

ãäå (1) (0)
1 1,  T T  – ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Ïîäñòàâèâ 

(32) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (23), ñ ó÷åòîì (31) ïîëó÷èì 

 (1)
1 1 2 31 0 1 32 0 2 33( , ) , ,T x x T T= − λ +λ λ/( ) . (33) 

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ (1)
1T  â (32) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç 0T  ðàâåíñòâîì 

(33), à ôóíêöèè (0)
1 0,  T T  ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ â äàëüíåéøåì. 

Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (24) îòíîñèòåëüíî 2T  ñ ó÷åòîì (31), (32) èìååò 

âèä 
 2 1 2 3( , , )T x x x =  

 (1) 2 (1) (0)
2 0 0 1 3 2 1 2 3 2 1 2

33

1 ( ) ( , ) ( , )
2

L T L T x T x x x T x x= − + + +
λ

( )[ ] , (34) 

ãäå (1) (0)
2 2,T T  – ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ïîäñòàâèâ (34) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

(25), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ó÷åòîì (7), (32), (33) ïîëó÷èì 

 2 0 13 31 0 1 32 0 2 33 1
( ) , , ,L T T T− λ λ +λ λ −( )/[ ]  

 ( ) ( )
23 31 0 1 32 0 2 33 2

, , 2,T T Q Q+ −− λ λ +λ λ = + /( )/ ( )[ ] , (35) 

 (1) ( ) ( ) (0) (0)
2 1 2 33 31 1,1 32 1,2 33( , ) (2 )T x x Q Q T T+ −= − − λ − λ + λ λ( )/ ( )/ . (36) 
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Óðàâíåíèå (35) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ 0 1 2( , )T x x , çíàÿ êîòîðóþ, èç (33) ìî-

æåì îïðåäåëèòü (1)
1T , à ðàâåíñòâî (36) çàäàåò çàâèñèìîñòü (1)

2T  îò (0)
1T . Ôóíê-

öèè (0)
1T  â (32) è (0)

2T  â (34) ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ â äàëüíåéøåì. 

Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (26) îòíîñèòåëüíî 3T  ñ ó÷åòîì (32), (34) èìååò 

âèä 

 
3

3 1 2 3 1 2
33 1 1

1( , , ) ( , , )
x s

T x x x Q x x t dt ds
− −


= − − λ

∫ ∫  

 
3 2

(1) (1)3 3
0 2 0 0 1 2

33 33

1 ( )
6 2
x x

L L T L T T −
 − − + + λ λ 

( )[ ]  

 
3 2

(1) (0) (1) (0)3 3
2 1 1 3 1 2 3 3 1 2

33

1 ( , ) ( , )
6 2
x x

L T T T x x x T x x
 − + + + λ   

, (37) 

ãäå (1) (0)
3 3,  T T  – ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ïîäñòàâèâ (37) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

(27), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ó÷åòîì (7), (36) ïîëó÷èì 

 ( )(0) (0) (0) (0) (0)13 23
2 1 31 1,1 32 1,2 31 1,1 32 1,2

1 233 33
, ,L T T T T T

λ λ  − λ + λ − λ + λ =  λ λ   
( ) ( )  

 
1

( ) ( ) ( ) ( )13 23
3

1 233 331

1 1 1
, ,2 2 2

Qdx Q Q Q Q+ − + −

−

λ λ   = − + − + −   λ λ   ∫ ( ) ( ) ,  (38) 

 
1

(1) (1) (1)
3 1 2 3 0 2 0 0 1 2 1

33 331

1 1( , ) ( )
2

T x x Qdx L L T L T L T
−

  = − + + +  λ λ 
∫ ( ) ( )[ ]  

 ( )(1) (1)
31 2 0 0 1 32 2 0 0 1

2133 33

1 1( ) ,,L T L T L T L T
   + λ + +λ + −   λ λ    

( ) ( )[ ] [  

 (0) (0)
31 2,1 32 2,2

33

1 T T− λ + λ
λ

( ) . (39) 

Óðàâíåíèå (38) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ (0)
1T , çíàÿ êîòîðóþ, èç (36) ìîæåì 

îïðåäåëèòü (1)
2T , à ðàâåíñòâî (39) çàäàåò äèôôåðåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü (1)

3T  

îò (0)
2T . Ôóíêöèè (0)

2T  â (34) è (0)
3T  â (37) ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ â äàëüíåéøåì. 

Ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâà (33), (36), (39), çàïèøåì 

 (1) (1) (0) (0)
1 2 1 2 31 1 1 32 1 2 33( , ) ( , ) , , ,    1,2,3,n n n nT x x x x T T n− −= θ − λ + λ λ = ( )/ , (40) 

ãäå (1)
nθ  – èçâåñòíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì 

 (1) (1) ( ) ( ) (1)
1 2 33 3 3 1 2 330,    (2 ),     ( , )/(2 )Q Q F x x+ −θ ≡ θ ≡ − − λ θ ≡ λ( )/ , (41) 

3F  îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì, çàêëþ÷åííûì â (39) â ôèãóðíûå ñêîáêè, è ÿâëÿ-

åòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé. 
Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (30), (32), (34), (37), ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè 

1 2,  n nT T− −  â óðàâíåíèè (28) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

 (1) (0)
1 1 1 3 1n n n nT T T x T∗

− − − −= + + , 

 (1) (0)
2 2 2 3 2 ,        4,5,6,n n n nT T T x T n∗

− − − −= + + =  , (42) 

ãäå ïðè 4n =  (ñì. (34), (37)) ïîëó÷èì 

 (1) 2
2 2 1 2 3 2 0 0 1 3

33

1( , , ) ( )
2nT T x x x L T L T x∗ ∗

− = ≡ − +
λ

( )[ ] , 

à ôóíêöèÿ 1 3 1 2 3( , , )nT T x x x∗ ∗
− =  îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì, çàêëþ÷åííûì â (37) 

â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 4n =  ôóíêöèè 2 2nT T∗ ∗
− = , 1 3nT T∗ ∗

− =  – 
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èçâåñòíûå ôóíêöèè, à â (42) íåèçâåñòíû ôóíêöèè (0) (0)
2 2nT T− = , (0) (0)

1 3nT T− =  è 
(1) (1)

1 3nT T− =  (ôóíêöèÿ (1) (1)
2 2nT T− =  èçâåñòíà èç (36), (38)), ïðè÷åì (1)

1nT −  ñâÿçàíà ñ 
(0)

2nT −  äèôôåðåíöèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (39) èëè (40), ãäå (1)
1n−θ  – èçâåñòíàÿ 

ôóíêöèÿ. 
Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì 4n =  ïðåäïîëîæèì, ÷òî è ïðè = 5,6,n  ñïðà-

âåäëèâû ðàâåíñòâà (42), â êîòîðûõ 2nT∗
− , 1nT∗

− , (1)
2nT −  – èçâåñòíûå ôóíêöèè, 

ôóíêöèÿ (1)
1nT −  ñâÿçàíà ñ (0)

2nT −  ñîîòíîøåíèåì (40), â êîòîðîì (1)
1 1 2( , )n x x−θ  – èç-

âåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à (0)
1nT − , (0)

2nT −  ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ â äàëüíåéøåì. (Ïðè 

4n =  ýòè äîïóùåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ.) 
Ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (28) îòíîñèòåëüíî 

nT  èìååò âèä 

 ∗ −
−

− −

 
= − + + λ  

∫ ∫
3 (1)

32
1 2 3 2 2 1 2 3

33 1 1

1( , , ) ( , , )
6

x s
n

n n

T
T x x x L T x x t dt ds x  

 ∗− −
−

−

  
+ + +   

   
∫
3(0) (1)

2 22 1
3 0 1 1 2 3

1

( , , )
2 2

x
n n

n

T T
x L T x x s ds x  

 + + = (1) (0)
1 2 3 1 2( , ) ( , ),     4,5,n nT x x x T x x n , (43) 

ãäå (1) (0)
1 2,  n nT T− −  ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (40). Èç ñðàâíåíèÿ (42) è (43) ñëåäóåò, ÷òî 

33n nT T∗ ∗∗≡ − λ/ , ãäå nT∗∗  – ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì, çàêëþ÷åííûì â 

(43) â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. 
Ïîäñòàâèâ (43) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (29), ñ ó÷åòîì (7), (40), (42) ïîñëå íåêî-

òîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 

 (0) (0) (0) (0)13 23
2 2 31 2 1 32 2 2 31 2 1133 33

, , ,,n n n nL T T T T− − − −
λ λ  − λ +λ − λ +  λ λ  

( ) ( ) (  

 (0) (1) (1)
32 2 2 13 1 1 23 1 2 0 1

2

1, , , (1), 2n n n nT L T∗
− − − −

+ λ = − λ θ − λ θ − − 
) ( ) ( ) (  

 ( ) ( )
1

1 2 2 3 13 1 1 1
1

( 1) 1 1 ,n n n nT L T dx T T
−

∗ ∗ ∗ ∗
− − − −

−

 − − + − λ − − − 
 ∫) ( )  

 ( ) ( )∗ ∗
− −


− λ − − =


23 1 1 21 1 , ,     4,5,n nT T n( ) , (44) 

 (1) (0) (0) (1)
13 1 1 23 1 2 2 2

33 33

1 1, ,
2n n n nT T T L T− − −


= − λ +λ + +λ λ 

( )[ ]  

 
1

0 1 1 2 2 3 13 1
1

(1) ( 1) (1)n n n nL T T L T dx T
−

∗ ∗ ∗ ∗
− − − −

−

 + + − + − λ + 
 ∫( ) (  

 ∗ ∗ ∗
− − −


+ − − λ + − =


1 1 23 1 1 2( 1) , (1) ( 1) , ,    4,5,n n nT T T n) ( ) , (45) 

ãäå 
3

1 1 1
( 1)n n x

T T∗ ∗
− − =±

± ≡ . Ñðàâíèâàÿ (40) è (45), ïîëó÷àåì, ÷òî 

 θ ≡ =
λ

(1)
1 2 1 2

33

1( , ) ( , ),             4,5,
2n nx x F x x n , 

ãäå nF  – èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì, çàêëþ÷åííûì â (45) â 

ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. 
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Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé î ôóíêöèÿõ (1)
2 1 2,  ,  n n nT T T∗ ∗

− − −  ôóíêöèþ 
(1)
nθ  â (40) ïðè = 4,5,n  ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíîé. Ïî ýòèì æå ñîîáðàæåíèÿì 

ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (44), îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ (0)
2nT −  ïðè = 4,5,n , 

òàêæå èçâåñòíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè = 4,5,n  èç (44) ìîæíî îïðåäåëèòü 

ôóíêöèþ (0)
2nT − , à èç (40) – ôóíêöèþ (1)

1nT − . Ïîñëå ýòîãî ôóíêöèÿ nT∗  (èëè, ÷òî òî 
æå ñàìîå, ïåðâîå ñëàãàåìîå â (43)) áóäåò èçâåñòíà, à çíà÷èò, ïî ñõåìå (40)–(45) 

ìîæíî ïîëó÷èòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè (0)
2nT − , (1)

1nT −  ïðè ñëåäóþùåì çíà÷åíèè n  

è ò. ä. (Ïðè 4n = , êàê ïîêàçàíî âûøå, ñäåëàííûå äîïóùåíèÿ ñïðàâåäëèâû, 
ïîýòîìó ïî ñõåìå (40)–(45) ìîæíî îïðåäåëèòü âñå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè 
(17) ïðè = 4,5,n .) 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ nT  â àñèìï-

òîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè (17) ïðè êàæäîì 0,1,2,n =   íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðî-
âàòü óðàâíåíèÿ (35), (38), (44), êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ëèøü èçâåñòíûìè ïðàâûìè 
÷àñòÿìè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ (35), (38), (44) èìååò âèä 

 2 2 2
22 33 23 2 12 33 13 23 2 11 33 132( ) 0x x′ ′λ λ − λ − λ λ − λ λ + λ λ − λ =( ) ( ) , 

ãäå 2 1 2 1( )x x dx dx′ = /  – ïðîèçâîäíàÿ, çàäàþùàÿ íàïðàâëåíèå õàðàêòåðèñòèêè. 

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ 
 334 det ( ),          , 1,2,3ijD i j= − λ λ = , 

ãäå det ( )ijλ  – îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñî-

ãëàñíî ïîñòóëàòó Îíçàãåðà [2], 33 0,  det ( ) 0ijλ > λ > , ïîýòîìó 0D < . Ñëåäîâà-

òåëüíî, óðàâíåíèÿ (35), (38), (44) ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè âòîðî-
ãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùèìè îò ïåðåìåííûõ 1 2,  x x . 

Îáñóäèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëó÷åííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ 
(17). Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (17) è ðàâåíñòâà (31), (32), (34), ìîæåì óòâåðæäàòü, 

÷òî ñ òî÷íîñòüþ 2( )O ε  òåìïåðàòóðà â ïëàñòèíå ïðè çàäàíèè òåïëîâûõ ïîòîêîâ 
íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ çà ïðåäåëàìè ïîãðàíñëîÿ, âîçíèêàþùåãî â îêðåñòíîñ-
òè êðîìîê, ðàñïðåäåëåíà ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó ïî òîëùèíå êîíñòðóêöèè: 

 (1) (0)
1 2 3 0 1 2 1 3 1 2 0( , , ) ( , ) ( )T x x x T x x T x T L Tε + + + − + / ( ) { [  

 (1) 2 (1) (0) 2
0 1 3 33 2 3 2(2 ) ( )L T x T x T O+ λ + + ε + ε( ) }] / . (46) 

Èç ðàçëîæåíèé (17) èëè (46) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ( ) 0Q ± ≠  èìååì 

 1 2 3( , , ) (1 ),          0T x x x O= ε ε →/ , (47) 

ò. å. ñ óìåíüøåíèåì ε  òåìïåðàòóðà T  íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïî ìîäóëþ. 
Ýòîò ôàêò èìååò ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå. Èìåííî, óìåíüøåíèþ ε  ñîîòâåò-
ñòâóåò óìåíüøåíèå òîëùèíû ïëàñòèíû ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïðî÷èõ âõîäíûõ 
äàííûõ çàäà÷è (ðàçìåðàõ ïëàñòèíû â ïëàíå, ïëîòíîñòè ìîùíîñòè âíóòðåííèõ 
èñòî÷íèêîâ òåïëà, òåïëîâûõ ïîòîêàõ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ). Òàê êàê 
õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïëàñòèíû a  è òåïëîâûå ïîòîêè íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ 

( )Q ±  ôèêñèðîâàíû, òî ôèêñèðîâàí áåçðàçìåðíûé ïðèòîê (îòòîê) òåïëà ÷åðåç 
ýòè ïîâåðõíîñòè 

 ( ) ( )
1 2

S

Q Q Q dx dx+ −
∗ = − +∫∫( ) , (48) 

ãäå S  – îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ïëàñòèíîé â ïëàíå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ 

1 2,x x . Ïðè óìåíüøåíèè æå òîëùèíû ïëàñòèíû (óìåíüøåíèè ε ) óìåíüøàþòñÿ 

îáúåì êîíñòðóêöèè è ïëîùàäè òîðöåâûõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèíû (íà êðîìêàõ). 
Ïîýòîìó, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ôèêñèðîâàííûé îòòîê (ïðèòîê) òåïëà ÷åðåç ýòó ïî-
âåðõíîñòü, ðàâíûé çíà÷åíèþ (48), ïðè óìåíüøåíèè ε  äîëæíû âîçðàñòàòü ïî 
ìîäóëþ êîìïîíåíòû òåïëîâîãî ïîòîêà â ïëàñòèíå, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè êîí-
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ñòðóêöèè, à, çíà÷èò, ïî çàêîíó Ôóðüå íåîãðàíè÷åííî äîëæåí âîçðàñòàòü ìîäóëü 
ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Ñëåäñòâèåì ýòîãî áóäåò íåîãðàíè÷åííîå âîçðàñòàíèå ïî 
ìîäóëþ òåìïåðàòóðû ïðè 0ε → . Ýòîò ôàêò è îòðàæàåò ñîîòíîøåíèå (47). 

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå â [3] âíåøíåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå òåì-
ïåðàòóðû â âèäå 

 
∞

=
ε∑1 2 3 1 2 3

0

( , , )  ( , , ) n
n

n

T x x x T x x x , (49) 

îòëè÷íîì îò (17), íå ïîçâîëÿåò îòñëåäèòü ýòîãî ÿâëåíèÿ, õîòÿ àâòîðû â [3] ïðå-
òåíäóþò íà ïîñòðîåíèå êîððåêòíîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è òåïëîïðîâîä-
íîñòè ïðè ñàìûõ îáùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (11), (12), çàäàííûõ íà ëèöåâûõ 
ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî [3] ôóíêöèÿ 0 1 2( , )T x x  â ðàçëîæå-

íèè (49) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ðàçðåøàþùåìó óðàâíåíèþ (16), äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð êîòîðîãî íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ «ïîïåðå÷íîé» òåïëî-
ïðîâîäíîñòè 31 32 33,  ,  λ λ λ  (ñì. (7)), à ïðàâàÿ ÷àñòü â (16) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî 

âêëàäû â òåìïåðàòóðó îò âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà Q  è òåïëîâûõ ïîòîêîâ, 

âõîäÿùèõ â ( )q ±  (ñì. (12)) è çàäàííûõ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû, èìå-

þò îäèí ïîðÿäîê ïî ε , òàê êàê è Q , è ( )q ±  îïðåäåëÿþò 0T  è âñå ïîñëåäóþùèå 

ôóíêöèè nT  â ðàçëîæåíèè (49). 

Äèôôåðåíöèàëüíûé æå îïåðàòîð, îïðåäåëÿþùèé ëåâûå ÷àñòè ðàçðåøàþ-
ùèõ óðàâíåíèé (35), (38), (44), ïîëó÷åííûõ â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè, íàïðî-
òèâ, çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ 31 32 33,  ,  λ λ λ . Êðîìå òîãî, èç (17), (35), (38), (46) 

ñëåäóåò, ÷òî âêëàä â òåìïåðàòóðó îò òåïëîâûõ ïîòîêîâ ( )Q ± , çàäàííûõ íà ëèöå-
âûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû, íà ïîðÿäîê ïî ε  áîëüøå âêëàäà îò âíóòðåííèõ èñ-

òî÷íèêîâ òåïëà Q , òàê êàê ( )Q ±  îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ 0T  è ïîñëåäóþùèå nT , 

= 1,2,n  (ñì. (35)), à Q  çàäàåò ôóíêöèþ (0)
1T  è ïîñëåäóþùèå = ,  2,3,nT n  

(ñì. (38)). Ýòîò ôàêò òàêæå èìååò ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå. Ïðè óìåíüøåíèè ε  
óìåíüøàåòñÿ îáúåì ïëàñòèíû, à çíà÷èò, â ñèëó (14) óìåíüøàåòñÿ êîëè÷åñòâî 
òåïëà VQ , ïðîèçâîäèìîãî â åäèíèöó âðåìåíè âî âñåé ïëàñòèíå âíóòðåííèìè 

èñòî÷íèêàìè òåïëà Q , ïðè÷åì 0VQ →  ïðè 0ε → , òàê êàê ñòðåìèòñÿ ê íóëþ 

îáúåì ïëàñòèíû. Êîëè÷åñòâî æå òåïëà Q∗ , ïðèâíîñèìîãî â êîíñòðóêöèþ â åäè-

íèöó âðåìåíè çà ñ÷åò òåïëîâûõ ïîòîêîâ ( )Q ± , ôèêñèðîâàíî è íå çàâèñèò îò ε  

(ñì. (48)). Ïîýòîìó òåïëîâûå ïîòîêè ( )Q ± , çàäàííûå íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ, 
îêàçûâàþò áîëüøåå âëèÿíèå íà òåìïåðàòóðó, ÷åì âíóòðåííèå èñòî÷íèêè òåïëà. 
(Àñèìïòîòèêà, ïîñòðîåííàÿ â [3], íå îòñëåæèâàåò ýòîãî ÿâëåíèÿ.) 

Åñëè ëèöåâûå ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû òåðìîèçîëèðîâàíû ( ( ) 0Q ± = ) è â 
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàäàííûõ íà êðîìêàõ ïëàñ-
òèíû, îòñóòñòâóþò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà (1 )O ε/ , òî èç (33), (35) ïîëó÷èì 

 (1)
0 1 2 1 1 2( , ) 0,            ( , ) 0T x x T x x≡ ≡ , (50) 

íî ïðè íàëè÷èè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà ( 0Q ≠ ) èç (36), (38) ñëåäóåò 

 (0) (1)
1 1 2 2 1 2( , ) 0,           ( , ) 0T x x T x x≠ ≠ . (51) 

Èç ñîîòíîøåíèé (46), (50), (51) âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñ 

òî÷íîñòüþ 2( )O ε  ìîæíî çàäàòü òåìïåðàòóðó ëèíåéíî ðàñïðåäåëåííîé, íî íå 

ïîñòîÿííîé, ïî òîëùèíå ïëàñòèíû; ñ òî÷íîñòüþ æå ( )O ε  ìîæíî ñ÷èòàòü òåì-
ïåðàòóðó ïîñòîÿííîé ïî òîëùèíå ïëàñòèíû çà ïðåäåëàìè ïîãðàíñëîÿ. 

Åñëè â êàæäîé òî÷êå ïëàñòèíû îäíà èç ãëàâíûõ îñåé àíèçîòðîïèè îðòîãî-
íàëüíà ñðåäèííîé ïëîñêîñòè, òî 31 32 0λ = λ = . (Òàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò, 

íàïðèìåð, ïëàñòèíû, àðìèðîâàííûå â ïëîñêîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ñðåäèííîé 
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ïëîñêîñòè êîíñòðóêöèè.) Â ýòîì ñëó÷àå ïðè òåðìîèçîëÿöèè ëèöåâûõ ïîâåðõíîñ-

òåé ( ( ) 0Q ± = ) è íàëè÷èè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà ( 0Q ≠ ) èç (33), (36) ïî-
ëó÷àåì 

 (1) (1)
1 1 2 2 1 2( , ) 0,           ( , ) 0T x x T x x≡ ≡  (52) 

íåçàâèñèìî îò òîãî, èìåþòñÿ èëè íåò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà (1 )O ε/  â àñèìïòîòè-

÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êðîìêàõ ïëàñòèíû (íåçàâèñèìî îò 

0 0T ≡  èëè 0 0T ≠ ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 31 32 0λ = λ =  è ( ) 0Q ± =  èç (46) âûòåêà-

åò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ 2( )O ε  òåìïåðàòóðó ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé ïî òîëùèíå 

ïëàñòèíû çà ïðåäåëàìè ïîãðàíñëîÿ, òàê êàê 2 0( ) 0L T =  (ñì. (35)). Åñëè âíóòðåí-

íèå èñòî÷íèêè òåïëà ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî ïî òîëùèíå ïëàñòèíû ( 0Q ≠ , 

3, 0Q = ), òî èç (37) ñ ó÷åòîì (38), (39) ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ 3T  íå çàâèñèò îò 

3x , ïîýòîìó ïðè 3, 0Q =  çà ïðåäåëàìè ïîãðàíñëîÿ ñ òî÷íîñòüþ 3( )O ε  òåìïåðà-

òóðó â òàêîé ïëàñòèíå ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé ïî òîëùèíå. Åñëè æå ëèöå-

âûå ïîâåðõíîñòè íå òåðìîèçîëèðîâàíû ( ( ) 0Q ± ≠ ), òî ïðè = λ = λ =3 31 32, 0,  0Q  

äëÿ 3T  èìååò ìåñòî êâàäðàòè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïî 3x , ïîýòîìó èç (17) ñëåäó-

åò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ 3( )O ε  ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû çà ïðåäåëàìè ïîãðàí-
ñëîÿ ïî òîëùèíå ïëàñòèíû ìîæíî çàäàâàòü ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó. Åñëè æå 
îòñóòñòâóþò âíóòðåííèå èñòî÷íèêè òåïëà ( 0Q ≡ ) è ëèöåâûå ïîâåðõíîñòè òåð-

ìîèçîëèðîâàíû ( ( ) 0Q ± = ), òî ñ ó÷åòîì (52) è (0)
2 0 2 1( ) 0L T L T= =( )  (ñì. (35), (38)) 

èç (39)–(45) ïîëó÷èì, ÷òî (0)
1 2 3 1 2( , , ) ( , )n nT x x x T x x= , ò. å. çà ïðåäåëàìè ïîãðàí-

ñëîÿ òåìïåðàòóðà â ïëàñòèíå ïîñòîÿííà ïî òîëùèíå è îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâ-
íåíèÿ 2 3( ) 0,  , 0L T T= =  (ñì. (7)). 

Â îáùåì æå ñëó÷àå, êîãäà 31 320,  0λ ≠ λ ≠ , ïðè òåðìîèçîëÿöèè ëèöåâûõ ïî-

âåðõíîñòåé ( ( ) 0Q ± ≡ ) è îòñóòñòâèè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà ( 0Q ≡ ) òåìïå-

ðàòóðó â ïëàñòèíå çà ïðåäåëàìè ïîãðàíñëîÿ íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé ïî òîë-
ùèíå (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü ñëó÷àé ïîñòîÿíñòâà òåìïåðàòóðû íà êðîì-
êàõ ïëàñòèíû, òàê êàê ïðè ýòîì 1 2 3( , , ) constT x x x = ). Òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé ïðè 

ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü òåìïåðàòóðó ïîñòîÿííîé ïî òîëùèíå, çàâèñèò îò îñîáåí-
íîñòåé àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êðîìêàõ ïëàñòèíû. 
Òàê, åñëè â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ îòñóòñòâóþò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà (1 )O ε/  (èìåþò 

ìåñòî ðàâåíñòâà (50)), íî ïðèñóòñòâóþò íåïîñòîÿííûå ïî êîíòóðó ñëàãàåìûå ïî-

ðÿäêà (1)O , òî èç (38) ñëåäóåò (0)
1 constT ≠  (õîòÿ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (38) 

ðàâíà íóëþ), à èç (36) èìååì (1)
2 0T ≠ , ò. å. òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà ïî òîëùèíå 

ïëàñòèíû ïî-ïðåæíåìó ñ òî÷íîñòüþ ( )O ε  (ñì. (46)), ëèíåéíà ñ òî÷íîñòüþ 2( )O ε  

è èìååò êâàäðàòè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ òî÷íîñòüþ 3( )O ε  (ñì. (17), (37)). 
Åñëè íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû òåïëîîáìåí îñóùåñòâëÿåòñÿ çà 

ñ÷åò êîíâåêöèè (âîçìîæíî, ñ îäíîâðåìåííûì ïðèòîêîì (îòòîêîì) òåïëà çà ñ÷åò 
òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ), ò. å. èìåþò ìåñòî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (11), (12), ãäå äî-

ïóñêàåòñÿ ( ) 0+α =  èëè ( ) 0−α =  (íî íå îäíîâðåìåííîå ðàâåíñòâî ( ) ( ) 0+ −α = α = , 
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (9)), òî â 
êà÷åñòâå âíåøíåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ òåìïåðàòóðû âûáåðåì (49). 

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðàçëîæåíèÿ (49) â (6), (11) ïîëó÷èì óðàâíåíèå 

 2
2 2 1 1 33 33 1 2 3

2 1 0

( ) ( ) , ( , , )n n n
n n n

n n n

L T L T T Q x x x
∞ ∞ ∞

− −
= = =

ε + ε + λ ε = − ε∑ ∑ ∑  (53) 

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 
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∞ ∞

− −
= =

 − λ +λ ε + λ ε −  
∑ ∑3 31 1 1 32 1 2 33 3

1 0

sgn ( ) , , ,n n
n n n

n n

x T T T[ ]  

 ( ) ( )
1 1 2 3

1

( , ),        1n
n

n

T q x x x
∞

± ±
−

=
− α ε = ε = ±∑ . (54) 

Ñîáèðàÿ â (53), (54) ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε , ïîëó÷èì öå-

ïî÷êó ðàâåíñòâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé nT : 

 33 0 33 33 0 3 3, 0,      , 0,       1T T xλ = − λ = = , 

 33 0 3 3, 0,       1T xλ = = − , (55) 

 33 1 33 1 0 33 1 33 0 0 3, ( ) , ( , ) 0T L T T L Tλ + = λ + = , (56) 

 ± ±− λ +λ +λ − α = = ±( ) ( )
3 33 1 3 31 0 1 32 0 2 0 3sgn ( ) , , , ,     1x T T T T q x( ) , (57) 

 33 2 33 0 1 3 2 0 1 2 3, ( , ) ( ) ( , , )T L T L T Q x x xλ + + = − , (58) 

 ±− λ +λ +λ − α = = ±( )
3 33 2 3 31 1 1 32 1 2 1 3sgn ( ) , , , 0,         1x T T T T x( ) , (59) 

 − −λ + + = = 33 33 0 1 3 2 2, ( , ) ( ) 0,         3,4,n n nT L T L T n , (60) 

 ±
− − −− λ +λ +λ − α = = ±( )

3 33 3 31 1 1 32 1 2 1 3sgn ( ) , , , 0,    1n n n nx T T T T x( ) , 

 = 3,4,n . (61) 
Ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (55) ñîâïàäàåò ñ (20), (21) è åå ðåøåíèå èìååò âèä (31), 

ãäå ôóíêöèÿ 0 1 2( , )T x x  ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ â äàëüíåéøåì. Óðàâíåíèå (56) 

ñîâïàäàåò ñ (22) è åãî îáùèé èíòåãðàë èìååò âèä (32), ïîñëå ïîäñòàíîâêè 
êîòîðîãî â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (57) ñ ó÷åòîì (12), (31) ïîëó÷èì 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0 1 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( , )

T Tq q Q Q
T x x

+ + − −+ − + −
∞ ∞

+ − + − + −

α + α+ += − = − +
α + α α + α α + α

, (62) 

 
( ) ( ) ( ) ( )

(1)
1 1 2 31 0 1 32 0 2( ) ( )

33

1( , ) , ,
q q

T x x T T
− + + −

+ −
α − α = − + λ +λ λ  α + α

, (63) 

ò. å. (1)
0 1,  T T  – èçâåñòíûå ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ æå (0)

1T  â (32) ïîäëåæèò îïðåäå-

ëåíèþ â äàëüíåéøåì. 
Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (58) îòíîñèòåëüíî 2T  ñ ó÷åòîì (7), (32) èìååò 

âèä 

 
3

(1) 2
2 1 2 3 1 2 2 0 0 1 3

33 331 1

1 1( , , ) ( , , ) ( )
2

x s

T x x x Q x x t dt ds L T L T x
− −

= − − + +
λ λ∫ ∫ ( )[ ]  

 (1) (0)
2 1 2 3 2 1 2( , ) ( , )T x x x T x x+ + , (64) 

ãäå (1) (0)
2 2,T T  – ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ïîäñòàâèâ (64) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

(59), ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 

 
( ) ( )

(0) 2 2
1 1 2 ( ) ( )

( , )
q q

T x x
+ −

+ −

+
= −

α + α
, 

 
( ) ( ) ( ) ( )

(1) (0) (0)2 2
2 1 2 31 1 1 32 1 2( ) ( )

33

1( , ) , ,
q q

T x x T T
− + + −

+ −

α − α = − + λ +λ λ  α + α
, (65) 

ãäå 

 
1

( ) (1) (1) (1) ( ) (1)
2 1 2 3 31 1 1 32 1 2 2 0 0 1 1

1

( , ) , , ( )q x x Qdx T T L T L T T+ +

−

≡ − + λ +λ − − + α∫ ( ) , 

 ( ) (1) (1) (1) ( ) (1)
2 1 2 31 1 1 32 1 2 2 0 0 1 1( , ) , , ( )q x x T T L T L T T− −≡ λ +λ − − − α( ) , (66) 

ò. å. â ñèëó (62), (63) ( )
2q ± , à çíà÷èò, è (0) (1)

1 2,  T T  – èçâåñòíûå ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ 

æå (0)
2T  â (64) ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ â äàëüíåéøåì. 
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Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (60) îòíîñèòåëüíî nT  ñ ó÷åòîì (7) èìååò âèä 

 
3

1 2 3 2 2 1 2
33 1 1

1( , , ) ( , , )
x s

n nT x x x L T x x t dt ds−
− −

 
= − − λ  

∫ ∫  

 −
− −

 
− + + λ  

∫ ∫
3

(1) (0)
0 1 3 1 2 1 2 3 1 2

33 1 1

1 , ( , , ) ( , ) ( , )
x s

n n nL T x x t dt ds T x x x T x x , 

 = 3,4,5,n . (67) 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè 2nT − , 1 3,nT −  óæå èçâåñòíû (ïðè 3n =  ýòî 

äåéñòâèòåëüíî òàê: 2 1nT T− =  îïðåäåëåíà â (32) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (63), (65), à 

1 3 2 3, ,nT T− =  îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî 3x  ñîîòíîøåíèÿ (64) ñ 

ó÷åòîì (65)). Òîãäà â (67) íåèçâåñòíû ëèøü (1) (0),  n nT T , à òàêæå íå îïðåäåëåíà 

ôóíêöèÿ (0)
1 1 2( , )nT x x− , íå âõîäÿùàÿ â (67).  

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïðåäñòàâèì ôóíêöèè mT  â âèäå 

 (0)
1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) ( , , ) ( , ),      0,1,2,m m mT x x x T x x x T x x m∗∗= + =  , (68) 

ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 3 ,3,m mT T∗∗=  è (ñì. (31), (32)) 

 (1)
0 1 1 2 3 1 1 20,          ( , , ) ( , )T T x x x T x x∗∗ ∗∗≡ = , 

2T∗∗  îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà (64), åñëè â íåé îòáðîñèòü ïîñëåä-

íåå ñëàãàåìîå (0)
2T . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 0,1,2m =  ôóíêöèè mT∗∗  óæå èçâåñòíû. 

Ïîäñòàâèâ (67) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (61), ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 
ïîëó÷èì 

 
( ) ( )

(0)
1 1 2 ( ) ( )
( , ) n n

n

q q
T x x

+ −

− + −

+
= −

α + α
, 

 
( ) ( ) ( ) ( )

(1) (0) (0)
1 2 31 1 1 32 1 2( ) ( )

33

1( , ) , ,n n
n n n

q q
T x x T T

− + + −

− −+ −

α − α = − + λ +λ λ  α + α
, 

 = 3,4,n , (69) 

ãäå 

 
1

( )
31 1 1 32 1 2 2 2 3

1

, (1) , (1)n n n nq T T L T dx+ ∗∗ ∗∗
− − −

−

 ≡ λ + λ − − 
 ∫  

 ( )
0 1 1 1(1) ( 1) (1)n n nL T T T∗∗ ∗∗ + ∗∗

− − −− − − + α( ) , 

 ( ) ( )
31 1 1 32 1 2 1, ( 1) , ( 1) ( 1),      3,4,5,n n n nq T T T n− ∗∗ ∗∗ − ∗∗

− − −≡ λ − + λ − + α − =  , (70) 

 
3 3

1 1 1 11 1
( 1) ,         , ( 1) , ,      1,2n n n i n ix x

T T T T i∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
− − − −=± =±

± ≡ ± ≡ = , 

ïðè÷åì â ñèëó (67)  

 (1)
1 1( 1)n nT T∗∗

− −− = − . 

Èç ñðàâíåíèÿ (67), (68) ïîëó÷àåì, ÷òî nT∗∗  îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ 

ðàâåíñòâà (67), åñëè â íåé îòáðîñèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå (0)
nT , è â ñèëó (69), 

(70) ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñõåìå (67)–(70) ìîæíî 
ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèòü âñå ôóíêöèè ,  3,4,5,nT n =  , â ðàçëîæåíèè (49). 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàíèè íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû êîíâåê-
òèâíîãî òåïëîîáìåíà (11), (12) âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â ðàçëîæåíèè (49) 
îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (31), (32), (64), (67), â êîòîðûõ ïðîèçâîëüíûå 
ôóíêöèè çàäàþòñÿ êîíå÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (62), (63), (65), (69) è íåò íåîá-
õîäèìîñòè îïðåäåëÿòü èõ èç äâóìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà (35), 
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(38), (44), êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå çàäàíèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ òåïëîâûõ 
ïîòîêîâ (9). (Â [3] æå ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (11), (12) óêàçàííûå ïðîèçâîëû 
îïðåäåëÿþòñÿ èç ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íûõ (16).) 

Èç (49), (62), (65), (66) ñëåäóåò, ÷òî êàê â ñëó÷àå çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé (9), òàê è ïðè çàäàíèè (11), (12) òåïëîâûå ïîòîêè ( )Q ±  (çà ñ÷åò òåïëîâîãî 
èçëó÷åíèÿ) è êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû 
îêàçûâàþò íà òåìïåðàòóðó íà ïîðÿäîê ïî ε  áîëüøåå âëèÿíèå, ÷åì âíóòðåííèå 

èñòî÷íèêè òåïëà, òàê êàê ïîòîêè ( )Q ±  è êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí îïðåäåëÿþò 

ôóíêöèþ 0T  (ñì. (62)) è âñå ïîñëåäóþùèå nT , 1,2,n =  , à ïëîòíîñòü ìîùíîñòè 

âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà Q  îïðåäåëÿåò (0)
1T  (ñì. (65), (66)) è âñå ïîñëåäó-

þùèå ôóíêöèè ,  2,3,nT n =  . Ýòîò ôàêò èìååò òî æå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå, 

÷òî è â ñëó÷àå çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (9). (Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîñòðîåí-
íàÿ â [3] àñèìïòîòèêà íå îòñëåæèâàåò ýòîãî ôàêòà ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ 
(11), (12), ÷òî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (16).) 

Èç ñîîòíîøåíèé (49), (31), (32), (62), (63), (65) âûòåêàåò, ÷òî ïðè çàäàíèè 
êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ òåìïåðàòóðó çà ïðåäåëà-

ìè ïîãðàíñëîÿ ñ òî÷íîñòüþ 2( )O ε  ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíî ðàñïðåäåëåííîé ïî 
òîëùèíå ïëàñòèíû, à ïðè ó÷åòå (64) è ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïî òîëùèíå 

ïëîòíîñòè ìîùíîñòè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà ( 3, 0Q = ) ñ òî÷íîñòüþ 3( )O ε  

òåìïåðàòóðó çà ïðåäåëàìè ïîãðàíñëîÿ ìîæíî çàäàâàòü ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêî-
íó ïî òîëùèíå êîíñòðóêöèè. 

Ïîïûòêà ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ïëàñòèíû ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (11), (12) â âèäå (17) ïðèâîäèò ê 
ðàâåíñòâó 0 0T ≡ , ò. å. â ðàçëîæåíèè (17) îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå ïîðÿäêà (1 )O ε/ . 

Ñëåäîâàòåëüíî, â êîíå÷íîì èòîãå ïðèõîäèì ê ðàçëîæåíèþ òèïà (49). Îòñóòñòâèå 
â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè òåìïåðàòóðû ñëàãàåìîãî ïîðÿäêà (1 )O ε/  ïðè 

çàäàíèè êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ èìååò ôèçè÷åñ-
êîå îáúÿñíåíèå. Ïðè óìåíüøåíèè ε  óìåíüøàþòñÿ òîëùèíà è ïëîùàäü òîðöå-
âîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû íà êðîìêàõ, à òàêæå îáúåì êîíñòðóêöèè, ïîýòîìó 
ïðè 0ε →  óìåíüøàþòñÿ ïî ìîäóëþ ïðèòîê (îòòîê) òåïëà ÷åðåç êðîìêè è ïðî-
èçâîäñòâî òåïëà çà ñ÷åò âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ (ñòîêîâ). Îäíàêî ïðè íåêîòîðîé 
êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå óñòàíàâëèâàåòñÿ òåïëîâîé áàëàíñ ìåæäó ïðèòîêîì (îò-

òîêîì) òåïëà ÷åðåç ëèöåâûå ïîâåðõíîñòè çà ñ÷åò òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ ( )Q ±  è 

êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà ( ( ) 0±α ≠ ). Òàêîé áàëàíñ áûë áû íåâîçìîæåí, åñëè 
áû â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè òåìïåðàòóðû ïðèñóòñòâîâàëî ñëàãàåìîå ïî-
ðÿäêà (1 )O ε/ , òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èëè áû T → ∞  ïðè 0ε →  è îòòîê 

(ïðèòîê) òåïëà çà ñ÷åò êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà áûë áû íåîãðàíè÷åííî áîëü-

øèì ïî ìîäóëþ, à ïðèòîê (îòòîê) òåïëà çà ñ÷åò ïîòîêîâ ( )Q ±  – îãðàíè÷åí è 
ôèêñèðîâàí (ñì. (48)). 

Â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (10) èëè (11) áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû ( )±α , õà-
ðàêòåðèçóþùèå êðèòåðèé Áèî [3], ìîãóò áûòü ïîðÿäêà åäèíèöû, à ìîãóò áûòü 
áîëüøèìè è ìàëûìè âåëè÷èíàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Òàê, äëÿ ìåäíîé 

ïëàñòèíû ( 400iiλ = Âò/(ì ⋅ K) [6]) ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì â ïëàíå 1ìa =  ïðè 

ñâîáîäíîé êîíâåêöèè âîäû ( ( ) 500±α = Âò/(ì2
 ⋅ K) [5]) áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò 

òåïëîîáìåíà ( ) 5 4 1.25±α = =/  (ñì. (13)); ïðè ñâîáîäíîé êîíâåêöèè ãàçîâ ( ±α =( )  

= 30 Âò/(ì2
 ⋅ K) [5]) äëÿ òîé æå ïëàñòèíû ïîëó÷àåì ( ) 3 40 0.075±α = =/ ; â ñëó÷àå 

âûíóæäåííîé êîíâåêöèè âîäû ( ±α =( ) 10000 Âò/(ì2
 ⋅ K) [5]) äëÿ óêàçàííîé ïëàñ-

òèíû èìååì ( ) 100 4 25±α = =/ , à äëÿ ñòàëüíîé ïëàñòèíû ( λ = 45ii Âò/(ì ⋅ K) [6]) 

òåõ æå ðàçìåðîâ ( ) 10000 45 222.22±α = =/ . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îïðåäåëåííûõ 
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óñëîâèÿõ òåïëîîáìåíà áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ( )±α  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê 
íåçàâèñèìûå îò ε  ìàëûå èëè áîëüøèå ïàðàìåòðû, à çíà÷èò, âìåñòî (49) ìîæíî 
ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå òåìïåðàòóðû ïî òðåì ïàðàìåòðàì ε , 

+α( ) , ( )−α , ÷òî è áûëî ïðîäåëàíî àâòîðàìè. Îäíàêî âåëè÷èíû ( )±α  íå âõîäÿò â 
óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (6), à îïðåäåëÿþò ëèøü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (10) 
èëè (11), (12), ïîýòîìó òàêîå ðàçëîæåíèå íå ïðèâîäèò ê ïðèíöèïèàëüíîìó óïðî-
ùåíèþ äâóìåðíûõ ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñ-
êîãî ðÿäà, íî ïîðîæäàåò ãðîìîçäêóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ. Îñíîâíûå àñèìïòîòè-

÷åñêèå ñâîéñòâà, ïîðîæäàåìûå ïàðàìåòðàìè ( )±α , ìîæíî îòñëåäèòü, èñïîëüçóÿ 
ðàâåíñòâà (62), (63), (65), (69). 

Ïðè èíòåíñèâíîì êîíâåêòèâíîì òåïëîîáìåíå õîòÿ áû íà îäíîé èç ëèöåâûõ 

ïîâåðõíîñòåé ( ( ) 1+α   èëè ( ) 1−α  , èëè ( ) 1±α  ) è ( ) 0Q ± ≠  ïåðâîå ñëàãàåìîå 
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (62) ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â 

ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ( )+α → ∞  èëè ( )−α → ∞ , èëè ( )±α → ∞ , ò. å. âêëàä â 0T  îò 

òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ (îò ïîòîêîâ ( )Q ± ) ìàë, îäíàêî îí ìîæåò îêàçàòü çíà÷è-

òåëüíîå âëèÿíèå íà ôóíêöèþ (1)
1T  (ñì. (63), (12)). Âòîðîå æå ñëàãàåìîå â ïðàâîé 

÷àñòè (62) ïðè ëþáûõ (ìàëûõ è áîëüøèõ) çíà÷åíèÿõ ( )±α  îïðåäåëÿåò ñðåäíåå ïî 

ïðàâèëó ñìåñè çíà÷åíèå îò áåçðàçìåðíûõ òåìïåðàòóð ( )T ±
∞  îêðóæàþùåé ñðåäû 

ïî ðàçíûå ñòîðîíû ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèíû. Åñëè æå íà îáåèõ ëèöåâûõ 
ïîâåðõíîñòÿõ îñóùåñòâëÿåòñÿ íåèíòåíñèâíûé êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí 

( ( ) 1±α  ), òî ïðè ( ) 0Q ± ≠  ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (62) ìîæåò áûòü 
âåëèêî ïî ìîäóëþ, êîòîðûé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå 

( ) 0±α → . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ 0T  èìååò ïîðÿäîê ( )(1/ )O ±α  ïðè ( ) 0±α → . Åñëè 

æå òåïëîâîé ïîòîê îòñóòñòâóåò, òî 0 (1)T O= , ( ) 0±α →  (ñì. (62) ïðè ( ) 0Q ± = ). 

Àíàëîãè÷íûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò è ôóíêöèè (0) (0)
1 1, nT T −  

(ñì. (65), (69) ñ ó÷åòîì (66), (70)). 
Åñëè èç êàêèõ-òî òðåáîâàíèé, íàïðèìåð æèçíåîáåñïå÷åíèÿ, íåîáõîäèìî íà 

îäíîé èç ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèíû, íàïðèìåð íèæíåé ( 3 1x = − ), ïîääåð-

æèâàòü ôèêñèðîâàííóþ òåìïåðàòóðó ( ( )T − ), à íà âòîðîé ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð 
âåðõíåé ( 3 1x = ), çàäàí êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí, òî ñìåøàííûå èç (8), (11) 

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìóò âèä 

 ( )
1 2 1 2( , , 1) ( , )T x x T x x−− = , 

 ( ) ( )
31 1 32 2 33 3 1 2 3, , , ( , ),       1T T T T q x x x+ +− ε λ +λ − λ −εα = ε =( ) . (71) 

Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (49), èç óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-
íîñòè (6) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (71) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ nT  ïîëó-

÷èì öåïî÷êó óðàâíåíèé (20), (56), (58), (60) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ: 

 ( )
0 1 2 1 2 33 0 3 1 2( , , 1) ( , ),          , ( , ,1) 0T x x T x x T x x−− = − λ = , (72) 

 1 1 2( , , 1) 0T x x − = , 

 ( ) ( )
31 0 1 32 0 2 33 1 3 0 1 2 3, , , ( , ),      1T T T T q x x x+ +λ +λ +λ + α = − = , (73) 

 1 2( , , 1) 0nT x x − = , 

 ( )
31 1 1 32 1 2 33 3 1 3, , , 0,      1,      2n n n nT T T T x n+

− − −λ +λ +λ +α = = ≥ . (74) 

Ïîäñòàâèâ îáùèé èíòåãðàë (30) óðàâíåíèÿ (20) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (72), 
ïîëó÷èì 
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 (1) (0) ( )
0 0 0 1 2 1 2 0 30,        ( , ) ( , ),       , 0T T T x x T x x T−≡ = = = . (75) 

Ïîäñòàíîâêà îáùåãî èíòåãðàëà (32) óðàâíåíèÿ (56), ïîëó÷åííîãî ñ ó÷åòîì ñî-
îòíîøåíèé (75), â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (73) äàåò 

 (0) (1) ( ) ( )
1 1 2 1 1 2 0 31 0 1 32 0 2 33( , ) ( , ) , ,T x x T x x q T T T+ += = − + α + λ +λ λ[ ]/ . (76) 

Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (58) èìååò âèä (64), ãäå ñ ó÷åòîì (75), (76) íåèçâåñò-

íû ëèøü ôóíêöèè (0) (1)
2 2,T T . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (64) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (74) 

(ïðè 2n = ) ïîëó÷èì 

 
1

(1) (1) (1) (0)
2 2 0 0 1 3 31 1 1 1

33 1

1 ( ) ,T L T L T Qdx T T
−


= + + − λ + −λ 

∫( ) ( )  

 (1) (0) ( ) (1) (0)
32 1 1 2 1 1,T T T T+ − λ + −α + 

( ) ( ) , 

 (0) (1) (1)
2 2 2 0 0 1

33

1 ( )
2

T T L T L T= + +
λ

( )[ ] . (77) 

Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (60) èìååò âèä (67), ãäå ôóíêöèè 2 1,  n nT T− −  

ïðåäïîëîæèì óæå èçâåñòíûìè (ïðè 3n =  ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, ñì. (32), (64) ñ 
ó÷åòîì (76), (77)). Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè (67) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (74) áóäåì 
èìåòü 

 (0) (1)
1 2 1 2 1 1

33

1( , ) ( , ) (1) ( 1)n n n nT x x T x x T T− −


= = − − +λ 
 

 
1

( )
2 3 31 1 1 32 1 2 1

1

, (1) , (1) (1)n n n nT dx T T T+
− − − −

−


+ − λ − λ − α 


∫ , 

 ( )
3 31 1 1 11 1

( 1) ,       , 1 , ,    3n n n i n ix x
T T T T n− − − −=± =± ≡ ≡ ≥ . (78) 

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (67), (78), ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèòü âñå 
ôóíêöèè = ,  3,4,nT n , â ðàçëîæåíèè (49). 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (71) âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â 
ðàçëîæåíèè (49) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (31), (32), (64), (67), â êîòîðûõ ïðî-
èçâîëüíûå ôóíêöèè çàäàþòñÿ êîíå÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (75)–(78). Òåìïåðàòó-
ðà îáëàäàåò òåìè æå àñèìïòîòè÷åñêèìè (ïî ε ) ñâîéñòâàìè, ÷òî è ïðè çàäàíèè 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (11), (12) íà îáåèõ ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ: çà ïðåäåëàìè ïî-

ãðàíñëîÿ ñ òî÷íîñòüþ 2( )O ε  òåìïåðàòóðó ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíî ðàñïðåäåëåí-
íîé ïî òîëùèíå ïëàñòèíû, à ïðè îäíîðîäíîì ïî òîëùèíå ðàñïðåäåëåíèè âíóò-

ðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà ( 3, 0Q = ) ñ òî÷íîñòüþ 3( )O ε  òåìïåðàòóðó ìîæíî çàäà-

âàòü ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè 3x . Åñëè çàäàí èí-

òåíñèâíûé êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ( ( ) 1+α  ), òî èç (76)–(78) ñëåäóåò, ÷òî 

ôóíêöèè (0) (1),  ,  1n nT T n ≥ , ìîãóò èìåòü áîëüøèå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ, êîòîðûå 

íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ( )+α → ∞ . Ïðè ìàëîì çíà÷åíèè 
( ) 1+α   èç òåõ æå ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì (0) (1)(1),  (1)n nT O T O= =  ïðè ( ) 0+α → , ò. å. 

âñå êîýôôèöèåíòû nT  àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà (49) îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïî 

ìîäóëþ. 
Ïîñòðîåííûå âûøå âíåøíèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ òåìïåðàòóðû 

ìîãóò ïðèâåñòè ê íåâÿçêàì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà êðîìêàõ ïëàñòèíû [4], äëÿ 
óñòðàíåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáû÷íóþ ïðîöåäóðó [3, 4] ââåäåíèÿ â 
îêðåñòíîñòè êîíòóðà âíóòðåííèõ «ðàñòÿíóòûõ» ïåðåìåííûõ â ïëàíå ïëàñòèíû, 
ñîîòâåòñòâóþùèõ 1 2,  x x , è ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæå-

íèÿ äëÿ ïîãðàíñëîÿ ñ ïîñëåäóþùèì «ñøèâàíèåì» (ñîãëàñîâàíèåì) åãî ñ âíåø-
íèì ðàçëîæåíèåì. Èçó÷åíèå ýòèõ âîïðîñîâ âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ñòàòüè 
â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè åå îáúåìà. 
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Ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå âíåøíèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ è 
ñäåëàííûå íà èõ îñíîâå îöåíêè òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïî ëè-
íåéíîìó èëè êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ïî òîëùèíå ïëàñòèíû ìîãóò 
áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàñ÷åòàõ íà ïðî÷íîñòü è ïîäàòëèâîñòü òîíêîñòåííûõ 
êîíñòðóêöèé, òàê êàê èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå ïðèáëèæåííûå òåîðèè èçãèáà 
ïëàñòèí (Êèðõãîôà, Òèìîøåíêî è äð. [1]) äàþò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü ëèøü íà 
íåêîòîðîì óäàëåíèè îò êðîìîê ïëàñòèíû èëè ëèíèé èñêàæåíèÿ íàïðÿæåííîãî 
ñîñòîÿíèÿ, ò. å. çà ïðåäåëàìè ïîãðàíñëîÿ è ëîêàëüíûõ ýôôåêòîâ, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùèõñÿ âãëóáü êîíñòðóêöèè íà ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà åå òîëùèíû [1]. 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà 
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 02–01–00115). 
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УТОЧНЕННЯ АСИМПТОТИЧНИХ РОЗВИНЕНЬ РОЗВ’ЯЗКІВ ЗАДАЧІ 
ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ АНІЗОТРОПНИХ ПЛАСТИН 
 
Ïîáóäîâàíî çîâí³øí³ àñèìïòîòè÷í³ ðîçêëàäè ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ ñòàö³îíàðíî¿ òåï-
ëîïðîâ³äíîñò³ àí³çîòðîïíèõ ïëàñòèí ïðè ð³çíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ íà ëèöüîâèõ 
ïîâåðõíÿõ. Ïðîàíàë³çîâàíî îòðèìàí³ äâîâèì³ðí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ð³âíÿííÿ ³ äîñë³äæåíî 
àñèìïòîòè÷í³ âëàñòèâîñò³ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³. Îòðèìàíî îö³íêè 
òî÷íîñò³, ç ÿêîþ òåìïåðàòóðó â ïëàñòèí³ ïîçà ïðèìåæîâèì øàðîì ìîæíà ââàæàòè 
ë³í³éíî àáî êâàäðàòè÷íî ðîçïîä³ëåíîþ ïî òîâùèí³ êîíñòðóêö³¿. Âèêîíàíî ïîð³âíÿííÿ ç 
àñèìïòîòèêîþ, ïîáóäîâàíîþ ðàí³øå ³íøèìè àâòîðàìè. 
 
REVISION OF ASYMPTOTIC EXPANSIONS OF SOLUTIONS TO THE PROBLEM 
ON HEAT CONDUCTION OF ANISOTROPIC PLATES 
 
The external asymptotic expansion of solutions to the problem on stationary heat conduction 
of anisotropic plates under various boundary conditions on the facial surfaces are 
constructed. The obtained bidimensional resolving equations are analyzed and the asymptotic 
properties of solutions to the problem of heat conduction are studied. Estimations of 
accuracy, with which the temperature in the plate outside the boundary layer can be 
considered linearly or quadratically distributed through the thickness, are obtained. 
Comparison with asymptotic integrations, constructed earlier by other authors, is carried out. 
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