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ÓÄÊ 539.3 
 
І. О. Бутрак 
 
АСИМПТОТИКА ДАЛЬНЬОГО ПОЛЯ ПЕРЕМІЩЕНЬ І НАПРУЖЕНЬ 
ВІД ДИНАМІЧНОГО РОЗКРИТТЯ ПРОСТОРОВОЇ ТРІЩИНИ 
 

Ðîçãëÿíóòî òðèâèì³ðíó çàäà÷ó äèôðàêö³¿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü íà ïðîñòîðîâ³é 
òð³ùèí³ â áåçìåæíîìó ïðóæíîìó ò³ë³. Øëÿõîì àïðîêñèìàö³¿ ÿäåð â ³íòåã-
ðàëüíèõ ïîäàííÿõ êîìïîíåíò â³äáèòèõ õâèëü îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ åôåê-
òèâíîãî ðîçðàõóíêó ïåðåì³ùåíü, íàïðóæåíü, à òàêîæ ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â 
ðîçñ³ÿííÿ ó äàëüí³é çîí³ ÷åðåç ñòðèáêè ïåðåì³ùåíü ïðîòèëåæíèõ ïîâåðõîíü 
òð³ùèíè. 

 
Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ âçàºìîä³¿ ïðóæíèõ õâèëü ç òð³ùèíàìè ñêëàäíî¿ 

ãåîìåòð³¿ øèðîêî çàñòîñîâóþòü ìåòîäè ðîçðèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â [2], ãðàíè÷íèõ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü [1, 5, 8, 10], Ò-ìàòðèöü (íóëüîâîãî ïîëÿ) [7] ³ ìîäèô³-
êîâàíèé âàð³àö³éíî-ð³çíèöåâèé ìåòîä [3]. Ó ðàìêàõ öèõ ìåòîä³â îòðèìàíî 
çàëåæíîñò³ êîìïîíåíò íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ò³ëà ç òð³ùèíîþ â³ä 
ôóíêö³é ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè, ÿê³ äîçâîëÿþòü áåçïîñåðåäíüî âèçíà÷àòè äè-
íàì³÷í³ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü â îêîë³ äåôåêòó. Äàëüíÿ çîíà 
õàðàêòåðèçóºòüñÿ çãëàäæåííÿì ôðîíò³â â³äáèòèõ â³ä òð³ùèíè õâèëü. Â³ä-
ïîâ³äíå ñïðîùåííÿ îïèñó õâèëüîâî¿ êàðòèíè â ö³é çîí³ ìîæíà äîñÿãíóòè ç 
âèêîðèñòàííÿì àñèìïòîòè÷íèõ ïîäàíü ðîçâ’ÿçê³â, ùî çä³éñíåíî ó âèïàäêó 
ïëîñêî¿ òð³ùèíè [9], à ó âèïàäêó òð³ùèíè ç âèêðèâëåíîþ ïîâåðõíåþ – 
ëèøå äëÿ êîìïîíåíò ïåðåì³ùåíü [7, 10]. 

Ó ö³é ðîáîò³ ïîáóäîâàíî àïðîêñèìàö³éí³ ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ ÿê 
êîìïîíåíò ïåðåì³ùåíü, òàê ³ íàïðóæåíü ó äàëüí³é çîí³ âíàñë³äîê äèôðàêö³¿ 
ãàðìîí³÷íèõ õâèëü íà íåïëîñê³é òð³ùèí³. Íàâåäåíî òàêîæ àíàë³òè÷í³ âèðàçè 
äëÿ ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â ðîçñ³ÿííÿ õâèëü ð³çíèõ ìîä, ÿê³ º àêòóàëüíèìè ç 
òî÷êè çîðó ä³àãíîñòèêè äåôåêò³â. 

Ðîçãëÿíåìî áåçìåæíå ïðóæíå ò³ëî ç ïðîñòîðîâîþ òð³ùèíîþ óçäîâæ äî-
â³ëüíî¿ ðîç³ìêíóòî¿ ïîâåðõí³ Ëÿïóíîâà S . Ï³ä äîâ³ëüíèì êóòîì äî òð³ùèíè 
â ò³ë³ ïîøèðþºòüñÿ ãàðìîí³÷íà õâèëÿ ç öèêë³÷íîþ ÷àñòîòîþ ω . Âíàñë³äîê 
ïàä³ííÿ õâèë³ íà äåôåêò âèíèêàº ðîçñ³ÿíå ïîëå, ùî îïèñóºòüñÿ âåêòîðîì 
ïåðåì³ùåíü [4] 
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Òóò ³ íàäàë³ ô³ãóðóþòü àìïë³òóäí³ çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíèõ âåëè÷èí ãàðìîí³÷-
íîãî ïðîöåñó, ( , )Y x ξ  – êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ðîçì³ðíîñò³ 3×3, åëåìåíòè ÿêî¿ 
âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 
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∆ ∆ ∆ ∆1 2 3( , , )u u uu  – ñòðèáîê ïåðåì³ùåíü ïðîòèëåæíèõ ïîâåðõîíü òð³ùèíè; 

ω = ω =, 1,2j jc j/ , – õâèëüîâ³ ÷èñëà; 1 2,  c c  – øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ ïî-

çäîâæí³õ ³ ïîïåðå÷íèõ õâèëü â³äïîâ³äíî; γ = = − ν − ν2 1 (1 2 ) 2(1 )c c/ / ; ν  – 

êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà; jrδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà; −x ξ  – â³äñòàíü ì³æ òî÷-
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êîþ ñïîñòåðåæåííÿ 1 2 3( , , )x x xx  ³ òî÷êîþ ³íòåãðóâàííÿ 1 2 3( , , );  ,  jn jξ ξ ξ =ξξ  

1,2,3= , – ïðîåêö³¿ íîðìàëåé äî ïîâåðõí³ S  ó òî÷ö³ ξ . Çàçíà÷èìî, ùî 

ôóíêö³¿ , 1,2,3ju j∆ = , º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³â-

íÿíü, äå ïðàâ³ ÷àñòèíè âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç íàïðóæåííÿ ó çàäàí³é ïàäàþ÷³é 
õâèë³. Ìåòîäèêó àíàë³òè÷íîãî îáåðíåííÿ öèõ ð³âíÿíü äëÿ íèçüêî÷àñòîòíîãî 
ä³àïàçîíó êîëèâàíü çàïðîïîíîâàíî ó [8], òîìó ö³ ôóíêö³¿ ââàæàòèìåìî 
â³äîìèìè. 
 Âèêëèêàí³ ïåðåì³ùåííÿìè (1) êîìïîíåíòè íàïðóæåíü ó ò³ë³ ìàòèìóòü 
âèãëÿä 
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 , 1, 2, 3i j = , (3) 

äå G  – ìîäóëü çñóâó. 
 Ñï³ââ³äíîøåííÿ (1), (3) îïèñóþòü íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ò³ëà ó 
äîâ³ëüí³é éîãî òî÷ö³ òà âì³ùóþòü çãîðòêè ôóíêö³é ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè ç 
ð³çíèöåâèìè ÿäðàìè ïîòåíö³àë³â Ãåëüìãîëüöà, ÿê³ óñêëàäíþþòü àíàë³òè÷í³ 
ðîçðàõóíêè. Äëÿ îòðèìàííÿ êîìïîíåíò ðîçñ³ÿíîãî ïîëÿ ó çðó÷í³é äëÿ 
ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü ôîðì³ íà âåëèê³é â³äñòàí³ â³ä òð³ùèíè, òîáòî ïðè 
x  ξ , âèêîðèñòàºìî íàñòóïí³ íàáëèæåííÿ: 

 1 1( ) ,      ,     ,     S− −− − ⋅ − ∈ → ∞x x x x x x xξ ξ ξ ξ / . (4) 

 Òîä³ ï³ñëÿ äèôåðåíö³þâàííÿ â ³íòåãðàëüíèõ çîáðàæåííÿõ (1), (3) ³ ï³ä-
ñòàíîâêè âèðàç³â (4) ä³ñòàíåìî àñèìïòîòè÷í³ ðîçïîä³ëè ïåðåì³ùåíü ³ íà-
ïðóæåíü ó â³äáèò³é õâèë³: 
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Ïîêëàâøè â íàáëèæåííÿõ (5) 3 , 1,2, 3ssn s= δ =ξ , ëåãêî îòðèìàºìî 

àïðîêñèìàö³éí³ çîáðàæåííÿ êîìïîíåíò íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó 
ò³ëà ç ïëîñêîþ òð³ùèíîþ ó äàëüí³é çîí³. Ó öüîìó âèïàäêó 
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 Ñêëàäîâèìè ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü ó ôîðì³ (5) º ïëîñê³ ãàðìîí³÷í³ 
õâèë³. 
 Ó ñôåðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ( , , )R θ ϕ , ââåäåí³é ÿê 

 1 2 3sin cos ,       sin sin ,        cosx R x R x R= θ ϕ = θ ϕ = θ , 

ôîðìóëà (5) äëÿ â³äïîâ³äíèõ êîìïîíåíò ïåðåì³ùåíü 
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Òóò P SV SH,  ,  F F F  – àìïë³òóäè ðîçñ³ÿííÿ â³äáèòèõ ïëîñêèõ ïîçäîâæíüî¿, ïî-
ïåðå÷íî¿ âåðòèêàëüíî ïîëÿðèçîâàíî¿ ³ ãîðèçîíòàëüíî ïîëÿðèçîâàíî¿ õâèëü 
â³äïîâ³äíî, ùî äîð³âíþþòü 
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,  ,  x v h   – îäèíè÷í³ âåêòîðè ç êîîðäèíàòàìè 
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 Íà îñíîâ³ îïòè÷íî¿ òåîðåìè [6] äëÿ ïðóæíèõ êîëèâàíü, âðàõîâóþ÷è 
âèðàçè (7), îòðèìóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â P SV,  Q Q , 

SHQ  ðîçñ³ÿííÿ ïîçäîâæí³õ, ïîïåðå÷íèõ âåðòèêàëüíî òà ãîðèçîíòàëüíî ïî-
ëÿðèçîâàíèõ õâèëü: 

 P 0 0( , )Q θ ϕ =  
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äå 0 0,  θ ϕ  – çàäàí³ ñòàë³, ùî âêàçóþòü íàïðÿì ïàäàþ÷î¿ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ 

ïåðåì³ùåíü ç îäèíè÷íîþ àìïë³òóäîþ; 0 0 0,  ,  x v h   – îäèíè÷í³ âåêòîðè (8) 

ïðè 0 0,  ϕ = ϕ θ = θ . Â³äì³òèìî, ùî ïîïåðå÷í³ ïåðåð³çè ðîçñ³ÿííÿ õàðàêòåðè-

çóþòü ì³ðó âòðàòè ïðóæíî¿ åíåðã³¿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ âíàñë³äîê ¿¿ âçàºìîä³¿ ç 
äåôåêòîì. 
 Ó ðîáîò³ âèâåäåíî ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòð³â ðîçñ³ÿíîãî â³ä 
ïðîñòîðîâî¿ òð³ùèíè ïðóæíîãî ïîëÿ â îáëàñò³ Ôðàóíãîôåðà ( → ∞x ). Ç 
íèõ âèïëèâàº, ùî õâèëüîâó êàðòèíó ó â³ääàëåí³é â³ä äåôåêòó çîí³ ìîæíà 
â³äîáðàçèòè ñóïåðïîçèö³ºþ ïëîñêèõ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü. Êð³ì öüîãî, îòðèìà-
í³ âèðàçè ïîâ’ÿçóþòü ñïîñòåðåæóâàíå ïîëå ç ãåîìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè 
òð³ùèíè, òîáòî º òåñòîâèìè ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ îáåðíåíèõ äèôðàêö³éíèõ 
çàäà÷. Àíàë³ç â³äïîâ³äíèõ ñï³ââ³äíîøåíü ó ñôåðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ïî-
êàçóº, ùî íà âåëèêèõ â³äñòàíÿõ â³ä äåôåêòó ïîçäîâæí³ õâèë³ âèêëèêàþòü 
ïåðåâàæíî ðàä³àëüí³ ïåðåì³ùåííÿ, à ïîïåðå÷í³ âåðòèêàëüíî òà ãîðèçîí-
òàëüíî ïîëÿðèçîâàí³ – êðóãîâ³. Òàêèé ðîçïîä³ë ïîÿñíþº ³ ðîçä³ëåííÿ ïîòî-
ê³â åíåðã³¿ ó õâèëüîâîìó ïîë³ çà äâîìà òèïàìè õâèëü. Ùîäî ðàä³àëüíèõ ³ 
äîòè÷íèõ íàïðóæåíü, òî ³ç çàêîíó Ãóêà âèïëèâàº ¿õ ïðîïîðö³éí³ñòü â³äïî-
â³äíèì ïåðåì³ùåííÿì ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ðàä³àëüíî¿ êîîðäèíàòè. 

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè â³äêðèâàþòü ïåðñïåêòèâè äëÿ îòðèìàííÿ ä³àãðàì 
íàïðÿìëåíîñò³, à òàêîæ ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â ðîçñ³ÿííÿ ó çàäà÷àõ äèôðàê-
ö³¿ õâèëü íà òð³ùèíàõ ñêëàäíî¿ ïðîñòîðîâî¿ ôîðìè. 
 
 1. Àíäðåéêèâ À. Å., Ëûñàê Í. Â. Ìåòîä àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè â èññëåäîâàíèè ïðî-

öåññîâ ðàçðóøåíèÿ. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1989. – 176 ñ. 
 2. Âàéñôåëüä Í. Ä., Ïîïîâ Ã. ß. Íåñòàöèîíàðíûå äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è êîíöåíòðà-

öèè óïðóãèõ íàïðÿæåíèé âîçëå ñôåðè÷åñêîãî äåôåêòà // Èçâ. ÐÀÍ. Ìåõàíèêà 
òâåðäîãî òåëà. – 2002. – ¹ 3. – Ñ. 90–102. 

 3. Ãëóøêîâ Å. Â., Ãëóøêîâà Í. Â. Äèôðàêöèÿ óïðóãèõ âîëí íà ïðîñòðàíñòâåííûõ 
òðåùèíàõ ïðîèçâîëüíîé â ïëàíå ôîðìû // Ïðèêë. ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. – 
1996. – 60, ¹ 2. – Ñ. 282–289. 

 4. Ê³ò Ã. Ñ., Ìèõàñüê³â Â. Â., Õàé Ì. Â. Ìåòîä ïîòåíö³àë³â ó òðèâèì³ðíèõ ñòàòè÷-
íèõ ³ äèíàì³÷íèõ çàäà÷àõ òåîð³¿ òð³ùèí // Ô³ç.-õ³ì. ìåõàí³êà ìàòåð³àë³â. – 1996. 
– 32, ¹ 1. – Ñ. 22–32. 

 5. Ôèëüøòèíñêèé Ë. A., Âîëêîâà Ë. Â. Äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè 
äëÿ îáëàñòè ñ êðèâîëèíåéíûìè ðàçðåçàìè (ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ) // Äîêë. ÀÍ 
ÑÑÑÐ. – 1983. – 271, ¹ 4. – Ñ. 831–834. 



105 

 6. Achenbach J. D., Gautesen A. K., McMaken H. Ray methods for waves in elastic 
solids. – Boston: Pitman, 1982.  

 7. Bostrom A., Olsson P. Scattering of elastic waves by nonplanar cracks // Wave 
Motion. – 1987. – 9, No. 1. – P. 61–76. 

 8. Mychas’kiv V. V., Butrak I. O. Three-dimensional dynamic problems for an elas-
tic body containing a shallow crack // Mater. Sci. – 2003. – 39, No. 1. – P. 69–78. 

 9. Roy A. Diffraction of elastic waves by an elliptic crack. II // Int. J. Engng Sci. – 
1987. – 25, No. 2. – P. 155–169. 

 10. Zhang Ch., Gross D. On wave propagation in elastic solids with cracks. – Sout-
hampton: Comp. Mech. Publ., 1998. – 248 p. 

 
АСИМПТОТИКА ДАЛЬНЕГО ПОЛЯ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ И НАПРЯЖЕНИЙ 
ОТ ДИНАМИЧЕСКОГО РАСКРЫТИЯ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ТРЕЩИНЫ 
 
Ðàññìîòðåíà òðåõìåðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí íà ïðîñòðàíñò-
âåííîé òðåùèíå â áåñêîíå÷íîì óïðóãîì òåëå. Ïóòåì àïïðîêñèìàöèè ÿäåð â èí-
òåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ êîìïîíåíò îòðàæåííûõ âîëí ïîëó÷åíû ôîðìóëû 
äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðàñ÷åòà ïåðåìåùåíèé, íàïðÿæåíèé, à òàêæå ïîïåðå÷íûõ ñå÷å-
íèé ðàññåÿíèÿ â äàëüíåé çîíå ÷åðåç ñêà÷êè ïåðåìåùåíèé ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî-
âåðõíîñòåé òðåùèíû. 
 
ASYMPTOTICS OF FAR-FIELD OF DISPLACEMENTS AND STRESSES 
FROM SPATIAL CRACK DYNAMIC OPENING 
 
Within the three-dimensional statement, the harmonic wave diffraction problem for a 
spatial crack in an infinite elastic body is considered. The formulas for efficient deter-
mination of the far field displacements, stresses and scattering cross-section via displa-
cement jumps across the crack faces are obtained by means of approximation of the 
kernels in the integral representations of the scattered wave components. 
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