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З ВІЛЬНОЮ ФАЗОЮ З ІЗОМЕТРИЧНИМ ОПЕРАТОРОМ 
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ âàð³àö³éíà çàäà÷à ïðî ïñåâäîðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ ç â³ëüíîþ ôà-
çîþ ïðàâî¿ ÷àñòèíè ó âèïàäêó ³çîìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà â ã³ëüáåðòîâèõ ïðî-
ñòîðàõ. Äîâîäèòüñÿ çá³æí³ñòü ìåòîäó ïðîñòî¿ ³òåðàö³¿, çàñòîñîâàíîãî äî 
ð³âíÿííÿ Åéëåðà çàäà÷³. Âñòàíîâëåíî, ùî ïîçà òî÷êàìè ãàëóæåííÿ ìåòîä 
çá³ãàºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ ãåîìåòðè÷íî¿ ïðîãðåñ³¿. Îäåðæàíî àïîñòåð³îðí³ 
îö³íêè øâèäêîñò³ çá³æíîñò³. 

 
 Âñòóï. Çàäà÷³ ç â³ëüíîþ ôàçîþ º óçàãàëüíåííÿì òàê çâàíî¿ ôàçîâî¿ 
ïðîáëåìè – â³äíîâëåííÿ ôàçè îïòè÷íîãî ñèãíàëó çà â³äîìèì éîãî àìïë³òóä-
íèì ðîçïîä³ëîì [4, 5, 12, 17]. Ó ìàòåìàòè÷íîìó ïëàí³ öå îçíà÷àº, ùî â ë³-
í³éíîìó ð³âíÿíí³ â³äîìèì º ëèøå ìîäóëü ïðàâî¿ ÷àñòèíè. Ó çàäà÷àõ â³äíîâ-
ëåííÿ ïåðåäáà÷àºòüñÿ ³ñíóâàííÿ òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó.  

Ó çàñòîñóâàííÿõ çóñòð³÷àþòüñÿ çàäà÷³ íàáëèæåííÿ êîìïëåêñíî¿ ôóíê-
ö³¿, çàäàíî¿ ëèøå ñâî¿ì ìîäóëåì, ôóíêö³ºþ ç îáëàñò³ çíà÷åíü ë³í³éíîãî îïå-
ðàòîðà. Ñâîáîäà âèáîðó àðãóìåíòó (ôàçè) çàäàíî¿ ôóíêö³¿ âèêîðèñòîâóºòüñÿ 
äëÿ ïîêðàùåííÿ íàáëèæåííÿ äî ¿¿ ìîäóëÿ. Òàêîãî òèïó çàäà÷³ âèíèêàþòü, 
çîêðåìà, â òåîð³¿ ñèíòåçó àíòåí [1, 8], ïðè êîíñòðóþâàíí³ ïåðåòâîðþâà÷³â 
ñòðóêòóðè ïîëÿ [10], ïðè ôîðìóâàíí³ çàäàíèõ ðîçïîä³ë³â îïòè÷íèõ ñèãíàë³â 
[11]. ßêùî òàêà çàäà÷à ìàº òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê, òî â³í ñï³âïàäàº ç ðîçâ’ÿçêîì 
ôàçîâî¿ ïðîáëåìè. 

Âàð³àö³éíó ïîñòàíîâêó çãàäàíèõ çàäà÷ äîñë³äæóþòü àíàë³òèêî-÷èñëî-
âèìè òà ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè. Â ðåçóëüòàò³ òåîðåòè÷íèõ äîñë³äæåíü âñòà-
íîâëåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçê³â, äîñë³äæåíî ïðîöåñ ãàëóæåííÿ, îäåð-
æàíî äîñòàòí³ óìîâè çá³æíîñò³ ìåòîäó. Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè ï³äñóìîâàíî â 
ìîíîãðàô³¿ [8]. 

Äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ âèêîðèñòîâóþòü, ÿê ïðàâèëî, ìåòîä 
ïðîñòî¿ ³òåðàö³¿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ â³äïîâ³äíîãî ð³âíÿííÿ Åéëåðà. Éîãî çá³æí³ñòü 
áóëà ïðåäìåòîì ïóáë³êàö³é [2, 7, 9, 14–16]. Ñóòòºâîþ îñîáëèâ³ñòþ ìåòîäó º 
çàñòîñóâàííÿ éîãî äî íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ Åéëåðà ç àïð³îð³ íåºäèíèì ðîç-
â’ÿçêîì. Ó äîâ³ëüíîìó îêîë³ ðîçâ’ÿçêó öüîãî ð³âíÿííÿ ³ñíóº êîíòèíóóì ðîç-
â’ÿçê³â, ùî íå äîçâîëÿº çàñòîñóâàòè òóò ïðèíöèï ñòèñêóþ÷èõ â³äîáðàæåíü. 
Ñëàáêà çá³æí³ñòü ìåòîäó äîâåäåíà â [14]. Ñèëüíó çá³æí³ñòü ó ïðîñòîð³ íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêö³é äîâåäåíî â ìîíîãðàô³¿ [8]. Âñòàíîâëåíî, ùî ó âèïàäêó 
³çîìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà òà ì³í³ì³çîâíîñò³ îäåðæàíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ç íå¿ 
ìîæíà âèä³ëèòè ï³äïîñë³äîâí³ñòü, ùî çá³ãàºòüñÿ çà íîðìîþ öüîãî ïðîñòîðó 
äî îäíîãî ç ðîçâ’ÿçê³â. 

Öþ ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî âñòàíîâëåííþ øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ ³òåðàö³éíîãî 
ìåòîäó â ã³ëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ, îäåðæàííþ àïîñòåð³îðíèõ îö³íîê ³ âèçíà-
÷åííþ îáëàñò³ éîãî åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ. Âñòàíîâëåíî, ùî ïðè äîñë³ä-
æåíí³ ìåòîäó ìîæíà çâóçèòè ä³þ ë³íåàðèçîâàíîãî îïåðàòîðà çàäà÷³ äî äå-
ÿêîãî ï³äïðîñòîðó, äå îáåðíåíèé îïåðàòîð º îáìåæåíèì. Öå äîçâîëÿº îòðè-
ìàòè àïîñòåð³îðíó îö³íêó øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ ìåòîäó. 

 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî íåë³í³éíå ôóíêö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ 

  Au F= ,  (1)  

äå A  – ë³í³éíèé ³çîìåòðè÷íèé îïåðàòîð, ÿêèé ä³º ç êîìïëåêñíîãî ôóíêö³î-
íàëüíîãî ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó X  ó êîìïëåêñíèé ôóíêö³îíàëüíèé ã³ëü-
áåðòîâèé ïðîñò³ð ;  Y F  – çàäàíà íåâ³ä’ºìíà ôóíêö³ÿ, F Y∈ . ßêùî F  íàëå-

æèòü îáëàñò³ çíà÷åíü îïåðàòîðà Au , òî çíàõîäæåííÿ òàêî¿ ôóíêö³¿ 0u , 

ÿêà ïåðåòâîðþº (1) ó òîòîæí³ñòü, íàçèâàþòü ôàçîâîþ ïðîáëåìîþ. Ó ïðè-
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êëàäíèõ îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷àõ ôóíêö³ÿ F , ÿê ïðàâèëî, íå íàëåæèòü äî 
îáëàñò³ çíà÷åíü îïåðàòîðà Au . Ôóíêö³þ 0u , ÿêà íàäàº ì³í³ìàëüíîãî çíà-

÷åííÿ ôóíêö³îíàëó 

 2( )u F Auσ = − , (2)  

íàçèâàþòü ïñåâäîðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1). ßêùî ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêö³î-
íàëà (2) äîð³âíþº íóëåâ³, òî ïñåâäîðîçâ’ÿçîê ñï³âïàäàº ç êëàñè÷íèì ðîç-
â’ÿçêîì ôàçîâî¿ ïðîáëåìè. 

Íåõàé 2 1 2 2 1 2( ),  ( );  ,  X L Y L≡ Ω ≡ Ω Ω Ω  – íîñ³¿ ïðîñòîð³â. Âèêîðèñòîâó-

þ÷è òåõí³êó äåêîìïëåêñèô³êàö³¿ òà êîìïëåêñèô³êàö³¿ ïðîñòîð³â X  òà Y  [1, 
8, 13], çàïèøåìî âèðàç äëÿ ãðàä³ºíòà ôóíêö³îíàëà (2): 

 grad ( ) exp ( arg )u u A F i Au∗σ ≡ − [ ] , (3)  

äå A∗  – îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî A . Çâ³äñè îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ Åéëåðà  

 exp ( arg ) 0u A F i Au∗− =[ ] . (4)  

 Îñê³ëüêè ÿäðî ³çîìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà º òðèâ³àëüíèì [6], òî, ïîä³ÿâøè 
íà öå ð³âíÿííÿ îïåðàòîðîì A , îòðèìàºìî åêâ³âàëåíòíå ð³âíÿííÿ  

 exp ( arg ) 0f AA F i Au∗− =[ ] , (5)  

äå f Au=  [1]. Öå ð³âíÿííÿ ìàº î÷åâèäíó âëàñòèâ³ñòü: ÿêùî f  º ðîçâ’ÿçêîì 

(5), òî é ife α , äå α  – äîâ³ëüíà ä³éñíà êîíñòàíòà, òàêîæ º ðîçâ’ÿçêîì (5). 
 Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ âèêîðèñòîâóºìî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ 

 1 exp ( arg ) 0n nu A F i Au∗
+ − =[ ]   (6)  

äëÿ ð³âíÿííÿ (4) àáî  

 1 exp ( arg ) 0n nf AA F i f∗
+ − =[ ]  (7)  

äëÿ ð³âíÿííÿ (5). 
 Ó ïðàöÿõ [8, 9] íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, áëèçüê³ äî ëåìè 1, äëÿ âèïàäêó 
ö³ëêîì íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà A  ç âèêîðèñòàííÿì ñòàá³ë³çóþ÷îãî ôóíêö³-
îíàëà. ×àñòèíà ðåçóëüòàò³â, íàâåäåíèõ íèæ÷å, àíîíñîâàíà â [16]. 

Òåîðåòè÷í³ ðåçóëüòàòè. 

Ëåìà 1. Íåõàé A  – ë³í³éíèé ³çîìåòðè÷íèé îïåðàòîð ç 2 1( )X L≡ Ω  â 

2 2( ),  Y L F≡ Ω  – çàäàíà ôóíêö³ÿ ç ,  0Y F ≥ . Òîä³ ïîñë³äîâí³ñòü ,  nu n ={ }  

11,2, ,  0u= ≠ , îòðèìàíà çà ôîðìóëîþ (6), ìàº òàê³ åêâ³âàëåíòí³ âëàñ-
òèâîñò³: 

 1lim 0n n
n

u u+→∞
− = ,  

 lim grad ( ) 0n
n

u
→∞

σ = .  

 Ä î â å ä å í í ÿ. Êîðèñòóþ÷èñü òåõí³êîþ, çàïðîïîíîâàíîþ â [1], ìîæíà 
äîâåñòè, ùî ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 1 1 1( ) ( ) 2 , (1 cos ( )) 0n n n n nu u Au F+ + +σ − σ = − Ψ − Ψ ≥( ) . (8)  

Òóò ,  arg ,  ,  1,2,n n n n nf Au f n= Ψ = − π ≤ Ψ < π =  . Ç íåð³âíîñò³ (8) íà ï³ä-

ñòàâ³ îáìåæåíîñò³ ïîñë³äîâíîñò³ ( )nuσ  çíèçó âèïëèâàº, ùî ³ñíóº lim ( )n
n

u
→∞

σ , 

çâ³äêè  
 1lim ( ) ( ) 0n n

n
u u +→∞

σ − σ =[ ]  (9)  

àáî ç óðàõóâàííÿì (8) 
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 1 1lim , (1 cos ( )) 0n n n
n

Au F+ +→∞
− Ψ − Ψ =( ) . (10)  

Îñê³ëüêè êîæíà ç ôóíêö³é ó ñêàëÿðíîìó äîáóòêó â (10) íåâ³ä’ºìíà, òî öÿ 
ð³âí³ñòü ìîæëèâà ëèøå òîä³, êîëè ãðàíèöÿ õî÷à á îäíîãî ç³ ñï³âìíîæíèê³â 
äîð³âíþº íóëåâ³: 

 1lim 0n
n

Au +→∞
=  (11)  

àáî 
 1lim (1 cos ( )) 0n n

n
F +→∞

− Ψ − Ψ =  (12)  

ïðè îáìåæåí³é íîðì³ ôóíêö³¿ 1nAu + . 

 Íåõàé âèêîíóºòüñÿ (11). Òîä³ ç îãëÿäó íà ³çîìåòðè÷í³ñòü îïåðàòîðà A  

1lim n
n

u +→∞
 ³ñíóº ³ äîð³âíþº íóëåâ³. Çàäàìî äîâ³ëüíó ôóíêö³þ 1 0v ≠  ³ âèáå-

ðåìî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ ó âèãëÿä³ 1 1u cv= , à êîíñòàíòó c  âèáåðåìî ç 

óìîâè ì³í³ìóìó 1( )cvσ  ÿê ôóíêö³¿ â³ä 

 1

1 1

,
( , )
F Av

c
v v

=
( )

.  

Òîä³ 

 2 1
1

1 1

,
( ) 0

( , )
F Av

u F
v v

σ = − ≥
( )

.  

Ïðè öüîìó ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü 

 2
1( ) 0F u c− σ = > . (13)  

Ç ìîíîòîííîñò³ ïîñë³äîâíîñò³ ( )nuσ{ }  (äèâ. (8)) âèïëèâàº, ùî 1( ) ( )nu uσ ≤ σ , 

2,3,n =  . ²ç ïîäàííÿ ôóíêö³îíàëà (2) ÷åðåç ñêàëÿðí³ äîáóòêè, âèêîðèñòî-
âóþ÷è ð³âí³ñòü Ïàðñåâàëÿ, íåð³âí³ñòü Êîø³ – Áóíÿêîâñüêîãî òà (13), îäåð-
æóºìî 

 2 2
12 ( ) 0n nu F u F u+ − + σ ≥ .   

Ðîçâ’ÿæåìî öþ êâàäðàòíó íåð³âí³ñòü ç óðàõóâàííÿì íåâ³ä’ºìíîñò³ nu . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (13), îòðèìàºìî 

 2
12 ( ) 0nu F F u≥ − + − σ = β > , (14) 

òîáòî 
 lim 0n

n
u

→∞
≠ .  (15) 

Îñê³ëüêè çã³äíî ç (6) ïðè âèáîð³ 1 1u cv=  ôóíêö³ÿ 2u  íå çàëåæèòü â³ä c , òî 
ôîðìóëà (14) ñïðàâäæóºòüñÿ ïðè äîâ³ëüíîìó âèáîð³ ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåí-
íÿ 1 0u ≠ . Òàêèì ÷èíîì, çàëèøàºòüñÿ ïðàâèëüíèì (12).  

Íà ï³äñòàâ³ íåâ³ä’ºìíîñò³ F  ç (12) âèïëèâàº, ùî  

 2 1lim sin 0
2

n n

n

+

→∞

Ψ − Ψ  = 
 

, (16) 

çâ³äêè 
 1lim 0n n

n
+→∞

Ψ − Ψ = . (17) 

Ðîçãëÿíåìî ð³çíèöþ 

 1 1exp ( ) exp ( )n n n nu u A F i i∗
+ −− = Ψ − Ψ =( )  

 1 12 sin ( )/2 exp ( )/2n n n niA F i∗
− −= Ψ − Ψ − Ψ − Ψ[ ]( ) ( ) , 
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çâ³äêè 

 1 1 12 sin ( )/2n n n n n nu u A F A F∗ ∗
+ − −− ≤ Ψ − Ψ ≤ Ψ − Ψ( ) . 

Òîìó, âðàõîâóþ÷è (17), îòðèìóºìî 

 1lim 0n n
n

u u+→∞
− =  (18)  

³ íà ï³äñòàâ³ (6) 

 lim exp ( arg ) 0n n
n

A F i Au u∗

→∞
− =[ ] .   

Ðàçîì ç (3) öå äàº  

 lim grad ( ) 0n
n

u
→∞

σ = .   

Ëåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Äëÿ ïîäàëüøîãî çðó÷í³øå çàì³ñòü ð³âíÿííÿ (4) òà ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó 
(6) âèêîðèñòîâóâàòè ð³âíÿííÿ (5) òà åêâ³âàëåíòíèé ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (7). Ç 
(18) ³ îáìåæåíîñò³ îïåðàòîðà A  âèïëèâàº, ùî 

 1lim 0n n
n

f f+→∞
− = . 

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç f∗  ³  

 ni
nf f e α

∗ ∗=  (19) 

äåÿê³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (5) (ä³éñíó êîíñòàíòó nα  áóäåìî âèáèðàòè íà 

êîæíîìó êðîö³ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó) ³ ââåäåìî äîïîì³æíèé îïåðàòîð B  çà 
ôîðìóëàìè 

 ,        Re ( exp ( arg ) )Bv B v iB v B v AA F i f v∗
∗

′ ′′ ′= + = − [ ] , 

 Im ( exp ( arg ) ) ,      B v AA F i f v f f if∗
∗ ∗ ∗ ∗

′′ ′ ′′= = +[ ] , 

äå v  – äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ ç Y . 

Òåîðåìà. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 1. ßêùî ð³âíÿííÿ 

 2
m m m mf B f B f∗ ∗ ∗

′ ′′ ′′ ′ϕ − ϕ = λ ϕ  (20) 

ìàº âëàñíå çíà÷åííÿ 0 1λ =  êðàòíîñò³, íå âèùî¿ í³æ 1, òî ïîñë³äîâí³ñòü 

nf  çá³ãàºòüñÿ äî äåÿêî¿ ôóíêö³¿ nf∗  ³ç ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (5) çà 

íîðìîþ ïðîñòîðó Y , ïðè÷îìó â ë³í³éíîìó íàáëèæåíí³ çà nh , äå 

n n nh f f∗= − , ìàº ì³ñöå îö³íêà 

 (1 )n nh C≤ + η , (21) 

äå 

 
1 k

B F
C =

− λ
, 

kλ  – íàéáëèæ÷å äî îäèíèö³ âëàñíå çíà÷åííÿ ð³âíÿííÿ (20), ÿêîìó â³äïîâ³-

äàº âëàñíà ôóíêö³ÿ mϕ , â³äì³ííà â³ä 0 constϕ ≡ ,  

 exp ( arg )n n nAA F i f f∗η = −[ ] . (22) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîêàæåìî, ùî 

 lim 0n
n

h
→∞

= . 

Çã³äíî ç ëåìîþ 1 lim 0n
n→∞

η = . Ï³äñòàâèâøè n n nf f h∗= −  ó ïðàâó ÷àñòèíó 



75 

ð³âíîñò³ (22) ³ âèä³ëèâøè ãîëîâíó ÷àñòèíó çà nh , îäåðæèìî 

 exp ( arg ) Im ( / )n n n n nh iAA F i f h f∗
∗ ∗− = η[ ] , (23) 

äå îïóùåíî ÷ëåíè ïîðÿäêó ( )no h . Çàäà÷à ïðî çá³æí³ñòü ïîñë³äîâíèõ íàáëè-

æåíü nf  äî ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (5) çâåëàñÿ äî ïèòàííÿ ïðî ³ñíó-

âàííÿ îáìåæåíî¿ êîíñòàíòè C  ó íåð³âíîñò³ (21), òîáòî äî äîñë³äæåííÿ ñò³é-
êîñò³ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (23) â³äíîñíî çáóðåííÿ nη .  

 Àíàëîã³÷íî, ÿê ó [3], çâåäåìî çàäà÷ó (23) äî ð³âíÿííÿ íà âèçíà÷åííÿ îä-
í³º¿ ä³éñíî¿ ôóíêö³¿. Äëÿ öüîãî ââåäåìî íîâó íåâ³äîìó ôóíêö³þ 

 n
n

n

h
z

f∗
=  (24) 

³ ïîçíà÷èìî 

 Im ( ) exp ( arg ) Im ( )n nB z iAA F i f z∗
∗=[ ] [ ] . 

Òîä³ (23) íàáóäå âèãëÿäó  

 n n n n nz f B z∗
′′− = η[ ] , (25) 

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ n n nz z iz′ ′′= + . 

 Âèä³ëèâøè â (25) ä³éñíó òà óÿâíó ÷àñòèíè, îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü 

 n n n n n n nz f z f B z∗ ∗
′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′− − = η , 

 n n n n n n nz f z f B z∗ ∗
′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′+ − = η , 

ÿêà ï³ñëÿ âèëó÷åííÿ nz′  çâîäèòüñÿ äî îäíîãî ð³âíÿííÿ 

 2 Im ( )n n n n n n n nf z f B z f B z f∗ ∗ ∗ ∗
′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′+ − = η . (26) 

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ð³âíÿííÿ (23), ëåãêî ïîêàçàòè, ùî éîãî ë³âà ÷àñòèíà ïå-
ðåòâîðþºòüñÿ ó íóëü ïðè n nh if∗= . Öå îçíà÷àº, ùî ôóíêö³ÿ 0 constϕ =  º 

âëàñíîþ ôóíêö³ºþ îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ 

 2 0m m n n m n mf f B f B∗ ∗ ∗
′′ ′ ′ ′′λ ϕ + ϕ − ϕ = , (27) 

ùî â³äïîâ³äàº âëàñíîìó çíà÷åííþ 0 1λ =  ³ äîâ³ëüíîìó ðîçâ’ÿçêó nf∗  ð³âíÿí-

íÿ (5). Ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ nf∗  ç (19) ó ð³âíÿííÿ (27), ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ 

ïåðåòâîðåíü îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ (20), òîáòî ö³ äâà ð³âíÿííÿ ïîâí³ñòþ åêâ³-
âàëåíòí³. 
 ßêùî êðàòí³ñòü âëàñíîãî çíà÷åííÿ 0λ  äîð³âíþº îäèíèö³, òî çâóæåííÿ 

ë³í³éíîãî îïåðàòîðà â ë³â³é ÷àñòèí³ (26) íà ï³äïðîñò³ð ïðîñòîðó X  ç âèêëþ-
÷åííÿì ë³í³éíî¿ îáîëîíêè, íàòÿãíóòî¿ íà ôóíêö³þ 0ϕ , º íåïåðåðâíî îáîðîò-

íèì, êîëè ïðàâà ÷àñòèíà (26) îðòîãîíàëüíà äî âëàñíîãî ï³äïðîñòîðó â³äïî-
â³äíîãî ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà é ðîçì³ðí³ñòü öüîãî ï³äïðîñòîðó òåæ äîð³â-
íþº îäèíèö³.  

 Ââåäåìî îïåðàòîð 2
n n n nD u f u f B u f B u∗ ∗ ∗

′′ ′ ′ ′′= + −[ ] [ ]  ³ ñêîðèñòàºìîñÿ 

îçíà÷åííÿì ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà 

 ( , ) ( , )n nD u v u D v∗= . 

Òóò ,u v  – äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿ ç ïðîñòîðó Y . 
 ²ç (27) ìîæíà îòðèìàòè 

 2
n n n nD v f v B f v B f v∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
′ ′′ ′′ ′= + −[ ] [ ] , (28) 



76 

äå  

 n
n n n

n

Ff
B f v AA f v

f
∗ ∗∗

∗ ∗
∗

′′
′ ′′ ′′= −[ ] [ ] , 

 n
n n n

n

Ff
B f v AA f v

f
∗ ∗∗

∗ ∗
∗

′
′′ ′ ′=[ ] [ ] . 

Âðàõîâóþ÷è, ùî nf∗  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (5), ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 

ôóíêö³ÿ 0
n

Fv
f∗

=  ïåðåòâîðþº ïðàâó ÷àñòèíó (28) ó òîòîæíèé íóëü. Îòæå, 

0v  íàëåæèòü ÿäðó îïåðàòîðà nD∗ . 

Òàêèì ÷èíîì, óìîâó íåïåðåðâíî¿ îáîðîòíîñò³ îïåðàòîðà â ë³â³é ÷àñòèí³ 
(26) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 Im ( ), 0n n
n

Ff
f∗
∗

 η = 
 

. 

Îñê³ëüêè 

 Im ( ), Im exp ( arg ) ,n n n n n
n n

F Ff i f f
f f∗ ∗ ∗
∗ ∗

   η = η − =   
   

 

 Im exp ( arg ),ni
n i f e Fα

∗= η −( ) , 

òî çãàäàíó óìîâó ìîæíà çàáåçïå÷èòè âèáîðîì êîíñòàíòè nα  â îçíà÷åíí³ 

(19) ó âèãëÿä³ 

 arg exp ( arg ),n n i f F∗α = η −( ) . 

Öå äîçâîëÿº çâóçèòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1
nD−  øëÿõîì âèêëþ÷åí-

íÿ ³ç Y  ï³äïðîñòîðó, íàòÿãíóòîãî íà âëàñíó ôóíêö³þ 0v  ñïðÿæåíî¿ çàäà÷³. 

Â³äïîâ³äíî ä³ÿ ïðÿìîãî îïåðàòîðà çâóæóºòüñÿ íà ï³äïðîñò³ð ïðîñòîðó Y  ç 
âèêëþ÷åííÿì ë³í³éíî¿ îáîëîíêè, íàòÿãíóòî¿ íà âëàñíó ôóíêö³þ 0 constϕ = . 

 Äîâåäåìî ïðàâèëüí³ñòü îö³íêè (21). Âèêîðèñòîâóþ÷è (26), çàïèøåìî 

 1
n n n nz D f−

∗
′′ ≤ η , 

çâ³äêè ç âèêîðèñòàííÿì ñïåêòðàëüíî¿ íîðìè îïåðàòîðà îäåðæóºìî 

 1
1n n n

k

z f∗
′′ ≤ η

− λ
, 

äå kλ  – íàéáëèæ÷å äî îäèíèö³ âëàñíå çíà÷åííÿ ð³âíÿííÿ (20), ÿêîìó 

â³äïîâ³äàº âëàñíà ôóíêö³ÿ kϕ , â³äì³ííà â³ä 0 constϕ ≡ . 

Çã³äíî ç (24), (25) íîðìà â³äõèëåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó â³ä òî÷íîãî 
äîð³âíþº  

 n n n n nh f z Bz∗
′′= = η + . (29) 

Çâ³äñè, âèêîðèñòîâóþ÷è (29) òà åêâ³âàëåíòí³ñòü ð³âíÿíü (20) ³ (27), îòðè-
ìóºìî 

 1
1

n
n n

k

B f
h ∗ ≤ + η − λ 

. (30) 

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî íà äîâ³ëüíîìó ðîçâ’ÿçêó f∗  ð³âíÿííÿ (5) âèêîíó-
ºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 2( ) 0u F f∗ ∗σ = − ≥ , (31) 

òàê ùî ç íåð³âíîñò³ (31) ³ (30) âèïëèâàº (21). Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
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Çàóâàæåííÿ 1. Îö³íêó (21) ìîæíà ââàæàòè àïîñòåð³îðíîþ îö³íêîþ 
øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ ìåòîäó (6). Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ îö³íêó, ìîæíà îòðè-
ìàòè 

 2 1 1n n n nf f q f f+ + +− ≤ − ,  

äå  

 
1

1 1
1

k

k

q
B F

− λ
= − <

− λ +
. (32) 

Òàêèì ÷èíîì, ìåòîä (6) çá³ãàºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ ãåîìåòðè÷íî¿ ïðîãðåñ³¿ ç³ 
çíàìåííèêîì (32).  
 Îòðèìàíà îö³íêà ï³äòâåðäæóº ðåçóëüòàòè, ÿê³ îäåðæóþòüñÿ ïðè ÷èñëî-
âèõ ðîçðàõóíêàõ â îêîë³ òî÷îê ãàëóæåííÿ, äå ïîðóøóºòüñÿ ëîêàëüíà ºäè-
í³ñòü ðîçâ’ÿçê³â (áåç óðàõóâàííÿ ïîñò³éíîãî ôàçîâîãî çñóâó nα ). Ó öüîìó 

âèïàäêó âëàñíå çíà÷åííÿ kλ  ð³âíÿííÿ (20) º áëèçüêèì äî îäèíèö³, à çíà÷åí-

íÿ êîíñòàíòè Ñ  â îö³íö³ (21) áëèçüêå äî íåñê³í÷åíîñò³.  
 Çàóâàæåííÿ 2. Ó òî÷êàõ ãàëóæåííÿ îäèíèöÿ º êðàòíèì âëàñíèì çíà-
÷åííÿì. Ó öüîìó âèïàäêó çã³äíî ç [14] ìîæíà ñòâåðäæóâàòè ïðî ñëàáêó 
çá³æí³ñòü ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (6). Ïèòàííÿ ïðî ñèëüíó çá³æí³ñòü çàëèøà-
ºòüñÿ â³äêðèòèì. 
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СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ ИТЕРАЦИОННОГО МЕТОДА  
ДЛЯ ЗАДАЧИ СО СВОБОДНОЙ ФАЗОЙ С ИЗОМЕТРИЧЕСКИМ ОПЕРАТОРОМ  
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à î ïñåâäîðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ ñî ñâîáîäíîé 
ôàçîé ïðàâîé ÷àñòè â ñëó÷àå èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè, ïðèìåíåííîãî 
ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà çàäà÷è. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê âåòâëåíèÿ 
ìåòîä ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïîëó÷åíû àïîñòåðè-
îðíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. 
 
VELOCITY OF CONVERGENCE OF ITERATIVE METHOD 
FOR THE PROBLEM WITH FREE PHASE WITH ISOMETRIC OPERATOR 
 
The variational problem on pseudo-solutions of the equation with free phase in the case 
of isometric operator in Hilbert spaces is considered. The convergence of the simple 
iteration method, applied to the Euler equation of the problem, is proved. The geometric 
progression velocity of convergence of the method – without branching points – is 
established. A posteriori estimation of the convergence velocity is obtained. 
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