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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ ПО ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ТРУБАМ 
С ПРИСТЕНОЧНЫМИ ВИНТОВЫМИ ВСТАВКАМИ МЕТОДОМ R-ФУНКЦИЙ 
 

Ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñ-
òè ïî öèëèíäðè÷åñêèì òðóáàì ñ âèíòîâûìè âñòàâêàìè, ðàñïîëîæåííûìè ïî 
ïåðèìåòðó êàíàëà. Äëÿ ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê 
äâóõìåðíîé è èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà çàêðóòêè íà ôîðìèðîâàíèå 
ïðîôèëÿ ñêîðîñòè. 

 
Â ðàáîòàõ [2, 7] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ñêðó÷åííûå òðóáû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûì 

è óäîáíûì ñðåäñòâîì, ïîçâîëÿþùèì ïðèäàòü ïîòîêó æèäêîñòè âðàùàòåëü-
íîå äâèæåíèå, à â [5] ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè 
äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Îäíàêî ïðèäàòü ïîòîêó æèäêîñ-
òè âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ìîæíî òàêæå, íàïðèìåð, ðàçëè÷íûìè âèíòîâû-
ìè âñòàâêàìè â öèëèíäðè÷åñêèé êàíàë (ðèñ. 1).  

   

Рис. 1 
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé 

äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè ïî öèëèíäðè÷åñêèì êàíàëàì ñ 
ðàñïîëîæåííûìè ïî ïåðèìåòðó âèíòîâûìè âñòàâêàìè è èññëåäîâàíèå âëè-
ÿíèÿ ïàðàìåòðà çàêðóòêè íà ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è åå òàíãåíöèàëüíîé 
êîìïîíåíòû.  

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé êðóãëûé öèëèíäð ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàë-
ëåëüíûìè îñè Oz , íîðìàëèçîâàííîå óðàâíåíèå êîòîðîãî èìååò âèä 
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ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàííûì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå 

 ˆ cos sin ,x x z y z= α + α  

 ˆ sin cosy x z y z= − α + α . 

Ðàññìîòðèì íåîðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, ñâÿçàííûå ñ 
äåêàðòîâûìè ñîîòíîøåíèÿìè [5]  
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 ˆ ˆcos sinx x z y z= α − α , 

 ˆ ˆsin cos y x z y z= α + α , 

 ẑ z=  (1) 

è ñ êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè ˆ = constx , 
ˆ = =const,  consty z , èìåþùèìè âèä, ïðèâå-
äåííûé íà ðèñ. 2.  
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à òàêæå îòëè÷íûå îò íóëÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà  
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Ýòî ïîçâîëèëî â íåîðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ (1) ïî-
ëó÷èòü óðàâíåíèÿ Íàâüå – Ñòîêñà è íåðàçðûâíîñòè äâèæåíèÿ [5]: 
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Рис. 2 
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ êàê óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ ÷àñòèö 
æèäêîñòè ê òâåðäîé ñòåíêå. Ýòî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå êàê íîðìàëüíîé ê 
òâåðäîé ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ìåæäó ÷àñòèöàìè æèäêîñòè è 
áëèçëåæàùèìè òî÷êàìè ïîâåðõíîñòè, òàê è êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ îò-
íîñèòåëüíîé ñêîðîñòè, ò. å. îòñóòñòâèå ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ æèäêîñòè ïî 
ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, 

 0
∂Ω

=V . (3) 

 Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äâèæåíèÿ èìååò âèä 
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 Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòåé ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â 
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Ðàññìîòðèì îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé 
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Òàêèì îáðàçîì, îò òðåõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ (2), (3) è (5), (6) ïåðåøëè 
ê äâóõìåðíûì çàäà÷àì (7), (8), äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí 
ìåòîä Ðèòöà íà îñíîâå òåîðèè R -ôóíêöèé [3, 4]. Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäå-
ëåííîñòü îïåðàòîðîâ çàäà÷ (7), (8) äîêàçàíà â [1]. 

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ êàíàëîâ, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 3. Ñòðóêòóðà ðå-
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Рис. 3 

 Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè 
ω  ïîêàçàëè ÷òî ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïðèìåíÿòü îïåðàöèþ îòñå÷êè 

2
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4i i i i if f ω = + ϕ − ϕ + 
 

, îáåñïå÷èâàþùóþ íîðìàëèçîâàííîñòü ôóíê-

öèè ωi  â îáîáùåííîì ñìûñëå, à íå 2
0i i ifω = ∨ ϕ . 
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Ôóíêöèîíàë, ýêâèâàëåíòíûé êðàåâîé çàäà÷å (7), èìååò âèä [3] 
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Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèîííûõ ñðåäñòâ èñïîëüçîâàëèñü êóáè÷åñêèå 
ñïëàéíû ñ ðàçáèåíèåì 40×40. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ äâóõ è ÷åòûðåõ 
âèíòîâûõ âñòàâîê ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 4–6 è íà ðèñ. 7–9. 

     

 a) 
5
πα =  á) α = π  â) α = π2  

Рис. 4 

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà êàðòèíà ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôèëÿ ñêîðîñòè ïðè 

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà çàêðóòêè ,  ,  2
5
πα = π π . 

     

 a) 
5
πα =  á) α = π   â) α = π2  

Рис. 5 

Ðèñ. 5 èëëþñòðèðóåò êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ òàíãåíöèàëüíîé êîìïî-

íåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà çàêðóòêè ,  ,  2
5
πα = π π . 
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Рис. 6 
Ãðàôèêè ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôèëÿ ñêîðîñòè â ñå÷åíèè =y x  ïðèâåäåíû 

íà ðèñ. 6a (ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè â êðèâîëèíåéíûõ íå-
îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ) è ðèñ. 6á (òàíãåíöèàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà 
ñêîðîñòè). Êðèâûå 1–5 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà çàêðóòêè 

,  ,  ,  ,  2
10 5 3
π π πα = π π . 
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 a) 
5
πα =  á) α = π  â) α = π2  

Рис. 7 

Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíà êàðòèíà ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôèëÿ ñêîðîñòè ïðè 

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà çàêðóòêè ,  ,  2
5
πα = π π . 

   

 a) 
5
πα =  á) α = π   â) α = π2  

Рис. 8 

Ðèñ. 8 èëëþñòðèðóåò êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ òàíãåíöèàëüíîé êîìïî-

íåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà çàêðóòêè ,  ,  2
5
πα = π π . 
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Рис. 9 

Ãðàôèêè ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôèëÿ ñêîðîñòè â ñå÷åíèè =y x  ïðèâåäåíû 
íà ðèñ. 9a (ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè â êðèâîëèíåéíûõ íå-
îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ) è ðèñ. 9á (òàíãåíöèàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà 
ñêîðîñòè). Êðèâûå 1–5 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà çàêðóòêè 

,  ,  ,  ,  2
10 5 3
π π πα = π π . 

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî 
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî è äëÿ äâóõ âèíòîâûõ âñòàâîê è äëÿ ÷åòûðåõ ðàäèàëüíàÿ 
êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâíà íóëþ, à òàíãåíöèàëüíàÿ êîìïîíåíòà 

âåêòîðà ñêîðîñòè ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè π π< α <
3 2

. 
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МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ РУХУ НЕСТИСЛИВОЇ 
В’ЯЗКОЇ РІДИНИ В ЦИЛІНДРИЧНИХ ТРУБАХ  
ІЗ ПРИСТІНКОВИМИ ГВИНТОВИМИ ВСТАВКАМИ МЕТОДОМ R-ФУНКЦІЙ 
 
Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ðóõó â’ÿçêî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè â öèë³íäðè÷íèõ 
òðóáàõ ç ãâèíòîâèìè âñòàâêàìè, ÿê³ ðîçì³ùåí³ ïî ïåðèìåòðó êàíàëó. Äëÿ 
ëàì³íàðíî¿ òå÷³¿ òðèâèì³ðíó çàäà÷ó çâåäåíî äî äâîâèì³ðíî¿ òà äîñë³äæåíî âïëèâ 
ïàðàìåòðà çàêðóòêè íà ôîðìóâàííÿ ïðîô³ëþ øâèäêîñò³. 
 
MATHEMATICAL MODELLING AND SIMULATION OF INCOMPRESSIBLE  
VISCOUS LIQUID MOTION IN CYLINDRICAL TUBES  
HAVING PERIMETER HELICAL INSERTS BY THE R-FUNCTION METHOD 
 
In the paper the mathematical models of incompressible viscous liquid motion in the 
cylindrical tubes having perimeter helical inserts are developed. For laminar motion the 
3D problem is reduced to 2D. The influence of twisting parameter on the velocity 
profile formation is investigated. 
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