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ÓÄÊ 539.3 
 

А. В. Ясінський 
 

ІДЕНТИФІКАЦІЯ ТЕПЛОВОГО НАВАНТАЖЕННЯ І ТЕРМОНАПРУЖЕНОГО 
СТАНУ ШАРУ ЗА ПОВЕРХНЕВИМИ ДЕФОРМАЦІЯМИ 
 

Ñôîðìóëüîâàíî òà ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ³äåíòèô³êàö³¿ çàêîíó çì³íè â ÷àñ³ òåì-
ïåðàòóðè îäí³º¿ ç ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü øàðó, éîãî òåïëîâîãî òà òåðìîíà-
ïðóæåíîãî ñòàí³â çà òåìïåðàòóðîþ òà òåìïåðàòóðíèìè äåôîðìàö³ÿìè, 
â³äîìèìè íà ³íø³é ãðàíè÷í³é ïîâåðõí³. Äîñë³äæåíî êîðåêòí³ñòü îáåðíåíî¿ 
çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³, äî ÿêî¿ çâåäåíî âèõ³äíó çàäà÷ó. Ç âèêîðèñòàííÿì 
ðîçâ’ÿçêó ïðÿìî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ øàðó ïðîâåäåíî ÷èñåëüíó àïðî-
áàö³þ ìåòîäèêè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ³äåíòèô³êàö³¿. 

 
Äîñë³äæåííÿ òåïëîâîãî òà òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàí³â äåòàëåé ïðàöþ-

þ÷îãî òåïëîåíåðãîîáëàäíàííÿ ÷àñòî óñêëàäíþºòüñÿ òèì, ùî ç îãëÿäó íà 
êîíñòðóêòèâí³ ÷è òåõíîëîã³÷í³ ïðè÷èíè òåïëîâå íàâàíòàæåííÿ äåòàë³ ìîæ-
íà âèçíà÷èòè (çàì³ðÿòè) ëèøå íà ÷àñòèí³ ¿¿ ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ [9, 11]. Âíà-
ñë³äîê öüîãî â³äïîâ³äí³ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ òà òåðìîïðóæíîñò³ º íåäîîç-
íà÷åíèìè. ßêùî âèõ³äíó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ äîîçíà÷èòè ³íôîðìàö³ºþ 
ïðî ïîâåä³íêó ïàðàìåòð³â òåïëîâîãî ïðîöåñó (òåìïåðàòóðè, òåïëîâîãî ïîòî-
êó) â äåÿê³é òî÷ö³ äåòàë³, òî âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìîãî òåïëîâîãî íàâàíòàæåííÿ 
ìîæíà çâåñòè äî îáåðíåíî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ [9–11,13]. Ñë³ä çàçíà÷è-
òè, ùî îòðèìàí³ ïðè öüîìó îáåðíåí³ çàäà÷³ º íåêîðåêòíèìè [6]. ßêùî æ çà-
äà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ äîîçíà÷èòè ³íôîðìàö³ºþ ïðî ïîâåä³íêó ïàðàìåòð³â 
ìåõàí³÷íîãî ïðîöåñó (ïåðåì³ùåíü, äåôîðìàö³é, íàïðóæåíü), òî îòðèìàºìî 
îáåðíåíó çàäà÷ó òåðìîïðóæíîñò³ [2, 7, 8, 12, 14, 15]. 

Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñë³äæåííþ îáåðíåíî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³, 
äî ÿêî¿ çâîäèòüñÿ çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ çàêîíó çì³íè â ÷àñ³ òåìïåðàòóðè 
îäí³º¿ ç ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü øàðó, éîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ³ òåðìîíà-
ïðóæåíîãî ñòàíó, êîëè äîäàòêîâî â³äîìî ïîâåä³íêó â ÷àñ³ òåìïåðàòóðíèõ 
äåôîðìàö³é ³íøî¿ ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî â³ëüíèé â³ä çîâí³øíüîãî ñèëîâîãî íà-
âàíòàæåííÿ ³çîòðîïíèé îäíîð³äíèé øàð òîâùèíè h , â³äíåñåíèé äî äåêàð-
òîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxyz . Ââàæàºìî, ùî íåñòàö³îíàðíå òåìïåðàòóðíå 

ïîëå â øàð³ îäíîâèì³ðíå òà çì³íþºòüñÿ ëèøå çà òîâùèíîþ 0,z h∈ [ ] . Íåîá-
õ³äíî âèçíà÷èòè çàêîí çì³íè â ÷àñ³ òåìïåðàòóðè îäí³º¿ ç ãðàíè÷íèõ ïîâåð-
õîíü øàðó, éîãî òåìïåðàòóðíå ïîëå òà òåðìîíàïðóæåíèé ñòàí, ÿêùî â³äî-
ìîþ º çì³íà â ÷àñ³ òåìïåðàòóðè òà òåìïåðàòóðíèõ äåôîðìàö³é ³íøî¿ ãðà-
íè÷íî¿ ïîâåðõí³. Íà îñíîâ³ çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó 
ìîæíà çâåñòè äî íàñòóïíî¿: çíàéòè òåìïåðàòóðíå ïîëå â øàð³ ( , )T ρ τ , ÿêå 
çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ 

 
2

2

( , ) ( , )
,        (0,1),       0

T T∂ ρ τ ∂ ρ τ= ρ ∈ τ >
∂τ ∂ρ

, (1) 

ãðàíè÷í³ 

 1(1, ) ( ),        0T tτ = τ τ ≥ , (2) 

 (1, ) ( ),         0ε τ = ϕ τ τ ≥ , (3) 

òà ïî÷àòêîâó  

 ( ,0) ( )T fρ = ρ  (4) 

óìîâè, äå ρ  – áåçðîçì³ðíà ïðîñòîðîâà êîîðäèíàòà; h zρ = ; 2a h∗τ = τ /  – 

áåçðîçì³ðíèé ÷àñ; ∗τ  – ÷àñ; a  – êîåô³ö³ºíò òåìïåðàòóðîïðîâ³äíîñò³; 1( )t τ  – 

çàäàíà ôóíêö³ÿ çì³íè â ÷àñ³ òåìïåðàòóðè ïîâåðõí³ 1;  (1, ) (1, )xxρ = ε τ = ε τ =  
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(1, )yy= ε τ  – òåìïåðàòóðí³ äåôîðìàö³¿ (âèäîâæåííÿ) ïîâåðõí³ 1ρ =  â³äïîâ³ä-

íî ó íàïðÿìêó îñåé Ox  ³ Oy , â³äíåñåí³ äî âåëè÷èíè êîåô³ö³ºíòà ë³í³éíîãî 

òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ ;  ( )Tα ϕ τ  – çàäàíà ôóíêö³ÿ çì³íè â ÷àñ³ òåìïåðàòóð-

íèõ äåôîðìàö³é (1, );  ( )fε τ ρ  – ïî÷àòêîâèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè.  

2. Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó. Ïîêàæåìî, ùî çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåííÿ (3) 
ìîæíà âèçíà÷èòè òåìïåðàòóðó ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ øàðó 0ρ = : 

 0(0, ) ( ),        0T tτ = τ τ ≥ . (5) 

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ôóíêö³ÿ 0 ( )t τ  â³äîìà ³ ñêîðèñòàòèñÿ ïåðåòâîðåí-

íÿì Ëàïëàñà [4], òî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (1), (2), (4), (5) ìîæíà 
ïîäàòè òàê:  

 
11

0 0 0

( , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( )j j
j

T G t d G f d
τ

=

ρ τ = ρ τ − η η η + ρ τ ξ ξ ξ∑ ∫ ∫ , (6) 

äå ( , , ),  ( , ),  0,1jG G jρ τ ξ ρ η = , – â³äîì³ ôóíêö³¿ [2]. 

Ñêîðèñòàâøèñü â³äîìèìè ìåòîäàìè ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü òåðìîïðóæ-
íîñò³ äëÿ øàðó [3], â³äíîñí³ òåìïåðàòóðí³ äåôîðìàö³¿ ( , )ε ρ τ  çàïèøåìî ó 
âèãëÿä³ 

 
1

0

( , ) 1 3 (1 2 ) (1 2 ) ( , )q T dε ρ τ = + − ρ − ξ ξ τ ξ∫ ( ) , (7) 

äå 0,1q ∈ [ ]  – êîåô³ö³ºíò, ùî õàðàêòåðèçóº ð³âåíü çàêð³ïëåííÿ êðà¿â øàðó 
â³ä êóòà ïîâîðîòó. 

ßêùî ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (7) ï³äñòàâèòè âèðàç (6) äëÿ òåìïåðàòóðíîãî ïî-
ëÿ, ïðèéíÿòè 1ρ =  ³ âðàõóâàòè óìîâó (3), òî äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ 0 ( )t τ  

îòðèìàºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ Âîëüòåððà ïåðøîãî ðîäó òèïó çãîðòêè  

 
1

0 0 1 1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )t d t d f d
τ τ

τ − η η η = ϕ τ − τ − η η η − τ ξ ξ ξ∫ ∫ ∫K K K , (8) 

äå 

 2 2
0

1

( ) 2 1 3 ( 1) (1 3 ) exp ( )n

n

q q n
∞

=

η = − − − + −π η∑K ( ) , 

 2 2
1

1

( ) 2 1 3 ( 1) (1 3 ) exp ( )n

n

q q n
∞

=

η = + − − − −π η∑K ( ) , 

 2 2

1

1 3 ( 1) (1 3 )2( , ) sin exp ( )
n

n

q q
n n

n

∞

=

− − − +
τ ξ = π ξ −π τ

π ∑K . 

ßêùî ó ð³âíÿíí³ (8) ïîêëàñòè 0τ = , òî îòðèìàºìî óìîâó ïîãîäæåííÿ 
ïî÷àòêîâî¿ òåìïåðàòóðè ³ çàäàíèõ â³äíîñíèõ òåìïåðàòóðíèõ äåôîðìàö³é  

 ( )
1

0

1 3 (1 2 ) (0)q f d− − ξ ξ ξ = ϕ∫ ( ) , (9) 

âèêîíàííÿ ÿêî¿ çàáåçïå÷óº íåïåðåðâí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (8). 
Çàñòîñóâàâøè äî ð³âíÿííÿ (8) ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà 

çì³ííîþ τ , éîãî ðîçâ’ÿçîê ó ïðîñòîð³ çîáðàæåíü ïîäàìî ó âèãëÿä³ 

 0
( )

( )
( )

L s
t s

s
Φ=
ψ

, (10) 

äå 
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 1
sh 1 sh( ) ( ) ch 1 3 ch 1 2 ( )L

L
s ss s s q s t s

ss s

  Φ = ϕ − − + + − −    
 

 
( )1

0

sh 11 2 sh( ) ch 1 3 ch 1
2

ssf s q s
ss s

− ξ   − ξ − + + − −     ∫  

 sh 2(3 (1 2 ) 1) (1 3 ) ch (1 3 ) ch (1 )s q q s q s
s

− − ξ − + − ξ + + − ξ +


 

 
6

sh sh (1 ) ( ) sh
q

s s s s d
s

+ ξ − − ξ + ψ ξ ξ  
( ) , 

 1 sh( ) 6 (1 3 ) ch (1 3 )ss q q s q
s s

 ψ = + − − + 
 

, 

( ),  ( ),  0,1L
L js t s jϕ = , – çîáðàæåííÿ çà Ëàïëàñîì â³äïîâ³äíî ôóíêö³é ( )ϕ τ , 

( ),  0,1jt jτ = ; s  – ïàðàìåòð ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. 

Ùîá çíàéòè îðèã³íàë ðîçâ’ÿçêó (10), ñêîðèñòàºìîñÿ äðóãîþ òåîðåìîþ 
ðîçêëàäó òà òåîðåìîþ ïðî çãîðòêó [4]. Ç ö³ºþ ìåòîþ äîñë³äèìî êîðåí³ ð³â-
íÿííÿ  

 ( ) 0sψ = , (11) 

ïîâåä³íêà ÿêèõ çàëåæàòèìå â³ä êîåô³ö³ºíòà q . Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ôóíê-

ö³ÿ ( )sψ  º ö³ëîþ ïîðÿäêó 1/2 . Òîìó çã³äíî ç ìàëîþ òåîðåìîþ Ï³êàðà [5] 
ð³âíÿííÿ (11) ìàº çë³÷åííó ìíîæèíó êîðåí³â. 

Ç ïîäàííÿ ôóíêö³¿ ( )sψ  ó âèãëÿä³ ñòåïåíåâîãî ðÿäó 

 1

1

1 2 3(1 2 )
( )

(1 2 )!
n

n

n n q
s s

n

∞
−

=

+ + −
ψ =

+∑  

âèïëèâàº, ùî ïðè 1q =  ð³âíÿííÿ (11) ìàº îäíîêðàòíèé íóëüîâèé êîð³íü. 

×èñåëüíèé àíàë³ç ð³âíÿííÿ (11) ïîêàçóº, ùî ïðè 0, 1/3q ∈ [ )  âîíî ìàº 

çë³÷åííó ìíîæèíó êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ ïðîñòèõ êîðåí³â 2 ,  n ns n= µ =  
21,2, ,  ,  , 0,  1n n n n ni i= µ = α ± β α β > = − , äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³â-

íîñò³ ,  1,2,n n nα < β =  . Íàïðèêëàä, ïðè 1/6q =  ïåðø³ ÷îòèðè êîðåí³ ð³â-

íÿííÿ (11) º òàêèìè: 1 2 31.65 6.54 ,  1.73 12.72 ,  1.75 18.95i i iµ = + µ = + µ = + , 

4 1.75 25.21iµ = + . 

Îòæå, ïðè 0, 1/3q ∈ [ )  ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (8) ìîæíà ïî-
äàòè òàê: 

 
1

0 1 1 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )t d t d f d
τ τ

∂ ∂τ = τ − η ϕ η η − τ − η η η − ξ τ ξ ξ
∂τ ∂τ∫ ∫ ∫L L L , (12) 

äå 

 
2

1

sh2( ) 4Re
1

nn

nn

e
q

∞
µ η

=

µ
η = +

− ω∑L , 

 
2

1
1

ch 11
( ) 8Re

1
nn

n nn

q
e

q

∞
µ η

=

µ −+
η = +

− µ ω∑L , 

 
2

2
1

( , ) 4Re (1 3 (1 2 )) sh (1 3 ) sh (1 )
n

n n
nn

e q q
∞ µ τ

=

ξ τ = − − ξ µ − − µ − ξ −
ω∑L [  

 (1 3 ) sh nq− + µ ξ] , 
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2

ch sh
(1 3 ) sh 6 n n n

n n
n

q q
µ µ − µ

ω = − µ +
µ

. 

Îñê³ëüêè ,  1,2,n n nα < β =  , òî åêñïîíåíòè, ÿê³ âõîäÿòü ó ôóíêö³¿ 

( ),  ( ),  1,2j jη η =L L , ìàòèìóòü â³ä’ºìí³ àðãóìåíòè. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå, 

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè 1( ),  ( ) 0, ,  ( ) 0,1t C f Cϕ τ τ ∈ ∞ τ ∈[ ) [ ]  ³ âèêîíàíí³ óìîâè 

(9) çíàéäåíèé çà ôîðìóëîþ (12) ðîçâ’ÿçîê 0 ( ) 0,t Cτ ∈ ∞[ )  ³ çà íîðìîþ öüîãî 

ïðîñòîðó º ñò³éêèì [6] äî ìàëèõ çì³í âêàçàíèõ ôóíêö³é. 
Ïðè 1/3,1q ∈ [ )  ð³âíÿííÿ (11) ìàº îäèí ä³éñíèé äîäàòíèé ³ çë³÷åííó 

ìíîæèíó êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ êîðåí³â. ²ñíóâàííÿ ä³éñíîãî äîäàòíîãî êî-
ðåíÿ ð³âíÿííÿ (11) îçíà÷àº íàÿâí³ñòü ó âèðàçàõ äëÿ ôóíêö³é ( )ηL , 

( ),  1,2j jη =L , åêñïîíåíòè ç äîäàòíèì àðãóìåíòîì, à, îòæå, íåñò³éê³ñòü ðîç-

â’ÿçêó 0 ( )t τ  äî ìàëèõ çì³í âõ³äíèõ ôóíêö³é.  

Ïîáóäóºìî äëÿ öüîãî âèïàäêó íàáëèæåíèé ñò³éêèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿí-
íÿ (8). Äëÿ öüîãî çàì³ñòü ð³âíÿííÿ (8) ðîçãëÿíåìî δ -ðåãóëÿðèçîâàíå ð³â-
íÿííÿ [1, 6] 

 0 0 0 1 1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t d t d
τ τ

δ δδ τ + τ − η η η = ϕ τ − τ − η η η −∫ ∫K K  

 
1

0

( , ) ( ) (0),           ( , )f d f− τ ξ ξ ξ + δ δ ∈ − ∞ ∞∫ K . (13) 

Çàñòîñóâàâøè äî ð³âíÿííÿ (13) ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà [4] çà 
çì³ííîþ τ , éîãî ðîçâ’ÿçîê ó ïðîñòîð³ çîáðàæåíü çàïèøåìî òàê: 

 0

(0) sh( )
( )

( )L

f ss
s st s
s

δ

δ

δ
Φ +

=
ψ

( ) , (14) 

äå  

 1 sh( ) (6 ) (1 3 ) ch (1 3 )ss q s q s q
s s

δ
 ψ = + δ + − − + 
 

, 

0 ( )
L

t sδ( )  – çîáðàæåííÿ çà Ëàïëàñîì ôóíêö³¿ 0 ( )tδ τ . 

Äîñë³äèìî êîðåí³ ð³âíÿííÿ 

 ( ) 0sδψ =  (15) 

³ ïðîàíàë³çóºìî ìîæëèâ³ñòü âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàö³¿ δ  òàêèì ÷è-

íîì, ùîá ðîçâ’ÿçîê 0 ( )tδ τ , çíàéäåíèé ÿê îðèã³íàë çîáðàæåííÿ (14), áóâ ñò³é-

êèì äî ìàëèõ çì³í âõ³äíèõ ôóíêö³é. Çàçíà÷èìî, ùî îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (13) 
ïîâèííî ìàëî â³äð³çíÿòèñÿ â³ä âèõ³äíîãî (8), òî àáñîëþòíà âåëè÷èíà øóêà-
íîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàö³¿ ïîâèííà áóòè ì³í³ìàëüíîþ. 

Íà îñíîâ³ ìàëî¿ òåîðåìè Ï³êàðà [5] ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ð³âíÿííÿ (15) 
ìàº çë³÷åííó ìíîæèíó êîðåí³â äëÿ óñ³õ çíà÷åíü 1/3, 1q ∈ [ ]  ³ ( , )δ ∈ − ∞ ∞ .  

Ç ïîäàííÿ ôóíêö³¿ ( )sδψ  ó âèãëÿä³ ñòåïåíåâîãî ðÿäó  

 
1

1

3(1 2 )1( )
(2 1)! 2 2 (1 2 )

n

n

n qss
n n n n

∞ −

δ
=

− ψ = + + δ − + ∑  

âèïëèâàº, ùî ð³âíÿííÿ (15) ìàº íóëüîâèé êîð³íü, ÿêùî q  ³ δ  ïîâ’ÿçàí³ ì³æ 

ñîáîþ ð³âí³ñòþ 1 2 0q− + δ = . Ïðè 1/3,1q ∈ [ ]  îòðèìàíà ð³âí³ñòü ñïðàâäæó-

ºòüñÿ, ÿêùî 1/3, 0δ ∈ −[ ] . 
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ßê ïîêàçóº ÷èñåëüíèé àíàë³ç êîðåí³â ð³âíÿííÿ (15), äëÿ êîæíîãî çíà-
÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà 1/3,1q ∈ [ ]  ³ñíóþòü òàê³ çíà÷åííÿ ,  1,2i iδ =  ( 1δ =  

2 1 2(1 ) 2,  0,  q= − − δ > δ < δ/ ), ïàðàìåòðà δ , ÿê³ ðîçáèâàþòü ³íòåðâàë ( , )− ∞ ∞  
íà òðè ÷àñòèíè. 

ßêùî 1,δ ∈ −∞ δ( ] , òî ð³âíÿííÿ (15) ìàº îäèí íóëüîâèé (ïðè 1δ = δ ), 

ñê³í÷åííó ìíîæèíó êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ 2 ,  1, 2, ,n ns n m= µ =   ( nµ =  

,  , 0n n n ni= α ± β α β > ), ³ çë³÷åííó ìíîæèíó ä³éñíèõ â³ä’ºìíèõ 2
n ns = − λ , 

0,  1, 2,n n m mλ > = + +  ,  êîðåí³â. Íà ³íòåðâàë³ 1,−∞ δ( ]  ³ñíóº òàêå çíà-

÷åííÿ 1 1 1 ( )∗ ∗δ δ < δ , ùî ïðè 1
∗δ ≤ δ  âñ³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ (15) º ëèøå ä³éñíèìè 

â³ä’ºìíèìè ( 0)m = . Ïðè 1 1,∗δ ∈ δ δ( ]  äëÿ óñ³õ êîìïëåêñíèõ êîðåí³â ñïðàâ-

äæóþòüñÿ íåð³âíîñò³ ,  1,2, ,n n n mα < β =  . Òîáòî ïðè 1/3,1q ∈ [ ]  ³ 

1,δ ∈ −∞ δ( ]  ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (13) º ñò³éêèì äî ìàëèõ çì³í âõ³äíèõ ôóíê-

ö³é. Ïðè 1q =  âèõ³äíà çàäà÷à º êîðåêòíîþ, îñê³ëüêè 1 0δ = . Ïðè 1δ = δ  ðîç-
â’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (13) ìîæíà ïîäàòè òàê: 

 1
1 10 1

0

( ) (0) ( ) ( ) ( )t f d
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δ
δ δ

∂τ = δ τ + τ − η ϕ η η −
∂τ ∫L L  

 1 1
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δ δ∂− τ − η η η − ξ τ ξ ξ
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ßêùî 1 2,δ ∈ δ δ( ] , òî ð³âíÿííÿ (15), êð³ì êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ ³ ä³éñ-

íèõ â³ä’ºìíèõ êîðåí³â, ìàº ïðè 0δ ≤  îäèí, à ïðè 20 < δ ≤ δ  – äâà ä³éñí³ 

äîäàòí³ êîðåí³ 2 ,  1, 2n ns n= γ = , äå 0nγ > . Òîáòî ó öüîìó âèïàäêó ðîçâ’ÿçîê 

ð³âíÿííÿ (13) º íåñò³éêèì. 
ßêùî 2( , )δ ∈ δ + ∞ , òî ð³âíÿííÿ (15) ìàº ñê³í÷åííó ìíîæèíó êîìïëåêñ-

íî-ñïðÿæåíèõ 2 ,  1, 2, ,n ns n p= µ =  , ³ çë³÷åííó ìíîæèíó ä³éñíèõ â³ä’ºìíèõ 
2 ,  1, 2,n ns n p p= − λ = + +  , êîðåí³â. Ïðè 2δ = δ  êîðåí³ 2

1γ  ³ 2
2γ  ñï³âïàäàþòü 

(ä³éñíèé äîäàòíèé êîð³íü ñòàº äâîêðàòíèì) ³ ïåðåõîäÿòü â îäèí ³ç êîìï-

ëåêñíî-ñïðÿæåíèõ êîðåí³â 2 ,  1 pµ ≤ ≤  . Ïðè 0.42q ≥  ä³éñíèé äâîêðàòíèé 

êîð³íü çàâæäè ïåðåõîäèòü ó ïåðøèé êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèé êîð³íü 2
1µ . Ïî-

÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî 2 2 2,  ∗ ∗δ δ > δ , óñ³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ (15) º ä³éñíèìè â³ä’ºìíè-

ìè ( 0)p = . Äëÿ êîìïëåêñíîãî êîðåíÿ 2s = µ   ð³âíÿííÿ (15) ³ñíóº òàêå çíà-

÷åííÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàö³¿ 3δ = δ , ùî ïðè 2 3,δ ∈ δ δ( ]  ñïðàâäæóºòüñÿ 

íåð³âí³ñòü α ≥ β  , à ïðè 3 2, ∗δ ∈ δ δ( ] – íåð³âí³ñòü α < β  . Çâ³äñè âèïëèâàº, 

ùî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (13) ó öüîìó âèïàäêó áóäå ñò³éêèì ïðè 3( , )δ ∈ δ + ∞  ³ 
ìàòèìå âèãëÿä 
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 Ïîâåä³íêó âåëè÷èí 0,   1,2n nγ > = ; 0,   1 5n nλ > = ÷ ; , 0n nα β > , 
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êîìïëåêñíèõ 2 2( )n n niµ = α ± β  êîðåí³â ïðè 0.7q =  ³ 1, 1δ ∈ −[ ]  ïîäàíî íà 

ðèñ. 1. Ó öüîìó âèïàäêó 1 0.15δ = − , 2 0.072δ = , 3 0.133δ = . Äëÿ îñòàòî÷íîãî 
âèáîðó çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàö³¿ íåîáõ³äíî ïîð³âíÿòè âåëè÷èíè 

1δ  ³ 3δ . Ïðè 1 3δ < δ  âèáèðàºìî 1δ = δ  ³ ðîç-

â’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (13) âèçíà÷àºìî 
çà ôîðìóëîþ (16). Ïðè 1 3δ > δ  ïðèéìàºìî 

3δ = δ + ε , äå ε  – ÿê çàâãîäíî ìàëå äîäàòíå 
÷èñëî. Ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (13) ó 
öüîìó âèïàäêó âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ (17). 

Òåðìîíàïðóæåíèé ñòàí øàðó, ÿêèé â³ä-
ïîâ³äàº çíàéäåíîìó òåìïåðàòóðíîìó ïîëþ, 
âèçíà÷àºìî çà äîïîìîãîþ îñíîâíèõ ñï³ââ³ä-
íîøåíü òåðìîïðóæíîñò³ [3]. 

3. ×èñåëüíà àïðîáàö³ÿ ìåòîäèêè. Äëÿ àïðîáàö³¿ çàïðîïîíîâàíî¿ 
ìåòîäèêè ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ ³äåíòèô³êàö³¿ 
ðîçãëÿíåìî ïðÿìó çàäà÷ó òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ øàðó ïðè 0.7q =  çà 

íàñòóïíèõ òåïëîâèõ êðàéîâèõ óìîâ: 0 1 0( ) 0,  ( ) (1 ),  ( ) 0at t T e f− ττ = τ = − ρ = , äå 

0, consta T = , ³ çíàéäåìî òåìïåðàòóðí³ äåôîðìàö³¿ (1, ) (1, ) (1, )xx yyε τ = ε τ = ε τ  

ïîâåðõí³ 1ρ = . Ï³äñòàâèâøè çíàéäåí³ äåôîðìàö³¿ ÿê çàäàí³ â îáåðíåíó 

çàäà÷ó, âèçíà÷èìî òåìïåðàòóðó 0 ( )tδ τ  ïîâåðõí³ 0ρ =  ÿê ðîçâ’ÿçîê 

îáåðíåíî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³. Ïîð³âíþþ÷è 0 ( )tδ τ  ³ç çàäàíîþ ó ïðÿì³é 

çàäà÷³ òåìïåðàòóðîþ 0 ( )t τ , îö³íèìî âåëè÷èíó â³äõèëåííÿ çíàéäåíîãî 

ðîçâ’ÿçêó 0 ( )tδ τ  â³ä 0 ( )t τ . 

Ïîâåä³íêó â ÷àñ³ â³äíîñíèõ äåôîðìàö³é 

0 0( ) (1, ) (1, )xx yyT Tε τ = ε τ = ε τ / /   ãðàíè÷íî¿ ïî-

âåðõí³ 1ρ = , âèçíà÷åíèõ ç ïðÿìî¿ çàäà÷³ òåð-

ìîïðóæíîñò³ äëÿ øàðó ïðè 01,  100 Ca T= = ° , 

çîáðàæåíî íà ðèñ. 2. Àïðîêñèìóþ÷è çíàéäåí³ 
äåôîðìàö³¿ êóá³÷íèì ñïëàéíîì, äîñë³äèìî ðîç-

â’ÿçîê 0 ( )tδ τ . Ïîâåä³íêó â ÷àñ³ ðîçâ’ÿçêó 0 ( )tδ τ  

ïðè 0.137δ =  ³ â³äíîñí³é ïîõèáö³ àïðîêñèìàö³¿ 

äåôîðìàö³é 30.1 10−⋅  çîáðàæåíî íà ðèñ. 2. ßê 
áà÷èìî íà ðèñóíêó ³ ÿê ïîêàçóþòü îá÷èñëåííÿ, ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ 

àáñîëþòíîãî â³äõèëåííÿ çíàéäåíîãî ðîçâ’ÿçêó îáåðíåíî¿ çàäà÷³ 0 ( )tδ τ  â³ä 

0 ( ) 0t τ ≡  ñêëàäàº ïðèáëèçíî 0.74 C° , ùî ñâ³ä÷èòü ïðî çàäîâ³ëüíó òî÷í³ñòü, ç 

ÿêîþ çíàéäåíî öåé íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê. Êîëèâíèé õàðàêòåð êðèâî¿ 0 ( )tδ τ  

íà ðèñ. 2 çóìîâëåíèé íàÿâí³ñòþ ó âèðàç³ (17) åêñïîíåíö³àëüíî¿ ôóíêö³¿ â³ä 
êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòó. 

Âèñíîâêè. ²äåíòèô³êàö³þ íåâ³äîìîãî çàêîíó çì³íè â ÷àñ³ òåìïåðàòóðè 
îäí³º¿ ç ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü øàðó, éîãî òåïëîâîãî òà òåðìîíàïðóæåíîãî 
ñòàí³â çä³éñíåíî îïîñåðåäêîâàíî ÷åðåç ïîâåä³íêó òåìïåðàòóðè òà òåìïåðà-
òóðíèõ äåôîðìàö³é ³íøî¿ ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³. Ïîêàçàíî, ùî òî÷íèé ðîçâ’ÿ-
çîê ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ êîåô³ö³ºíòà, ÿêèé õàðàê-
òåðèçóº ð³âåíü çàêð³ïëåííÿ êðà¿â øàðó â³ä êóòà ïîâîðîòó, º íåñò³éêèì. Ó 
öüîìó âèïàäêó çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïàðàìåòðè÷íî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ ïîáóäî-
âàíî íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òà çíàéäåíî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-
ðèçàö³¿, êîëè ðîçâ’ÿçîê º ñò³éêèì.  
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ТЕПЛОВОЙ НАГРУЗКИ И ТЕРМОНАПРЯЖЕННОГО 
СОСТОЯНИЯ СЛОЯ ПО ПОВЕРХНОСТНЫМ ДЕФОРМАЦИЯМ 
 
Ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè çàêîíà èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè 
òåìïåðàòóðû îäíîé èç ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé ñëîÿ, åãî òåïëîâîãî è òåðìîíà-
ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèé ïî èçâåñòíûì íà äðóãîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè òåìïåðà-
òóðå è òåìïåðàòóðíûì äåôîðìàöèÿì. Èññëåäîâàíà êîððåêòíîñòü îáðàòíîé çà-
äà÷è òåðìîóïðóãîñòè, ê êîòîðîé ñâåäåíà èñõîäíàÿ çàäà÷à. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðå-
øåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ñëîÿ ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ àïðîáàöèÿ 
ìåòîäèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè. 
 
IDENTIFICATION OF THERMAL LOADING AND THERMAL STRESS STATE 
OF LAYER ACCORDING TO SURFACE STRAINS 
 
The problem of identification of the non-stationary one-dimensional temperature field 
as well as thermal stress state of a layer according to the temperature and thermal 
strains of one of the outer boundary surfaces is formulated and solved. It is shown that 
determination of the unknown temperature on the other boundary surface is reduced to 
the solution of inverse thermoelasticity problem. The well-posedness of the inverse 
problem is investigated. On the basis of solution to the direct thermoelasticity problem, 
the numerical verification of the proposed method of solution to the inverse problem is 
carried out. 
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