
146 ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2005. – 48, ¹ 1. – Ñ. 146-154. 

ÓÄÊ 539.3 
 
В. С. Попович, Г. Ю. Гарматій 
 
НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН ТЕРМОЧУТЛИВОЇ ПОРОЖНИСТОЇ 
КУЛІ ЗА УМОВ КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМІНУ З ДОВКІЛЛЯМ 
 

Ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ òåðìî÷óòëèâî¿ ïîðîæíèñ-
òî¿ êóë³, ÿêà êîíâåêòèâíî îáì³íþºòüñÿ òåïëîì ³ç ñåðåäîâèùàìè ë³í³éíî 
çì³ííî¿ ó ÷àñ³ òåìïåðàòóðè. Äîñë³äæåíî âïëèâ òåìïåðàòóðíî¿ çàëåæíîñò³ 
õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àëó êóë³ íà âåëè÷èíó òà õàðàêòåð ðîçïîä³ëó êîìïî-
íåíò³â íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó. 

 
 Äîñë³äæåííÿ òåðìîìåõàí³÷íîãî ñòàíó åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é, ÿê³ ïðà-
öþþòü ó ñåðåäîâèùàõ ç âèñîêèìè çì³ííèìè â ÷àñ³ òåìïåðàòóðàìè òà îäíî-
÷àñíî çàçíàþòü çíà÷íèõ ñèëîâèõ íàâàíòàæåíü íà îñíîâ³ ìîäåëåé, ùî âðà-
õîâóþòü çàëåæí³ñòü ¿õ ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê â³ä òåìïåðàòóðè 
çàëèøàºòüñÿ àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ. ßê ïîêàçàíî â [3, 9], âðàõóâàííÿ òåì-
ïåðàòóðíèõ çàëåæíîñòåé ëèøå îêðåìèõ õàðàêòåðèñòèê ³ ïðèïóùåííÿ ïðî 
ñòàë³ñòü ³íøèõ ³ñòîòíî ïîëåãøóº ðîçâ’ÿçàííÿ òàêîãî ðîäó çàäà÷, îäíàê, 
ìîæå ïðèçâåñòè äî ñóòòºâèõ ê³ëüê³ñíèõ ³ ÿê³ñíèõ ðîçá³æíîñòåé ì³æ òàê 
çíàéäåíèìè òà ðåàëüíèìè ïàðàìåòðàìè òåðìîìåõàí³÷íîãî ñòàíó ò³ëà, ùî 
ðîçãëÿäàºòüñÿ. Ó ðîáîò³ [8] ïîáóäîâàíî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê öåíòðàëüíî-ñè-
ìåòðè÷íî¿ êâàç³ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ íà îñíîâ³ ìàòåìàòè÷íî¿ 
ìîäåë³, ùî âðàõîâóº çàëåæí³ñòü óñ³õ òåðìîìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê â³ä 
òåìïåðàòóðè, òà ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ âïëèâó òåìïåðàòóðíî¿ çàëåæíîñò³ 
õàðàêòåðèñòèê íà êîìïîíåíòè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïðîñòîðó ç³ 
ñôåðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ. Òóò æå ïðîâåäåíî ïîä³áí³ äîñë³äæåííÿ äëÿ ïîðîæ-
íèñòî¿ êóë³. 
 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Âèçíà÷èìî íåñòàö³îíàðíå òåìïåðàòóðíå ïîëå t  
³ çóìîâëåíèé íèì íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïîðîæíèñòî¿ êóë³, âíóò-
ð³øí³é ðàä³óñ ÿêî¿ 1r , çîâí³øí³é – 2r , à òåïëîô³çè÷í³ (êîåô³ö³ºíò òåïëî-

ïðîâ³äíîñò³ tλ , îá’ºìíà òåïëîºìí³ñòü vc ) ³ ìåõàí³÷í³ (ìîäóëü çñóâó G , 
êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà ν , òåìïåðàòóðíèé êîåô³ö³ºíò ë³í³éíîãî ðîçøèðåííÿ 
(ÒÊËÐ) tα ) õàðàêòåðèñòèêè ¿¿ ìàòåð³àëó º ôóíêö³ÿìè òåìïåðàòóðè. Êóëÿ 

ìàº ð³âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè pt , à ¿¿ ïîâåðõí³ 1r r=  ³ 2r r=  ïå-

ðåáóâàþòü ï³ä ä³ºþ ñòàëèõ òèñê³â âåëè÷èíîþ 1p  ³ 2p  â³äïîâ³äíî. Ó ïî÷àò-

êîâèé ìîìåíò ÷àñó 0τ =  êóëÿ ïî÷èíàº êîíâåêòèâíî îáì³íþâàòèñÿ òåïëîì 
÷åðåç ïîâåðõí³ 1r r=  ³ 2r r=  ³ç çîâí³øí³ìè ñåðåäîâèùàìè, òåìïåðàòóðè 
ÿêèõ â³ä ïî÷àòêîâî ñòàëèõ çíà÷åíü ë³í³éíî çðîñòàþòü ç ÷àñîì. 
 Âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Çóìîâëåíå òàêèìè ä³ÿìè òåìïåðà-
òóðíå ïîëå ïîðîæíèñòî¿ êóë³ çíàõîäèìî ç íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ òåïëîïðî-
â³äíîñò³ [4, 5] 
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äå jα  – â³äïîâ³äíî êîåô³ö³ºíòè òåïëîîáì³íó ÷åðåç ïîâåðõí³ jr r= , jt  – ïî-

÷àòêîâ³ òåìïåðàòóðè ñåðåäîâèù, ÿê³ îìèâàþòü ö³ ïîâåðõí³, à jv  – øâèäêîñ-

ò³ çðîñòàííÿ òåìïåðàòóð öèõ ñåðåäîâèù. 
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Âèáåðåìî çà â³äë³êîâó òåìïåðàòóðó äåÿêå ¿¿ çíà÷åííÿ 0t , à çà õàðàê-

òåðíèé ðîçì³ð – òîâùèíó ñò³íêè êóë³ 0 2 1r r= − , óâåäåìî áåçðîçì³ðí³ òåì-

ïåðàòóðó 0T t t= / , êîîðäèíàòó 0rρ = /  ³ ïîäàìî õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àëó 

êóë³ ó âèãëÿä³ 0( ) ( )t T∗χ = χ χ , äå âåëè÷èíè ç ³íäåêñîì «0» ìàþòü â³äïîâ³äí³ 

ðîçì³ðíîñò³ (îïîðí³ õàðàêòåðèñòèêè), à âåëè÷èíè ç ç³ðî÷êîþ º ôóíêö³ÿìè 

áåçðîçì³ðíî¿ òåìïåðàòóðè, ïðè÷îìó 0( )ptχ = χ , à, îòæå, ( ) 1pT∗χ = , äå 

0p pT t t= / . Ïðèïóñòèìî, ùî õàðàêòåðè òåìïåðàòóðíî¿ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³-

ºíòà òåïëîïðîâ³äíîñò³ òà îá’ºìíî¿ òåïëîºìíîñò³ º áëèçüêèìè ( ( ) ( )t vT c T∗ ∗λ ≈ ), 
à òîìó êîåô³ö³ºíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñò³ ìîæíà ââàæàòè ñòàëîþ âåëè÷è-

íîþ: 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )t v t t v v t va t c t T c c T c∗ ∗= λ = λ λ ≈ λ/ /( )/ . Öå ïðèïóùåííÿ, ÿê çà-

çíà÷åíî â [10], äîáðå âèêîíóºòüñÿ äëÿ ÷èñòèõ ìåòàë³â, äåÿêèõ òåïëî³çîëÿ-
ö³éíèõ ìàòåð³àë³â ³ ãðàô³òó [1, 11]. ßêùî, êð³ì öüîãî, ââåñòè [6] áåçðîçì³ð-
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íàáóäå âèãëÿäó 
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 Çàñòîñóâàâøè äî íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ (4)–(6) ïåðåòâîðåííÿ Ê³ðõãîôà 
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îòðèìàºìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó íà çì³ííó θ : 
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j
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∂θ + − θ − + = =  ∂ρ
( ) , (9) 

 
Fo 0

0
=

θ = . (10) 

Òóò ( )T θ  – âèðàç áåçðîçì³ðíî¿ òåìïåðàòóðè ÷åðåç çì³ííó Ê³ðõãîôà θ , ÿêèé 
äëÿ êîíêðåòíî¿ òåìïåðàòóðíî¿ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà òåïëîïðîâ³äíîñò³ 

( )t T∗λ  çíàõîäÿòü ³ç ð³âíÿííÿ (7). 
 Óíàñë³äîê çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü ³ ïåðåòâîðåííÿ Ê³ðõãîôà ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ òðàíñôîðìóâàëèñÿ â ë³í³éíå ð³âíÿííÿ íà çì³ííó θ ; íåë³-
í³éíîñò³ â óìîâàõ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáì³íó çîñåðåäèëèñÿ ó âèðàçàõ øó-
êàíî¿ òåìïåðàòóðè íà ïîâåðõíÿõ êóë³ jρ = ρ ; ïî÷àòêîâà óìîâà íà çì³ííó 

Ê³ðõãîôà ñòàëà îäíîð³äíîþ. 
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 Îñòàòî÷íó ë³íåàðèçàö³þ ãðàíè÷íèõ óìîâ (9) çä³éñíèìî [7] øëÿõîì 
çàì³íè 

 ( ) (1 )
j j

j pT T
ρ=ρ ρ=ρ

θ = + θ +æ , (11) 

äå jæ  – ïîêè ùî íåâ³äîì³ ñòàë³, òîáòî çàì³ñòü ãðàíè÷íèõ óìîâ (9) ðîçãëÿíå-

ìî óìîâè 
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 ßêùî äî çàäà÷³ (8), (10), (12) çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà [2] çà 
çì³ííîþ Fo , òî îòðèìàºìî íàñòóïíó çàäà÷ó íà òðàíñôîðìàíòó çì³ííî¿ 
Ê³ðõãîôà: 
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äå Fo
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Fo,  se d s
∞

−θ = θ∫  – ïàðàìåòð ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. 

 Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (13) âèáåðåìî ó âèãëÿä³ 

 1 ch shA s B sθ = ρ + ρ
ρ

 ( ) , (15) 

ÿêèé ï³ñëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàëèõ ³íòåãðóâàííÿ A  ³ B  ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (14) 
çàïèøåìî ÿê 
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φ φ θ = + ρ ϕ ϕ
 , (16) 

äå 2 2
1 1 1 2 2 2 2 1( ) Bi ( ) Bi ( ),      , Pdx s x m s x m s x Tφ = ρ + ρ = { } , 
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m s s

s
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= − − ρ + ρ ρ − ρ( ) , 

2 1
1 2 1 1 2 2

sh ( )
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s
s s

s
∗ ∗ ρ − ρ

ϕ = ρ ρ − + ρ − ρ +[ ]  

2 1 1 1 2 2 2 1(1 Bi ) (1 Bi ) ch ( )s∗ ∗+ ρ + ρ − ρ − ρ ρ − ρ[ ] . 

Îñê³ëüêè îáèäâà äîäàíêè â ðîçâ’ÿçêó (16) º â³äíîøåííÿìè óçàãàëüíåíèõ 
ïîë³íîì³â â³äíîñíî ïàðàìåòðà s , ïðè÷îìó ïîë³íîìè çíàìåííèê³â íå ì³ñòÿòü 
â³ëüíèõ ÷ëåí³â, òî äëÿ âèêîíàííÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ìîæíà 
âèêîðèñòàòè òåîðåìó ðîçêëàäó Âàùåíêà – Çàõàð÷åíêà [6]. Çíàìåííèêè 
îáèäâîõ äðîá³â ìàþòü êîð³íü 0s =  (äëÿ çíàìåííèêà ïåðøîãî äðîáó 0s =  – 
ïðîñòèé, à äðóãîãî – äâîêðàòíèé êîð³íü) ³ áåçìåæíó ê³ëüê³ñòü ïðîñòèõ êîðå-

í³â 2 ,  n n ns i s= − µ µ = , äå nµ  º êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ 
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ÿêå îòðèìàíå ç ð³âíÿííÿ ( ) 0sϕ = . 
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 Âðàõîâóþ÷è ñêàçàíå, çíàõîäèìî, ùî 

 Pd Pd Pd
2

(0) (0) (0) Fo (0) (0)1
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T
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∞

−µ

=

 − φ µ − φ µ  ′  µ ϕ µ µ 
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1 1 1 2 2 2 2 1( ) Bi ( ) Bi ( ),     , Pd ,    0,x nx m x m x Tφ γ = ρ γ + ρ γ = γ = µ{ }{ } , 

(0) 1 ( 1) Bi ( ) ,      1,2j
j j j j jm j∗= − − ρ ρ − ρ + ρ =( ) , 
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j n j j j j n
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µ = − − ρ + ρ ρ − ρ µ

µ
( ) , 

1 2 2 1 1 1 2 2 2 1
1( ) (1 Bi ) (1 Bi ) ( )
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∗ ∗′ϕ µ = ρ ρ + ρ + ρ − ρ − ρ ρ − ρ −

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2 2 1
1 1 2 2

sin ( )
(1 Bi )(1 Bi ) n

n
n

∗ ∗ − ρ − ρ µ
− + ρ − ρ µ +

µ
]  

2
1 2 1 1 2 2 2 1 2 1(1 Bi )(1 Bi ) ( ) cos ( )n n

∗ ∗ − + ρ ρ + + ρ − ρ µ ρ − ρ ρ − ρ µ 


( ) . 

 Çíàþ÷è çì³ííó Ê³ðõãîôà, òåìïåðàòóðó çà çàäàíî¿ òåìïåðàòóðíî¿ çà-

ëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà òåïëîïðîâ³äíîñò³ ( )t T∗λ  çíàõîäèìî ç ð³âíÿííÿ (7). 
Íàïðèêëàä, ÿêùî êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³ º ë³í³éíîþ ôóíêö³ºþ òåìïå-

ðàòóðè ( ) 1 ( ),  constt pT k T T k∗λ = + − = , òî ³ç (7) îòðèìàºìî 

 1 1 2 1 pT k k T−= + θ − +( ) . (19) 

 Çíàéäåíà çì³ííà Ê³ðõãîôà (18) òî÷íî çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (8) ³ ïî÷àò-
êîâó óìîâó (10). Âîíà º ôóíêö³ºþ áåçðîçì³ðíèõ êîîðäèíàòè ρ  òà ÷àñó Fo  ³, 

êð³ì âõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³ ,  Bi ,  ,  Pd ,  j j j j pT Tρ , ì³ñòèòü äâà äîâ³ëüí³ ïàðà-

ìåòðè jæ , ÿê³ âèêîðèñòàºìî, ùîá çàäîâîëüíèòè ³ç çàäàíîþ òî÷í³ñòþ ãðàíè÷-

í³ óìîâè (9). Ï³äñòàâèâøè âèðàç òåìïåðàòóðè (19) ÷åðåç çì³ííó Ê³ðõãîôà ó 
ãðàíè÷í³ óìîâè (9), âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó âèêîíàííÿ óìîâ (12), äëÿ âèçíà-
÷åííÿ ïàðàìåòð³â jæ  îòðèìóºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü 

 
2

2
,       1,2

(1 )j

j

j

j
kρ=ρ

θ = − =
+

æ

æ
. (20) 

 Îá÷èñëåííÿ òåìïåðàòóðè ïðîâîäèìî çà ñõåìîþ: 
– äëÿ çàäàíîãî çíà÷åííÿ áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó Fo  ³ç ñèñòåìè (20) çíàõî-

äèìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â jæ ; 

– çàäàþ÷è çíà÷åííÿ ρ  ³ âðàõîâóþ÷è çíàéäåí³ çíà÷åííÿ jæ , çà ôîðìó-

ëîþ (18) îá÷èñëþºìî çíà÷åííÿ çì³ííî¿ Ê³ðõãîôà; 
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– çíàþ÷è çíà÷åííÿ çì³ííî¿ Ê³ðõãîôà θ , òåìïåðàòóðó îá÷èñëþºìî çà 
ôîðìóëîþ (19). 

ßêùî ïîâåðõíÿ 1ρ = ρ  ïîðîæíèñòî¿ êóë³ òåïëî³çîëüîâàíà ( 1 0α = , à, 

îòæå, 1Bi 0= ), òî âèðàç äëÿ îá÷èñëåííÿ çì³ííî¿ Ê³ðõãîôà çíà÷íî ñïðîùó-
ºòüñÿ ³ íàáóâàº âèãëÿäó 

 
2

1 1 2 1
2 2 2 1 22

2 2

( ) ( 2 )
Pd Fo ( )

6 2 Bi
T∗ ∗

∗

ρ − ρ ρ + ρ ρ − ρθ = + + − ρ ρ + ρ − ρ ρ
[  

 2 2 2 1 2 1
1 (1 Bi )( )( 2 )
3

∗ − − ρ ρ − ρ ρ + ρ −
]  

 
2

2
Fo12 2

2 22 2
1

( )Bi 1 Pd
( )

nn

n n n n

m
T e

∞
−µ

=

µρ  − − ρ ′  µ ϕ µ µ
∑ , (21) 

äå 1 1 1 1
1( ) sin ( ) cos ( )n n n
n

m µ = ρ − ρ µ + ρ ρ − ρ µ
µ

, 

1 2 2 1 2 2 2 1
1( ) (1 Bi ) ( )
2n

∗ ′ϕ µ = ρ ρ + ρ − ρ − ρ ρ − ρ − 
( )  

 2 12 2
2

sin ( )1 Bi n

nn

∗ ρ − ρ µ− ρ − + µµ
 

 2 1 1 2 2 2 2 12
1( ) (1 Bi ) cos ( ) n
n

∗  + ρ − ρ ρ ρ + − ρ ρ − ρ µ  
 µ 

, 

nµ  – êîðåí³ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ 

 
2

2 2 1 2
2 1

2 1 2 2

1 Bi
ctg ( )

(1 Bi )

∗

∗

− ρ + ρ ρ µ
ρ − ρ µ =

ρ − ρ − ρ µ( )
, (22) 

à 2æ  âèçíà÷àºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ (20) ïðè 2j = . 

 Äëÿ íåòåðìî÷óòëèâî¿ ïîðîæíèñòî¿ êóë³ ( ( ) 1t T∗λ = ) ç (19) îòðèìóºìî, 
ùî  

 
0j

pT T
=

= θ +
æ

. (23) 

 Íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïîðîæíèñòî¿ êóë³, ÿêà ïåðåáóâàº ó 
çíàéäåíîìó öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íîìó òåìïåðàòóðíîìó ïîë³ ïðè ñòàëèõ 
òèñêàõ jp  íà ïîâåðõíÿõ ,  1,2j jρ = ρ = , âèçíà÷àºòüñÿ [8] áåçðîçì³ðíèìè ðà-

ä³àëüíèì ïåðåì³ùåííÿì 0 0 0u u t= α/ , ðàä³àëüíèì íàïðóæåííÿì ρσ =  

0 0 02r G t= σ α/  ³ êîëîâèì íàïðóæåííÿì 0 0 02G tϕ ϕϕσ = σ α/ , ïðè÷îìó 

 
0 0 0

,           ,           k k k
k k k

u u
∞ ∞ ∞

ρ ρ ϕ ϕ
= = =

= σ = σ σ = σ∑ ∑ ∑ , (24) 

äå ÷ëåíè ðÿä³â (24) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 

 2
0 10 20 ( )u c c H−= ρ + ρ + ρ( ) , 

 2 ( 1) 2 ( 1)
1 2 0 3

1 ( ) ( ) ,      1
3

k k
k k ku c c H H k− − − −= ρ + ρ − ρ ρ − ρ ρ ≥[ ] , 

 3
0 10 20( ) ( ) 2 ( ( ))G T T c c H∗ −

ρσ = ν − ρ + ρ[ ] , 

 3
0 10 20( ) ( ) ( ( )) ( )G T T c c H T∗ − ∗

ϕσ = ν + ρ + ρ − Φ[ ], 
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 ( 1) 3 ( 1)
1 0 2 3( ) ( ) ( ) 3 2 ( ) 3k k

k k kG T T c H c H∗ − − −
ρσ = ν − ρ − ρ + ρ/ /( ) ( )[ ] , 

 ( 1) 3 ( 1)
1 0 2 3( ) ( ) ( ) 3 ( ) 3k k

k k kG T T c H c H∗ − − −
ϕσ = ν − ρ + ρ + ρ/ /( ) ( )[ ] , (25) 

 

1

21 ( ) 1 ( )
( ) ( ) ,   ( ) ,   ( ) ( , Fo)

1 ( ) 1 2 ( )
p

T

T

T T
T T dT T H d

T T

ρ
∗ ∗ ∗

ρ

+ ν + νΦ = α ν = ρ = ξ Φ ξ ξ
− ν − ν∫ ∫ , 

 

1

( 1)
1( ) ( , Fo)k m

m kH f d
ρ

−
−

ρ

ρ = ξ ξ ξ∫ , 

 1 1
1( ,Fo) ( ) 2 ( ) ( )k k

k

u u
f T m T T∗− −

−
∂ ρ = ψ + − Φ ∂ρ ρ 

, 

 

( )
( )

1 2 ( )1 ( )
( ) ln ( ) ,      ( )

1 2 ( ) 1 ( )
( )

1 2 ( )

T
G T

TT
T G T m T

T T
G T

T

∗

∗

∗

ν∂   ∂ρ − ν − ν∂   ψ = =  ∂ρ − ν − ν  ∂     ∂ρ − ν 

,  

 
33 3 3 3
2 11 1 2 2 1 2 1 2 2 1

10 20 1

( )
,    ,    

2
k

k

BB B B B
c c c −ρρ − ρ ρ ρ ν − ν

= = − = −
∆ ∆ ∆

, 

 
3 3

31 1 2 1 1 2
2 1 2 2 2

1 2
,   ,   2 ( )

2
k

k

B p p
c B B H

G G
−−ν ρ ρ

= − = − = ρ ρ −
∆

, 

 3 3
1 1 2 2 ,     ( ) ,     ( )

i i
i iT G G T∗

ρ=ρ ρ=ρ
∆ = ν ρ − ν ρ ν = ν = , 

 ( 1) 3 ( 1)
1 2 0 2 2 3 2

1 ( ) 2 ( )
3

k k
kB H H− − −

− = ν ρ + ρ ρ[ ] . 

×èñëîâå äîñë³äæåííÿ. Äîñë³äæåíî òåìïåðàòóðíå ïîëå òà çóìîâëåíèé 
íèì íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïîðîæíèñòî¿ êóë³ ó âèïàäêó, êîëè 
âíóòð³øíÿ ïîâåðõíÿ òåïëî³çîëüîâàíà, à ÷åðåç çîâí³øíþ â³äáóâàºòüñÿ êîí-
âåêòèâíèé òåïëîîáì³í ³ç ñåðåäîâèùåì ñòàëî¿ òåìïåðàòóðè. Ðîçãëÿíóòî âè-
ïàäêè íàÿâíîñò³ òà â³äñóòíîñò³ ñèëîâèõ íàâàíòàæåíü íà ïîâåðõíÿõ. Çà ìà-
òåð³àë âèáðàíî ñòàëü, êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³, òåìïåðàòóðíèé êîåô³ö³-
ºíò ë³í³éíîãî ðîçøèðåííÿ ³ êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà ÿêî¿ º ë³í³éíèìè, à ìîäóëü 
çñóâó – êâàäðàòè÷íîþ ôóíêö³ÿìè òåìïåðàòóðè:  

0( ) (1 ( ))t t pt k T Tλ = λ + −  [Âò/(ì ⋅ K)],  0( ) (1 ( ))pt k T Tαα = α + −  [K-1], 

0( ) (1 ( ))pt k T Tνν = ν + − ,  2
0 1 1( ) (1 ( ) ( ) )G p G pG t G k T T k T T= − − − −  [ÌÏà],  

äå  6
0 0 041.51, 0.3, 17.08 10 , 0.77, 0.4, 0.2     t k k k−

α νλ = = − α = ⋅ = ν = = − , 
5

0 1 20.74 10 ,  0.46,  0.56G GG k k= ⋅ = − = − . Ïî÷àòêîâà òåìïåðàòóðà 273Kpt = , 

òåìïåðàòóðà ñåðåäîâèùà 0 673Kpt t= = .  

 Íà ðèñ. 1–10 ñóö³ëüíèìè ë³í³ÿìè çîáðàæåíî ðîçïîä³ëè òåìïåðàòóðè, 
ïåðåì³ùåíü ÷è íàïðóæåíü ïðè çàëåæíèõ â³ä òåìïåðàòóðè âñ³õ õàðàêòåðèñ-
òèêàõ, øòðèõîâèìè – çà ñòàëèõ õàðàêòåðèñòèê, ÿê³ äîð³âíþþòü îïîðíèì, à 
³íø³ êðèâ³ çîáðàæàþòü ö³ ðîçïîä³ëè ïðè íåõòóâàíí³ çàëåæí³ñòþ â³ä òåìïå-
ðàòóðè îêðåìî¿ õàðàêòåðèñòèêè (ïîçíà÷åíî íà ðèñóíêó). 
 Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë áåçðîçì³ðíî¿ òåìïåðàòóðè ïî òîâùèí³ ñò³í-
êè êóë³ äëÿ ð³çíèõ ìîìåíò³â ÷àñó. Áà÷èìî, ùî ç³ çá³ëüøåííÿì Fo  ãðàä³ºíò 
òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ çìåíøóºòüñÿ ³ òåìïåðàòóðà ïðÿìóº äî ð³âíîì³ðíîãî 
ðîçïîä³ëó. Òåìïåðàòóðà â íåòåðìî÷óòëèâ³é êóë³ ïåðåâèùóº òåìïåðàòóðó â 
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òåðìî÷óòëèâ³é. Ìàêñèìàëüíà ðîçá³æí³ñòü ì³æ öèìè òåìïåðàòóðàìè ñêëàäàº 
3%. Ö³ òà îïèñàí³ äàëüøå äîñë³äæåííÿ ïðîâåäåí³ äëÿ Bi 1= . Çì³íó â ÷àñ³ 
òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü ïîêàçàíî íà ðèñ. 2 ³ 3. ¯õ çíà÷åííÿ â³ä ïî÷àòêîâî 
íóëüîâèõ çðîñòàþòü, ïðè Fo 0.24≈  äîñÿãàþòü ñâîãî ìàêñèìóìó, à â ïîäàëü-
øîìó, êîëè ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè íàáëèæàºòüñÿ äî ð³âíîì³ðíîãî, ïðÿìóþòü 
äî íóëÿ. 

1 1.2 1.4 1.6 1.8
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0.6
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T
Fo = 3

ρ
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0.24 0.01

Bi = 1

  0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
σρ

Fo

Bi = 1, ρ = 1.5

 

 Рис. 1 Рис. 2 
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λ − const
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 Рис. 3 Рис. 4 
Äîñë³äæåííÿ âïëèâó òåìïåðàòóðíèõ çàëåæíîñòåé õàðàêòåðèñòèê ìàòå-

ð³àëó íà âåëè÷èíó òà õàðàêòåð ðîçïîä³ëó êîìïîíåíò³â íàïðóæåíî-äåôîðìî-
âàíîãî ñòàíó ïðîâåäåíî äëÿ ÷àñó Fo 1= , ïðè ÿêîìó ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè 
ìàº íåçíà÷íèé ãðàä³ºíò. 
 ßê âèäíî íà ðèñ. 4, íåõòóâàííÿ òåìïåðàòóðíîþ çàëåæí³ñòþ êîåô³ö³ºíòà 
Ïóàññîíà ÷è ìîäóëÿ çñóâó ïðàêòè÷íî íå âïëèâàº íà ðîçïîä³ë ïåðåì³ùåíü. 
Íåâðàõóâàííÿ òåìïåðàòóðíî¿ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà òåïëîïðîâ³äíîñò³ 
ñïðè÷èíÿº íåçíà÷íå ( ≈ 3%) çðîñòàííÿ ïåðåì³ùåíü, à íåâðàõóâàííÿ òåìïåðà-
òóðíî¿ çàëåæíîñò³ ÒÊËÐ ïðèçâîäèòü äî ñóòòºâîãî çìåíøåííÿ ïåðåì³ùåíü 
( ≈ 15% íà çîâí³øí³é ïîâåðõí³, äå âîíî º íàéá³ëüøèì). 
 Ð³âåíü ïåðåì³ùåíü ó íåòåðìî÷óòëèâ³é êóë³ º íèæ÷èì, í³æ ¿õí³é ð³âåíü 
ó òåðìî÷óòëèâ³é. Ìàêñèìàëüíà ðîçá³æí³ñòü ì³æ ¿õ çíà÷åííÿìè ìàº ì³ñöå íà 
ïîâåðõí³ íàãð³âó ³ ñòàíîâèòü 13%. 
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 Рис. 5 Рис. 6 
 Ð³âåíü íàïðóæåíü íåòåðìî÷óòëèâî¿ êóë³ (ðèñ. 5, 6) ïåðåâèùóº â³äïîâ³ä-
íèé ð³âåíü íàïðóæåíü ó òåðìî÷óòëèâ³é. Ìàêñèìóì öüîãî ïåðåâèùåííÿ äëÿ 



153 

íàïðóæåíü ρσ  ³ ϕσ  ñòàíîâèòü 8%. Íåõòóâàííÿ òåìïåðàòóðíîþ çàëåæí³ñòþ 

óñ³õ ÷è îêðåìî¿ õàðàêòåðèñòèêè íå çì³íþº ÿê³ñíî¿ êàðòèíè ðîçïîä³ëó íà-
ïðóæåíü, àëå ïðèçâîäèòü äî ê³ëüê³ñíèõ ¿õ ðîçá³æíîñòåé. Íåâðàõóâàííÿ òåì-
ïåðàòóðíî¿ çàëåæíîñò³ ìîäóëÿ çñóâó ÷è êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà ñïðè÷èíÿº 
çàâèùåííÿ, à êîåô³ö³ºíòà òåïëîïðîâ³äíîñò³ ÷è ÒÊËÐ – çàíèæåííÿ ð³âíÿ 
íàïðóæåíü. Ìàêñèìàëüíà ðîçá³æí³ñòü ì³æ íàïðóæåííÿìè, îá÷èñëåíèìè ïðè 
âñ³õ çàëåæíèõ â³ä òåìïåðàòóðè õàðàêòåðèñòèêàõ, ³ íàïðóæåííÿìè, îá-
÷èñëåíèìè çà ñòàëîãî ìîäóëÿ çñóâó, ñòàíîâèòü 48%, çà ñòàëîãî êîåô³ö³ºíòà 
Ïóàññîíà – 11%, çà ñòàëîãî ÒÊËÐ – 25%, çà ñòàëîãî êîåô³ö³ºíòà òåïëîïðî-
â³äíîñò³ – 11%. 
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 Рис. 7 Рис. 8 
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 Рис. 9 Рис. 10 

 Íà ðèñ. 7–10 ïîêàçàíî ðîçïîä³ëè íàïðóæåíü ó òåðìî÷óòëèâ³é ³ íåòåð-
ìî÷óòëèâ³é êóëÿõ çà îäíî÷àñíîãî ¿õ íàãð³âàííÿ ³ íàâàíòàæåííÿ òèñêîì îä-
íî¿ ç ïîâåðõîíü. Íàÿâí³ñòü íàâàíòàæåííÿ ÿê íà âíóòð³øí³é, òàê ³ íà çîâ-
í³øí³é ïîâåðõíÿõ ê³ëüê³ñíî òà ÿê³ñíî çì³íþº êàðòèíó ðàä³àëüíèõ íàïðó-
æåíü (ðèñ. 7, 8). Íàÿâí³ñòü íàâàíòàæåííÿ âíóòð³øíüî¿ ïîâåðõí³ çì³íþº ëè-
øå âåëè÷èíó ê³ëüöåâèõ íàïðóæåíü, à íàÿâí³ñòü íàâàíòàæåííÿ çîâí³øíüî¿ – 
çì³íþº ¿¿ êàðòèíó ðîçïîä³ëó ÿê³ñíî òà ê³ëüê³ñíî. Íàâàíòàæåííÿ çîâí³øíüî¿ 
ïîâåðõí³ (ïîâåðõí³ íàãð³âó) âèêëèêàº á³ëüøó ðîçá³æí³ñòü ì³æ òåìïåðàòóð-
íèìè íàïðóæåííÿìè â òåðìî÷óòëèâ³é ³ íåòåðìî÷óòëèâ³é êóëÿõ, í³æ ðîçá³æ-
í³ñòü ì³æ öèìè íàïðóæåííÿìè ïðè àíàëîã³÷íîìó íàâàíòàæåíí³ âíóòð³øíüî¿ 
ïîâåðõí³. 
 Ç ïðîâåäåíîãî àíàë³çó ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî â ðåçóëüòàò³ äî-
ñë³äæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òåðìî÷óòëèâèõ ò³ë íà îñíîâ³ 
ñïðîùåíèõ çà ðàõóíîê íåõòóâàííÿ òåìïåðàòóðíîþ çàëåæí³ñòþ îêðåìèõ 
õàðàêòåðèñòèê ìîäåëåé ìîæíà îòðèìàòè ¿õ ðîçïîä³ëè, ÿê³ ñóòòºâî â³äð³ç-
íÿþòüñÿ â³ä ³ñòèííèõ. 
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НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ ТЕРМОЧУВСТВИТЕЛЬНОГО ПОЛОГО 
ШАРА ПРИ УСЛОВИЯХ КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМЕНА С ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДОЙ 
 
Ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òåðìî÷óâñòâèòåëüíîãî ïîëîãî 
øàðà, êîòîðûé êîíâåêòèâíî îáìåíèâàåòñÿ òåïëîì ñî ñðåäàìè ëèíåéíî èçìåíÿ-
þùåéñÿ âî âðåìåíè òåìïåðàòóðû. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå òåìïåðàòóðíîé çàâèñè-
ìîñòè õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà øàðà íà âåëè÷èíó è õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ 
êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. 
 
STRESS-STRAIN STATE OF THERMOSENSITIVE SHALLOW SPHERE 
UNDER CONVECTIVE HEAT EXCHANGE WITH ENVIRONMENT 
 
The solution to the heat conduction problem for a thermosensitive shallow sphere, where 
the convective heat exchange with environment (of linearly time-varying temperature) 
take place, is constructed. The influence of temperature dependence of sphere material 
characteristics on the value and character of distribution of stressed-strained state 
components is studied.  
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