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ДИСИПАТИВНИЙ РОЗІГРІВ В’ЯЗКОПРУЖНИХ ЦИЛІНДРА  
ТА ШАРУ, ЗУМОВЛЕНИЙ УСТАЛЕНИМ РУХОМ ДОВІЛЬНОГО  
НАВАНТАЖЕННЯ ПО ЇХНІХ ПОВЕРХНЯХ 
 

Ðîçãëÿíóòî ïëîñêó êâàç³ñòàòè÷íó çàäà÷ó ïðî ñòàö³îíàðí³ êîëèâàííÿ ³ äèñè-
ïàòèâíèé ðîç³ãð³â â’ÿçêîïðóæíèõ öèë³íäðà òà øàðó ïðè ïîë³ãàðìîí³÷íîìó 
äåôîðìóâàíí³, çóìîâëåíîìó óñòàëåíèì ðóõîì äîâ³ëüíîãî íàâàíòàæåííÿ ïî ¿õ-
í³õ ïîâåðõíÿõ. Îòðèìàíî àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ â ðàìêàõ ë³í³éíî¿ 
òåîð³¿, êîëè âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó íå çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè, à êîåô³-
ö³ºíò Ïóàññîíà ïðèéíÿòî ñòàëîþ ä³éñíîþ âåëè÷èíîþ. Íà îñíîâ³ ÷èñëîâèõ ðå-
çóëüòàò³â äîñë³äæåíî âïëèâ ãîëîâíèõ ôàêòîð³â (ãåîìåòðè÷íèõ õàðàêòåðèñ-
òèê, óìîâ íàâàíòàæåííÿ, òåïëîâèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ) íà òåðìîìåõàí³÷íèé 
ñòàí äîñë³äæóâàíèõ ò³ë. Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â, îòðè-
ìàíèõ ó çàäà÷³ äëÿ öèë³íäðà, ç àíàëîã³÷íèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ øàðó. 

 
Âñòóï. Ðóõîì³ ïîâåðõíåâ³ íàâàíòàæåííÿ ÷àñòî çóñòð³÷àþòüñÿ ó ð³çíèõ 

ãàëóçÿõ ñó÷àñíî¿ òåõí³êè. Îäíèì ç íàéâàæëèâ³øèõ íàâàíòàæåíü öüîãî òèïó 
º íàâàíòàæåííÿ, âèêëèêàíå êî÷åííÿì öèë³íäðà ïî æîðñòê³é îñíîâ³. Ïðè 
âðàõóâàíí³ â’ÿçêîïðóæíîñò³ ìàòåð³àëó öèë³íäðà ó çâ’ÿçêó ç öèêë³÷í³ñòþ äå-
ôîðìóâàííÿ âèíèêàº ÿâèùå ñàìîðîç³ãð³âó: òåìïåðàòóðà â öèë³íäð³ ñóòòºâî 
ï³äâèùóºòüñÿ çàâäÿêè ã³ñòåðåçèñíèì âòðàòàì â ìàòåð³àë³. Ó ðîáîòàõ [1, 2] 
îäåðæàíî àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè ñïðÿæåíî¿ çàäà÷³ ïðî ñòàö³îíàðí³ êîëèâàííÿ 
³ äèñèïàòèâíèé ðîç³ãð³â ñóö³ëüíîãî òà ïîðîæíèñòîãî öèë³íäð³â, êîëè ïî ¿õ 
ïîâåðõíÿõ ðóõàëîñü ñàìîâð³âíîâàæåíå íîðìàëüíå íàâàíòàæåííÿ. Àíàëîã³÷-
íó çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó â’ÿçêî-
ïðóæíîãî öèë³íäðà, çóìîâëåíîãî éîãî êî÷åííÿì ïî æîðñòê³é îñíîâ³, ðîçãëÿ-
íóòî â ðîáîò³ [7] ó ñïðîùåí³é ïîñòàíîâö³, êîëè â îáëàñò³ êîíòàêòó âðàõîâó-
âàëèñÿ ò³ëüêè íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ, ðîçïîä³ëåí³ çà çàêîíîì Ãåðöà. Âïëèâ 
ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü íà ðîçïîä³ë êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ïðè êî÷åíí³ öè-
ë³íäðà ïî ï³âïëîùèí³ òà ñìóç³ äîñë³äæåíî â [4–6].  

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî á³ëüø ñêëàäíó çàäà÷ó, êîëè ðóõîìå 
ïîâåðõíåâå íàâàíòàæåííÿ ìîæå áóòè äîâ³ëüíèì çà óìîâè, ùî éîãî ìîæíà 
ðîçâèíóòè â ðÿä Ôóð’º çà êóòîâîþ çì³ííîþ. Êð³ì òîãî, ðîçâ’ÿçàíî àíàëîã³÷-
íó çàäà÷ó äëÿ øàðó, êîëè îäíà ç ãðàíèöü øàðó æîðñòêî çàêð³ïëåíà, à ïî 
³íø³é ðóõàºòüñÿ äåÿêå ïåð³îäè÷íå íàâàíòàæåííÿ. Ç ì³ðêóâàíü ô³çè÷íîãî õà-
ðàêòåðó çðîçóì³ëî, ùî çàäà÷à äëÿ øàðó º ãðàíè÷íèì âèïàäêîì äåÿêî¿ â³ä-
ïîâ³äíî¿ çàäà÷³ äëÿ öèë³íäðà, êîëè éîãî òîâùèíà çìåíøóºòüñÿ äî íóëÿ ïðè 
ñòàëîìó ðàä³óñ³ àáî ðàä³óñ çá³ëüøóºòüñÿ äî íåñê³í÷åííîñò³ ïðè ñòàë³é òîâ-
ùèí³. Ó ðîáîò³ äîñë³äæåíî âïëèâ îñíîâíèõ ïàðàìåòð³â (ãåîìåòðè÷íèõ ðîçì³-
ð³â, óìîâ íàâàíòàæåííÿ, òåïëîâèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ) íà òåðìîìåõàí³÷íèé 
ñòàí öèë³íäðà òà øàðó. 

Ïîñòàíîâêà ñòàö³îíàðíî¿ êâàç³ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ ïðî ïîë³ãàðìîí³÷íå 
äåôîðìóâàííÿ ³ äèñèïàòèâíèé ðîç³ãð³â â’ÿçêîïðóæíèõ öèë³íäðà òà øàðó. 
Ó öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ( , , )r zϕ  ðîçãëÿíåìî íåñê³í÷åííî äîâãèé 

â’ÿçêîïðóæíèé íåñòèñëèâèé ïîðîæíèñòèé öèë³íäð 1 2( ,  0 2r r r≤ ≤ ≤ ϕ < π , 

)z− ∞ < < + ∞ . Âíóòð³øíÿ ãðàíèöÿ öèë³íäðà 1r r=  æîðñòêî ç’ºäíàíà ç àá-

ñîëþòíî æîðñòêîþ â³ññþ, à íà çîâí³øí³é, 2r r= , ä³º ðóõîìå íàâàíòàæåííÿ. 

Ââàæàþ÷è, ùî íàâàíòàæåííÿ çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä êîîðäèíàòè ϕ  (³ íå çàëå-
æèòü â³ä z ), áóäåìî ìàòè ïëîñêó çàäà÷ó. Òîìó â ïîëÿðí³é ñèñòåì³ êîîðäè-
íàò ( ,  )r ϕ  ðîçãëÿíåìî ê³ëüöå 1 2 ,  0 2r r r≤ ≤ ≤ ϕ < π . 

Ðîçãëÿíåìî â³äïîâ³äíó äî ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ çàäà÷ó ïðî øàð òîâ-
ùèíè h , íåîáìåæåíèé ó äâîõ íàïðÿìêàõ ( ,    0x y h− ∞ < < + ∞ ≤ ≤ , 

z− ∞ < < + ∞ ). Ó ïðèïóùåíí³ íåçàëåæíîñò³ â³ä êîîðäèíàòè z  öÿ çàäà÷à 
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çâîäèòüñÿ äî ïëîñêî¿ çàäà÷³ äëÿ ñìóãè ,    0x y h− ∞ < < + ∞ ≤ ≤ . Ãðàíèöÿ 

0y =  øàðó æîðñòêî çàêð³ïëåíà, à ãðàíèöÿ y h=  çàçíàº ä³¿ ðóõîìîãî íà-
âàíòàæåííÿ. Âêàçàí³ ïëîñê³ çàäà÷³ ïðî öèë³íäð ³ ïðî øàð áóäåìî ââàæàòè 
â³äïîâ³äíèìè îäíà îäí³é, êîëè: 1) ó öèõ çàäà÷àõ ì³æ çì³ííèìè ³ñíóº â³äïî-
â³äí³ñòü 2x rϕ = / ; 2) ïðè òàê³é â³äïîâ³äíîñò³ ì³æ çì³ííèìè ñï³âïàäàþòü íà-
âàíòàæåííÿ ó öèõ çàäà÷àõ; 3) òîâùèíè öèë³íäðà òà øàðó º îäíàêîâèìè, 

2 1h r r= − . Òîìó ââàæàºìî, ùî ó çàäà÷³ ïðî øàð ðóõîìå íàâàíòàæåííÿ ìàº 

âèãëÿä ïåð³îäè÷íî¿ ç ïåð³îäîì 22L r= π  ñèñòåìè íàâàíòàæåíü, ÿêà ðóõàºòü-

ñÿ ïî ïîâåðõí³ øàðó y h=  ó íàïðÿìêó îñ³ x  ç³ ñòàëîþ øâèäê³ñòþ V . ²ç 

â³äïîâ³äíîþ êóòîâîþ øâèäê³ñòþ 2V rω = /  òàêå æ íàâàíòàæåííÿ ðóõàºòüñÿ 

ïî ïîâåðõí³ öèë³íäðà. Òîìó ðóõîìà ñèñòåìà êîîðäèíàò ( ,  )r ϕ  ïîâ’ÿçàíà ç 

íåðóõîìîþ ( ,  )r ϕ  ñï³ââ³äíîøåííÿì tϕ = ϕ + ω . Ó çàäà÷³ ïðî øàð áóäåìî 

ïîçíà÷àòè 2R r= . Âðàõîâóþ÷è íàâåäåí³ ð³âíîñò³ äëÿ â³äïîâ³äíèõ çàäà÷, 
ðîçâèíåííÿ ó ðÿä Ôóð’º ðóõîìîãî íàâàíòàæåííÿ ìàº âèãëÿä 

 0 0
1 1

cos sin exp ( )n n n
n n

P P P n P n P P in
∞ ∞

= =

′ ′′= + ϕ + ϕ = + − ϕ∑ ∑( ) , (1) 

äå 

 n n nP P i P′ ′′= + ⋅ . 

Âðàõîâóþ÷è, ùî tϕ = ϕ + ω , â³äïîâ³äíî äî (1) çàïèøåìî 

 0 0
1 1

exp ( ) exp ( )n n
n n

P P P in P P in t
∞ ∞

= =

= + − ϕ = + − ω∑ ∑ , 

äå 

 exp ( ),        exp ( )n n n nP P in t P P in= ⋅ − ω = ⋅ − ϕ . 

Â³äì³òèìî, ùî 2 2 2 2 2 2 ( ) ( )n n n n n n n n nP P P P P P P P P ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= = + = + = + 
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ,  

ïðè÷îìó öåé âèðàç íå çàëåæèòü í³ â³ä ϕ , í³ â³ä t . Öåé ôàêò íåîáõ³äíî âðà-
õîâóâàòè ïðè îá÷èñëåíí³ äèñèïàòèâíî¿ ôóíêö³¿.  

Ç óðàõóâàííÿì âèùåíàâåäåíîãî íàïðóæåííÿ σ  ³ äåôîðìàö³¿ ε  ïîäàìî 
ó âèãëÿä³ 

 0 0
1 1

exp ( ),          exp ( )
n n

n n

in t in t
∞ ∞

= =

σ = σ + σ ⋅ − ω ε = ε + ε ⋅ − ω∑ ∑ . (2) 

Òîä³ ïîñòàíîâêà ïëîñêî¿ êâàç³ñòàòè÷íî¿ ñòàö³îíàðíî¿ çàäà÷³ ïðî ïîë³-
ãàðìîí³÷íå äåôîðìóâàííÿ ³ äèñèïàòèâíèé ðîç³ãð³â öèë³íäðà òà øàðó â ðàì-
êàõ ë³í³éíî¿ â’ÿçêîïðóæíîñò³ çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ ð³âíÿíü:  

– ð³âíÿíü ð³âíîâàãè  

 , ,
1 0r r r r rϕ ϕ ϕσ + σ + σ − σ =[ ] , 

 , , 1 2
12 0 ,     ,     0 2r r r r r r
rϕ ϕ ϕ ϕσ + σ + σ = < < ≤ ϕ < π[ ] , (3) 

 , , 0x x xy yσ + σ = , 

 , , 0,                  0 ,    y y xy x y h xσ + σ = < < − ∞ < < + ∞ ; (3′) 

– îñåðåäíåíèõ çà öèêë ð³âíÿíü òåïëîïðîâ³äíîñò³ 

 , , 1 2
1 ( ) 0,        q rr rT T D r r r r
r

 λ + + = < < 
 

, (4) 
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 , ( ) 0,          0q yyT D y y hλ + = < <  , (4′) 

äå äèñèïàòèâíà ôóíêö³ÿ  

 
2 2 2 2

1 2 12 1 2
1

1 ( ) ( ) 24
n n n n n

n

D n J n
∞

=

 ′′= ω ω σ + σ + σ − ν σ + σ 
 

∑ , (5) 

òóò äëÿ öèë³íäðà ³íäåêñè (1,  2) ( ,  )r→ ϕ , äëÿ øàðó (1,  2) ( ,  )y x→ ; 
– ê³íåìàòè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü 

 , ,
, ,

1,     ,     
2

r r
r r r r r

u u u u
u u

r r
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

+ − ε = ε = ε = +  
, (6) 

 , , , ,
1,      ,     ( )
2x x x y y y xy x y y xu u u uε = ε = ε = + ; (6′) 

– ð³âíÿíü ñòàíó (äëÿ ³çîòðîïíîãî ò³ëà): 

 2 ,      2 ,       2rr rr r rϕϕ ϕϕ ϕ ϕσ = λ∆ + µε σ = λ∆ + µε σ = µε , (7) 

 2 ,      2 ,       2xx xx yy yy xy xyσ = λ∆ + µε σ = λ∆ + µε σ = µε , (7′) 

äå âñ³ âåëè÷èíè êîìïëåêñí³, òàê ùî ,  i i′ ′′ ′ ′′λ = λ + λ µ = µ + µ ; 
– ìåõàí³÷íèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ 

 1 0,       ,     0 2ru u r rϕ= = = ≤ ϕ < π , (8) 

 2 2 2( ),        ( ),       ,    0 2r rp r q r r rϕσ = ϕ σ = ϕ = ≤ ϕ < π , (9) 

  0,       0,     x yu u y x= = = − ∞ < < + ∞ , (8′) 

 ( ),        ( ),       ,    x xyp x q x y h xσ = σ = = − ∞ < < + ∞ ; (9′) 

– òåïëîâèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ (óìîâ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáì³íó ç çîâ-
í³øí³ì ñåðåäîâèùåì) 

 , 1 0 1( ) 0,          ,      0 2q rT T T r r− λ + α − = = ≤ ϕ < π , 

 , 2 0 2( ) 0,            ,      0 2q rT T T r rλ + α − = = ≤ ϕ < π , (10) 

  , 1 0( ) 0,          0,    q yT T T y x− λ + α − = = − ∞ < < + ∞ , 

 , 2 0( ) 0,            ,    q yT T T y h xλ + α − = = − ∞ < < + ∞ . (10′) 

Òóò ³ äàë³ 0T  – òåìïåðàòóðà çîâí³øíüîãî ñåðåäîâèùà, 1 2,  α α – êîåô³ö³ºíòè 

òåïëîîáì³íó.  
Ñôîðìóëüîâàíó ñïðÿæåíó çàäà÷ó òåðìîâ’ÿçêîïðóæíîñò³ áóäåìî ðîç-

â’ÿçóâàòè ó ïðèïóùåíí³, ùî âëàñòèâîñò³ â’ÿçêîïðóæíîãî ìàòåð³àëó öèë³íä-
ðà òà øàðó íå çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè. Òîä³ âîíà ðîçïàäàºòüñÿ íà äâ³ 
îêðåì³ ë³í³éí³ çàäà÷³: çàäà÷ó ìåõàí³êè ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí 
öèë³íäðà òà øàðó òà çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç â³äîìèì äæåðåëîì òåïëà, 
ÿêå çàäàºòüñÿ äèñèïàòèâíîþ ôóíêö³ºþ. Êîæíà ç öèõ äâîõ çàäà÷ ðîçâ’ÿçó-
ºòüñÿ àíàë³òè÷íî. Êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà áóäåìî ââàæàòè ñòàëîþ ä³éñíîþ 
âåëè÷èíîþ. Ç îãëÿäó íà âèðàç äëÿ äèñèïàòèâíî¿ ôóíêö³¿ (5) ïðè îá÷èñëåíí³ 
êîìïëåêñíèõ íàïðóæåíü ìíîæíèê exp ( )in− ϕ  áóäåìî îïóñêàòè.  

 Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ìåõàí³êè. Ðîçâ’ÿçóþ÷è ìåòîäîì Ôóð’º íàâåäåíó 
âèùå ñèñòåìó ð³âíÿíü, îäåðæèìî âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü: 

0 cos sin
n n

n n ′ ′′σ = σ + σ ϕ + σ ϕ 
 ∑ , 

äå êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ìàþòü âèãëÿä  



138 

äëÿ öèë³íäðà:  

 
2 2

2 1
nn

n
r n

s sf n n   ′ ′σ = ρ − − − + α +      ρ ρ 
 

 
2 2

2 1
n

n
n

s sn n
−

−    ′+ ϕ ρ + − + − α      ρ ρ 
, 

 
2 2

2 1
nn

n
n

s sf n nϕ
   ′ ′σ = ρ − − + − + α −     ρ ρ 

 

 
2 2

2 1
n

n
n

s sn n
−

−    ′− ϕ ρ − − + − α      ρ ρ 
, 

 ( ) ( ) ,           0,1,2,n′ ′′⋅ ↔ ⋅ =  , 

 2,1 ,
2 2

( 1) 1
n n

n
r n

s sf n nϕ
,″    ′′′− σ = − ρ + − + + α +     ρ ρ 
′  

 ,
2 2

1 ,   3 4
n

n
n

s sn n
−

−    ′′′+ ϕ ρ − + + α α = − ν     ρ ρ 
; (11) 

 
1,2 ,

, ( 1) n n n n
n

n

q d p b
f

,″ ′′′− +′′′ =
∆

′
, 

 
, 1,2

,

2

( 1)
,      n n n n

n
n

p a q c r
r

,″′′′ + −′′′ϕ = ρ =
∆

′
, (12) 

 ( 1),            ( 1)n n
n na n s s n b n s s n−= + α − + = − α + + , 

 2 ( 1),        2 ( 1)n n
n nc n s s n d n s s n−= − + α + − = + + α − − , 

 
2

1

2
,        ,          0,1,2,n n n n n

r
a d b c s n

r
 ∆ = − = = 
 

 ;  (13) 

äëÿ øàðó: 

 1 1 1(3 2 ) (3 2 )
2 4 4

n
n n n n

x n nA n e e B n e eη − η − η η′ ′ ′σ = + η − α + − η − α
µ

[ ] [ ] , 

 1 1 1(1 2 ) (1 2 )
2 4 4

n
n n n n

y n nA n e e B n e eη − η − η η′ ′ ′σ = − η + α + + η + α
µ

[ ] [ ] , 

 1 1 1(1 2 ) (1 2 )
2 4 4

n
n n n n

xy n nA n e e B n e eη − η − η η′ ′′ ′′σ = − + η + α + − η + α
µ

[ ] [ ] , 

 1 1 1(3 2 ) (3 2 )
2 4 4

n
n n n n

x n nA n e e B n e eη − η − η η′′ ′′ ′′σ = + η − α + − η − α
µ

[ ] [ ] , 

 1 1 1(1 2 ) (1 2 )
2 4 4

n
n n n n

y n nA n e e B n e eη − η − η η′′ ′′ ′′σ = − η + α + + η + α
µ

[ ] [ ] , 

 1 1 1(1 2 ) (1 2 )
2 4 4

n
n n n n

xy n nA n e e B n e eη − η − η η′′ ′ ′σ = + η + α − − η + α
µ

[ ] [ ], (11′) 



139 

äå 

 
( )2,1 ,

, 12 n n n n
n

n

q d p b
A

,″ ′ ′′′− −′′′ =
µ ∆

, 

 
( )2,1,

, 12 ,        n n n n
n

n

p a q c y
B

R

,″ ′′′′ − −′′′ = η =
µ ∆

, (12′) 

 (1 2 ) ,         (1 2 )n n n n
n na e n e b e n e− ζ ζ ζ − ζ= α + + ζ = − α − − ζ , 

 (1 2 ) ,         (1 2 ) ,      n n n n
n n

hc n e e d n e e
R

ζ − ζ − ζ ζ= − ζ + α = + ζ + α ζ = , 

 2 2 2 2 22 1 (2 )n n n n
n n n n na d b c e e e n e− ζ ζ ζ ζ∆ = − = + α α + + ζ( )( )[ ] , (13′) 

à , ,
,  n np q″ ′′′′  – êîåô³ö³ºíòè ðîçâèíåíü êîíòàêòíèõ íîðìàëüíèõ ( )p x  ³ äîòè÷-

íèõ ( )q x  íàâàíòàæåíü ó ðÿäè Ôóð’º çà x Rϕ = / . 

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³. Äëÿ äîñë³äæåííÿ òåìïåðàòóð-
íîãî ïîëÿ äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó âèêîðèñòàºìî íàâåäåíó â ïåðøîìó 
ðîçä³ë³ ïîñòàíîâêó îñåðåäíåíî¿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (4), (4′), (5), 
(10), (10′). Ââåäåìî áåçðîçì³ðí³ âåëè÷èíè: 0 0,  ,  ( )y R r R T T Tη = ρ = θ = −/ / / . 

Òîä³ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (4), (4′) íàáóäóòü âèãëÿäó  

 
2

, ,
0

( ) ( ) 0R D
Tρ ρρθ + ρ ρ =

λ
, (14) 

 
2

,
0

( ) 0R D
Tηηθ + η =

λ
, (14′) 

äå íà ï³äñòàâ³ (5)  

 
1

1( , ) ( ) ( ) ( , )
4 n

n

D n J n S
∞

=

′′η ρ = ω ω η ρ∑ , (15) 

 
2 2 2 2

2 2 2
,   

1 2 12 1 2
( , ) 2

n n n n n
nS a a a

  ′ ′′η ρ = = +σ + σ + σ − ν σ + σ 
 

( ) ( ) . (16) 

Òóò ³ íàäàë³ ââàæàòèìåìî â’ÿçêîïðóæíèé ìàòåð³àë öèë³íäðà òà øàðó 
íåñòèñëèâèì, 0.5ν = . ßê ³ ðàí³øå, ³íäåêñàì 1 ³ 2 äëÿ öèë³íäðà â³äïîâ³äàþòü 
r  òà ϕ , à äëÿ øàðó – â³äïîâ³äíî y  òà x . 

Òåïëîâ³ ãðàíè÷í³ óìîâè (10), (10′) ó áåçðîçì³ðíèõ çì³ííèõ ìîæíà 
çàïèñàòè â îäíàêîâ³é ôîðì³ ( 1ρ = − ζ + η ): 

 , 1 0,      0η− θ + γ θ = η = , 

 , 2 0,         ηθ + γ θ = η = ζ , (17) 

äå 1 1 2 2,  R Rγ = α λ γ = α λ/ / . 
Íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ìåõàí³êè ïîáóäóºìî äèñèïàòèâíó ôóíêö³þ 

çà ôîðìóëàìè (15), (16). Äëÿ öüîãî, âðàõîâóþ÷è âêàçàíó â³äïîâ³äí³ñòü ³íäåê-
ñ³â, ïîäàìî ä³éñí³ òà óÿâí³ ñêëàäîâ³ òåíçîðà íàïðóæåíü äëÿ n -¿ ãàðìîí³êè ó 
âèãëÿä³ 

 1 1 1 2 2 2 12 12 12,     ,    
n n n

n n n n n n n n n n n nf f f′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′σ = α + ϕ β σ = α + ϕ β σ = α + ϕ β , 

 1 1 1 2 2 2 12 12 12,   ,   
n n n

n n n n n n n n n n n nf f f′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′σ = α + ϕ β σ = α + ϕ β σ = − α + ϕ β( ) , (18) 
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äå  

 ,         n n n n n n n n
n n

n n

p b q d p b q d
f f

′ ′′ ′′ ′− +′ ′′= =
∆ ∆

, 

 ,        n n n n n n n n
n n

n n

p a q c p a q c′ ′′ ′′ ′− +′ ′′ϕ = ϕ =
∆ ∆

. (19) 

Êð³ì òîãî, äëÿ öèë³íäðà  

 1 2 2
2 1

n
n

n
s sn n   α = ρ − − − +      ρ ρ 

, 

 2 2 2
2 1

n
n

n
s sn n−   α = ρ − + − +      ρ ρ 

, 

 12 2 2
1

n
n

n
s sn n   α = − ρ + + +      ρ ρ 

− , 

 1 2 2
2 1

n
n

n
s sn n

−
−    β = ρ + − + −      ρ ρ 

, 

 2 2 2
2 1

n
n

n
s sn n

−
−    β = − ρ − − + −      ρ ρ 

, 

 12 2 2
1

n
n

n
s sn n

−
−    β = ρ − + +      ρ ρ 

, (20) 

à äëÿ øàðó  

 1 1(1 2 ) ,       (1 2 )n n n n
n nn e e n e eη − η − η ηα = − − η − β = + η + , 

 2 2(3 2 ) ,    (3 2 )  n n n n
n nn e e n e eη − η − η ηα = − + η + β = − η − , 

 12 12(1 2 ) , ( 1 2 )    n n n n
n nn e e n e eη − η − η ηα = − + η − β = − + η − . (20′) 

Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (18), (19) îòðèìàºìî 

 
2

2 2
1 1 1 1 12

1 ( ) ( ) 2
( )

n

n n n n n n n
n

A B Cσ = α + β + α β
∆

[ ] , 

äå 

 2 22 2( ) ( ) 2n n n n n n n n n n nA p b q d b d p q p q′′ ′ ′ ′′= + + −( ) , 

 2 22 2( ) ( ) 2n n n n n n n n n n nB p a q c a c p q p q′′ ′ ′ ′′= + + −( ) , 

 2 2 2( )n n n n n n n n n n n n n n nC p a b q c d b c a d p q p q′′ ′ ′ ′′= + + + −( ) . (21) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è ó (16) îòðèìàíèé âèðàç äëÿ 
2

1

n
σ  é àíàëîã³÷í³ âèðàçè 

äëÿ 
2 2 2

2 12 1 2,  ,  
n n n n

σ σ σ + σ , ìàòèìåìî 

 2 2 2 2
1 2 12 1 2 122

1 1 1( ) 4( ) ( ) 4( )
2 2( )

n n n n n n n n n
n

S A B
= α − α + α + β − β + β +

∆ 
[ ] [ ]  

 1 2 1 2 12 12( )( ) 4n n n n n n nC
+ α − α β − β + α β 


[ ] . (22) 

Çàçíà÷èìî, ùî âåëè÷èíè ,  ,  n n nA B C  íå çàëåæàòü â³ä çì³ííî¿  ( )ρ η  ³ 

âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (21). 
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Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (14), (14′), (15), (20), (20′), 
(21), (22) îòðèìàºìî ïî÷ëåííèì ³íòåãðóâàííÿì â³äïîâ³äíîãî ðÿäó. Ç óðàõó-
âàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ (17) òåìïåðàòóðíå ïîëå äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó 
äëÿ öèë³íäðà ìàòèìå âèãëÿä 

 1 2( ) ( ) (1) (1) ln ( ) 1T T T T s s
θ ρ = ρ − + − γ γ ρ − +


( ) ( )[ ]  

 , , 1 ,1 1 lnT s sT s s T s
s

η ρ ρ
ρ+ − − + γ − +( ) ( ) ( )[ ]  

 
-1

2 , 2 1 1 2ln ( ) lns T s s s sρ
+ γ ρ ⋅ −γ − γ + γ γ


( ) ( )[ ] , (23) 

äå 

 
2

4 4 4
12

0 1

( ) 1 1( )
4 4 4( )

JRT s A
T

−′′ ω ω  ρ = − ρ + ρ + λ  ∆ 
 

 2 4 2 2 2 2 2 3 4
1 1

14 ln ( ) 4 2
2

s s B s s C− − − −  + ρ + ρ − ρ + ρ − ρ + ρ −    
( )[ ]  

 
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

0 2

( ) 12 1
4 ( ) ( 1)

n n n

n n

nJ nR n s s
T nn

∞
+ −

=

′′ ω ω   − ρ + − ρ + ρ +  λ   ∆ +
∑  

 
2

2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 12 1
( 1) ( 1)

n n n n
n

ns A s
nn n

+ − − − + −   + ρ + ρ − + ρ +    + − 
 

 2 2 2 2 2 2 2 1 2
2

1 12
( 1)

n n n n n
ns s B s

nn
− − − + − − + ρ + ρ + ρ + −  

 

 2 2 2 1 2 2 2 21 1 1
1 1

n n n n n n
ns s s C

n n n
− − + − + − − + ρ − ρ + ρ − +  

. 

Äëÿ øàðó öåé ðîçâ’ÿçîê ìàº òàêèé âèãëÿä: 

 2 1 , ,( ) ( ) (0) (0) ( ) ( 1) (0) ( )T T T T T Tη ηθ η = η + − − ζ γ γ η + + − ζ +     [ ] [ ]{  

 1
2 , 1 , 1 2 1 2( ) (0) ( )T T −

η η+ γ ζ − η − γ η ζ γ + γ + γ γ ζ⋅  ( )} , (23′) 

äå 

 
2

2 2 2
2

0 1

( )
( ) 2 (1 2 )

4 ( )
n n

n
n n

J nRT e e n A
T n

∞
− η η

=

′′ ωωη = + + − η +
λ ∆

∑ ( )[ ]{  

 2 2 22 (1 2 )n n
ne e n Bη − η+ + + + η +( )[ ]  

 2 22 (1 2 ) (1 2 )n n
ne n e n C− η η+ + η + − η[ ] } . 

Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â îá÷èñëåíü. Íà îñíîâ³ ôîðìóë äëÿ òåìïåðàòóðè äè-
ñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó öèë³íäðà òà øàðó, îäåðæàíèõ ó ïîïåðåäíüîìó ðîçä³-
ë³, ïðîâåäåìî àíàë³ç ðîçðàõóíê³â. Ïðè öüîìó çà ìîäåëü â’ÿçêîïðóæíîãî ò³ëà 
ïðèéìåìî òàêó, äëÿ ÿêî¿ êîìïëåêñíà ïîäàòëèâ³ñòü ìàº âèãëÿä [3] 

 ( ) ( )J k ik −δ′ ′′ω = − ω Φ θ ( )   (24) 

(òèïîâèé òåðìîðåîëîã³÷íî ïðîñòèé â’ÿçêîïðóæíèé ìàòåð³àë), äå  

 0 1( ) exp ( 1) 1pT T T pΦ θ = δ θ + − −[( )/ ]/{ } , 

 0 0,  1ω = ω ω ω =/ ñ-1, 71.537 10k −′ = ⋅ ì2/Í, 70.5411 10k −′′ = ⋅  ì2/Í, 

 1 87.2 C ,     109 C ,     0.067,      0.21pT T p= − ° = ° = δ = . 
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Â³äïîâ³äí³ çàäà÷³ ïðî äèñèïàòèâíèé ðîç³ãð³â öèë³íäðà òà øàðó ðîçãëÿäà-
òèìåìî çà òàêèõ óìîâ: 1) òîâùèíè öèë³íäðà òà øàðó º îäíàêîâèìè, 

2 1h r r= − ; 2) íàâàíòàæåííÿ (ïåð³îäè÷íå) íà ïðîñòîðîâîìó ïåð³îä³ 2L R= π  
îäíàêîâå â îáîõ çàäà÷àõ ç óðàõóâàííÿì â³äïîâ³äíîñò³ ì³æ çì³ííèìè ó öèõ 
çàäà÷àõ – 2x rϕ = / . Ðóõîìå ïîâåðõíåâå íàâàíòàæåííÿ ïðèéìàºìî ó ïðîñ-
òîìó âèãëÿä³: äëÿ öèë³íäðà âîíî ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ îäíàêîâèõ ÷àñòèí, îäíà 
ç ÿêèõ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà ïî äóç³ ,− ε ε[ ]  (ó ðàä³àíàõ), à äðóãà ðîçì³-
ùåíà ñèìåòðè÷íî äî ïåðøî¿ â³äíîñíî îñ³ öèë³íäðà. Öå íàâàíòàæåííÿ äëÿ 
öèë³íäðà ìàº âèãëÿä 

 2(2 ), ,     ,

0, ,     , ,r

P rε ϕ ≤ ε ϕ ± π ≤ εσ =  ε < ϕ < π − ε ϕ ∈ − π π

/

[ ]
 (25) 

(P  – ñóìàðíà ñèëà íà ,− ε ε[ ] ), à äëÿ øàðó öå º ïåð³îäè÷íà ñèñòåìà íàâàí-
òàæåíü  

 2(2 ), ,     ,

0, ,     , ,y

P r x R x R R

R x R R x R R

ε ≤ ε ± π ≤ εσ =  ε < < π − ε ∈ − π π

/

[ ]
 (25′) 

ç ïåð³îäîì 22   ( )L R R r= π = . 

Êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º íàâàíòàæåíü (25) òà (25′) º òàêèìè: 

 2 2 1
2

sin 22 ,     0,     
2n n n n n

P np p p q q n
r n −

ε′ ′ ′′ ′ ′′= = = = = ∈
π ε

 . 

Ðîçðàõóíîê çàäà÷ ìåõàí³êè ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí öèë³íä-
ðà òà øàðó òà â³äïîâ³äíèõ ¿ì çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ïðî çíàõîäæåííÿ òåì-
ïåðàòóðè äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó ïðîâåäåíî ïðè òàêèõ äàíèõ: 

 8V = ì/ñ, 1 2 10α = α = Âò/(ì2 ⋅ °Ñ), 0.15λ = Âò/(ì ⋅ °Ñ), 0 20 CT = ° . 

Íà ðèñ. 1 äëÿ âêàçàíèõ öèë³íäð³â íàâåäåíî çàëåæíîñò³ ( )θ ρ , îá÷èñëåí³ 

çà ôîðìóëàìè (23) ïðè 2 0.4r = ì, 4000P = Í/ì, 1214γ = êã/ì3, 0.05ε = , 

0.2, 0.5, 1  ðàä (êðèâ³ 1–4 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì çîâí³øíüîãî ðàä³óñà öè-

ë³íäðà 1 0,  0.1,  0.2, 0.3r =  ì).  
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Рис. 1 
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Àíàë³çóþ÷è ö³ çàëåæíîñò³, ìîæíà çðîáèòè íàñòóïí³ âèñíîâêè. Òîâùèíà 
öèë³íäðà ìàº ñóòòºâèé âïëèâ íà òåìïåðàòóðó: ïðè çá³ëüøåíí³ â³äíîñíî¿ 
òîâùèíè ( 2 1 2( )r r r− / ) çðîñòàº ÿê ñåðåäíº, òàê ³ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ òåì-
ïåðàòóðè; ïîëîæåííÿ ìàêñèìóìó äëÿ ñóö³ëüíîãî öèë³íäðà ðîçì³ùåíå ó 
öåíòð³ öèë³íäðà ³ ç³ çìåíøåííÿì òîâùèíè öèë³íäðà, à òàêîæ øèðèíè ä³ëÿí-
êè íàâàíòàæåííÿ ε  âîíî çì³ùóºòüñÿ ó íàïðÿìêó äî çîâí³øíüî¿ éîãî ãðàíè-
ö³. Õàðàêòåð çðîñòàííÿ ìàêñèìàëüíîãî òà ñåðåäíüîãî çíà÷åíü òåìïåðàòóðè 
çàëåæèòü â³ä øèðèíè ä³ëÿíêè íàâàíòàæåííÿ ε . Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî çàëåæ-
í³ñòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè öèë³íäðà â³ä éîãî â³äíîñíî¿ òîâ-
ùèíè 1 2r r/  äëÿ 0.02,  0.2ε = ðàä. Áà÷èìî, ùî ε  âïëèâàº ÿê ê³ëüê³ñíî (çìåí-
øåííÿ ε  ïðèçâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ òåìïåðàòóðè), òàê ³ ÿê³ñíî (çì³íþºòüñÿ 
íàïðÿìîê îïóêëîñò³ êðèâî¿). Öåé âïëèâ íàéá³ëüø â³ä÷óòíèé äëÿ â³äíîñíî 
òîíêèõ öèë³íäð³â (êîëè 1 2r r/  áëèçüêå äî îäèíèö³). Àíàëîã³÷í³ çàëåæíîñò³ äëÿ 

øàðó â³ä éîãî òîâùèíè 2h r/  çîáðàæåíî íà ðèñ. 3. 
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   Рис. 2 Рис. 3 

Ïîêàæåìî, ùî ðîçâ’ÿçêè â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ äëÿ öèë³íäðà òà øàðó ïðÿ-
ìóþòü îäèí äî îäíîãî ïðè çìåíøåíí³ òîâùèíè äî íóëÿ. Ç ö³ºþ ìåòîþ áóëî 
ðîçðàõîâàíî çàëåæíîñò³ òåìïåðàòóðè â³ä   ( 1 )η ρ = − ζ + η  çà ôîðìóëàìè 

(23), (23′) ïðè òèõ ñàìèõ äàíèõ, ùî é ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, çà âèíÿòêîì 
òîãî, ùî ó öüîìó âèïàäêó ïðèéìàëè 20000P = Í/ì, 0.2ε = , 1 2 1/2,  7/8r r =/ . 
Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü íàâåäåíî íà ðèñ. 4 (êðèâ³ 1 â³äïîâ³äàþòü öèë³íäðó, 
êðèâ³ 2 – øàðó).  
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Рис. 4 

Ç àíàë³çó êðèâèõ, ùî â³äïîâ³äàþòü öèë³íäðó òà øàðó ïðè ð³çíèõ çíà-
÷åííÿõ âåëè÷èíè 1 2r r/ , ìîæíà çðîáèòè òàê³ âèñíîâêè. Ó â³äïîâ³äíèõ çàäà÷àõ 
òåìïåðàòóðà äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó öèë³íäðà º á³ëüøîþ, í³æ òåìïåðàòóðà 
øàðó. Äëÿ â³äíîñíî òîíêèõ öèë³íäðà òà øàðó â³äïîâ³äí³ êðèâ³ º áëèçüêèìè 
ÿê çà ôîðìîþ (ïîëîæåííÿ ìàêñèìóìó), òàê ³ â ê³ëüê³ñíîìó â³äíîøåíí³. Äëÿ 
ìàëèõ 1 2r r/  (øàð ³ öèë³íäð ìàþòü çíà÷íó òîâùèíó) êðèâ³ á³ëüø â³äð³çíÿ-
þòüñÿ ³ ÿê³ñíî, ³ ê³ëüê³ñíî.  
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Äîñë³äèìî âïëèâ òåïëîâèõ ãðàíè÷-
íèõ óìîâ íà òåìïåðàòóðíå ïîëå öèë³íä-
ðà. Ç ö³ºþ ìåòîþ ïîáóäîâàíî êðèâ³ òåì-
ïåðàòóðíèõ ïîë³â öèë³íäðà äëÿ ð³çíèõ 
çíà÷åíü êîåô³ö³ºíòà òåïëîîáì³íó íà 
âíóòð³øí³é ãðàíèö³ öèë³íäðà ( 1α ). Íà 

ðèñ. 5 çîáðàæåíî ö³ êðèâ³ äëÿ 1 2 1 4r r =/ /  

òà  ð³çíèõ 1α  (êðèâ³ 1–4 â³äïîâ³äàþòü 

çíà÷åííÿì 1 0,  5, 10, 100α = Âò/(ì2 ⋅ °Ñ. 
Çàçíà÷èìî, ùî òåìïåðàòóðíå ïîëå äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó ÿê öèë³íä-

ðà, òàê ³ øàðó ïðîïîðö³éíå êâàäðàòó ñóìàðíî¿ ñèëè P . Öÿ îáñòàâèíà äîçâî-
ëÿº ëåãêî îòðèìàòè ãðàô³ê òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ öèë³íäðà àáî øàðó ïðè 
áóäü-ÿêîìó çíà÷åíí³ P , çíàþ÷è òåìïåðàòóðíå ïîëå ïðè ÿêîìóñü ³íøîìó 
çíà÷åíí³ P , àëå ïðè îäíàêîâèõ ³íøèõ ïàðàìåòðàõ. 

²ç íàâåäåíîãî àíàë³çó ðåçóëüòàò³â ìîæíà çðîáèòè òàê³ âèñíîâêè. Äîñòî-
â³ðí³ñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â äëÿ öèë³íäðà òà äëÿ øàðó ï³äòâåðäæóºòüñÿ 
òèì, ùî ðîçâ’ÿçêè â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ äëÿ öèë³íäðà òà øàðó ïðÿìóþòü îäèí 
äî îäíîãî ïðè çìåíøåíí³ ¿õ â³äíîñíî¿ òîâùèíè äî íóëÿ. Ç öüîãî ìîæíà 
çðîáèòè òàêèé âèñíîâîê: óñ³ òâåðäæåííÿ ïðî òåðìîìåõàí³÷íó ïîâåä³íêó 
öèë³íäðà òà øàðó ñï³âïàäàþòü, êîëè ¿õ â³äíîñíà òîâùèíà º ìàëîþ 
( 2 1 2( ) 0.25r r r− </ ). Ïîêàçàíî, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ â³äíîñíî¿ òîâùèíè 

2 1 2( )r r r− /  ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè â öèë³íäð³ òà øàð³ çðîñòàº. 
Õàðàêòåð çðîñòàííÿ çàëåæèòü â³ä âåëè÷èíè îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ 

, ,− ε ε π − ε π + ε[ ] [ ] . Ïðè öüîìó ïîëîæåííÿ ìàêñèìóìó òåìïåðàòóðè â öè-
ë³íäð³ çì³ùóºòüñÿ äî éîãî öåíòðà, ùî îñîáëèâî ïîì³òíî ïðè ðîçãëÿä³ äîñèòü 
òîâñòèõ öèë³íäð³â ( 2 1 2( ) 0.75r r r− >/ ). Äëÿ ñóö³ëüíîãî öèë³íäðà ïîëîæåííÿ 
ìàêñèìóìó ðîçòàøîâàíå ó éîãî öåíòð³. Ùî ñòîñóºòüñÿ øàðó, òî ïîëîæåííÿ 
ìàêñèìóìó ïî òîâùèí³ øàðó íå çàëåæèòü â³ä éîãî òîâùèíè. Íà ìàêñèìàëü-
íå çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ³ íà ïîëîæåííÿ ìàêñèìóìó âïëèâàº òà-
êîæ ³ øèðèíà îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ: ïðè çá³ëüøåíí³ ö³º¿ øèðèíè ìàêñè-
ìàëüíå çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ñïàäàº ³ ïîëîæåííÿ ìàêñèìóìó çì³ùóºòüñÿ 
äî öåíòðà. Ïðè çá³ëüøåíí³ ε  ïîñòóïîâî çìåíøóºòüñÿ âïëèâ öüîãî ïàðàìåò-
ðà íà ïîëîæåííÿ ìàêñèìóìó ³ ïðè çíà÷åííÿõ ε  ïîðÿäêó îäèíèö³ ³ á³ëüøå 
öüîãî âïëèâó ìàéæå íåìàº.  
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ДИССИПАТИВНЫЙ РАЗОГРЕВ ВЯЗКОУПРУГИХ ЦИЛИНДРА И СЛОЯ, ВЫЗВАННЫЙ 
УСТАНОВИВШИМСЯ ДВИЖЕНИЕМ ПРОИЗВОЛЬНОЙ НАГРУЗКИ ПО ИХ ПОВЕРХНОСТЯМ 
 
Ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ êâàçèñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à î ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèÿõ è 
äèññèïàòèâíîì ðàçîãðåâå âÿçêîóïðóãèõ öèëèíäðà è ñëîÿ ïðè ïîëèãàðìîíè÷åñêîì 
äåôîðìèðîâàíèè, âûçâàííîì óñòàíîâèâøèìñÿ äâèæåíèåì ïðîèçâîëüíîé íàãðóçêè 
ïî èõ ïîâåðõíîñòÿì. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è â ðàìêàõ ëèíåéíîé 
òåîðèè, êîãäà ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû, à êîýôôèöèåíò 
Ïóàññîíà ïðèíÿò ïîñòîÿííîé äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé. Íà îñíîâàíèè ÷èñëîâûõ 
ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíî âëèÿíèå îñíîâíûõ ôàêòîðîâ (ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê, óñëîâèé íàãðóæåíèÿ, òåïëîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé) íà òåðìîìåõàíè÷åñ-
êîå ñîñòîÿíèå óêàçàííûõ òåë. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-
÷åííûõ â çàäà÷å äëÿ öèëèíäðà, ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñëîÿ. 
 
DISSIPATIVE HEATING OF VISCOELASTIC CYLINDER AND LAYER, CAUSED 
BY STEADY-STATE MOTION OF ARBITRARY SURFACE LOADINGS 
 
The plane quasi-static problem about stationary oscillations and dissipative heating of 
viscoelastic cylinder and layer under polyharmonic deformation, caused by steady-state 
motion of arbitrary surface loadings, has been considered. Analytic solution of the 
problem has been obtained under the assumption that the material is linearly viscoelas-
tic, its characteristics don’t depend on temperature, and Poisson’s ratio is real. Basing 
on the numerical results, influence of the main factors, such as body sizes, width of 
loading area, heat boundary conditions on thermomechanical behavior of the bodies has 
been investigated. Numerical results for the cylinder and layer have been compared. 
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