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ВЗАЄМОДІЯ МІЖФАЗНИХ ТРІЩИН ІЗ ЗОНАМИ КОНТАКТУ В 
АНІЗОТРОПНОМУ БІМАТЕРІАЛІ У ПОЛІ РОЗТЯГУ ТА ЗСУВУ 
 

Ìåòîäàìè òåîð³¿ ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ ïîáóäîâàíî çàìêíåíèé ðîçâ’ÿ-
çîê ïëîñêî¿ çàäà÷³ ïðóæíîñò³ äëÿ íåñê³í÷åííî¿ àí³çîòðîïíî¿ á³ìàòåð³àëüíî¿ 
ïëîùèíè àáî ïðîñòîðó ³ç ñèñòåìîþ ì³æôàçíèõ òð³ùèí ïðè íàÿâíîñò³ ìà-
ëèõ çîí ãëàäêîãî êîíòàêòó áåðåã³â á³ëÿ âåðøèí òð³ùèí. Íà îñíîâ³ ÷èñëîâîãî 
àíàë³çó îäåðæàíîãî ðîçâ’ÿçêó, ïðîâåäåíîãî äëÿ âèïàäêó äâîõ òð³ùèí, äîñë³ä-
æåíî çàëåæíîñò³ âåëè÷èí çîí êîíòàêòó òà êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íà-
ïðóæåíü â³ä ðîçì³ð³â òð³ùèí ³ â³äñòàí³ ì³æ íèìè. 

 
 Âñòóï. Óïåðøå «êîíòàêòíà» ìîäåëü ì³æôàçíî¿ òð³ùèíè, â ÿê³é âðàõî-
âóºòüñÿ êîíòàêò áåðåã³â á³ëÿ âåðøèí òð³ùèíè, çàïðîïîíîâàíà â ðîáîò³ [14] ç 
ìåòîþ ë³êâ³äóâàòè îñöèëþþ÷³ îñîáëèâîñò³ â ïîëÿõ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü, 
ùî âèíèêàþòü ó ïðèâåðøèííèõ çîíàõ òð³ùèíè ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷³ â 
ðàìêàõ ìîäåë³ òð³ùèíè ç ïîâí³ñòþ â³äêðèòèìè áåðåãàìè. Ó áàãàòüîõ ðîáî-
òàõ çàäà÷³ äëÿ ì³æôàçíèõ òð³ùèí ç óðàõóâàííÿì çîí êîíòàêòó çâîäèëè äî 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ ðîçâ’ÿçóâàëè ÷èñåëüíî. Òà ó çâ’ÿçêó ç íåâèçíà÷å-
í³ñòþ âåëè÷èí êîíòàêòíèõ îáëàñòåé ÷èñåëüíèé àíàë³ç ñóòòºâî óñêëàäíþ-
ºòüñÿ. Òîìó áóëè ïðèéíÿò³ ñïðîáè îäåðæàòè àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè çàçíà÷å-
íèõ çàäà÷. Ïåðøèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ òð³ùèíè â íåñê³í÷åíí³é ³çî-
òðîïí³é á³ìàòåð³àëüí³é ïëîùèí³ ç óðàõóâàííÿì ò³ëüêè îäí³º¿ çîíè ãëàäêîãî 
êîíòàêòó ïðè íàâàíòàæåíí³ ðîçòÿãó òà çñóâó îäåðæàíî â [10], äå òàêîæ âè-
âåäåíî òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ äîâæèíè çîíè. Ó ðîáîò³ 
[15] îäåðæàíî äîñèòü ãðîì³çäêèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê àíàëîã³÷íî¿ çàäà÷³ ç 
óðàõóâàííÿì äâîõ çîí êîíòàêòó. Çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè ïëîñêèõ çàäà÷ äëÿ òð³-
ùèíè ç îäí³ºþ çîíîþ ãëàäêîãî êîíòàêòó â á³ìàòåð³àë³ ç àí³çîòðîïíèìè òà 
ï’ºçîåëåêòðè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ïîáóäîâàíî â ðîáîòàõ [16, 17]. Àíàë³òè÷í³ 
ðîçâ’ÿçêè ïëîñêî¿ çàäà÷³ äëÿ òð³ùèíè ç ôðèêö³éíèì êîíòàêòîì áåðåã³â 
îäåðæàíî â ðîáîòàõ [1, 8]. Îñåñèìåòðè÷íó çàäà÷ó äëÿ äèñêîïîä³áíî¿ òð³ùè-
íè ç ê³ëüöåâîþ îáëàñòþ êîíòàêòó ðîçâ’ÿçàíî â [9], à äëÿ ðîçð³çó ïî ñôåðè÷-
í³é ïîâåðõí³ – â [12, 13]. Ïëîñê³ çàäà÷³ äëÿ ñèñòåì ì³æôàçíèõ òð³ùèí ç 
ãëàäêèìè çîíàìè êîíòàêòó â ³çîòðîïíîìó òà àí³çîòðîïíîìó á³ìàòåð³àëàõ 
ðîçâ’ÿçàíî â ðîáîòàõ [4, 18, 19], äå âèâåäåíî ñèñòåìè òðàíñöåíäåíòíèõ ð³â-
íÿíü äëÿ îá÷èñëåííÿ äîâæèí çîí êîíòàêòó. Ïðè÷îìó â ðîáîò³ [4] ÿê íàâàí-
òàæåííÿ çàäàâàëè çîñåðåäæåí³ ñèëè, ïðèêëàäåí³ â äîâ³ëüíèõ òî÷êàõ á³ìàòå-
ð³àëó. Çàìêíåí³ ðîçâ’ÿçêè òàêîæ ïîáóäîâàíî ³ äëÿ ñòàö³îíàðíèõ äèíàì³÷íèõ 
ïëîñêèõ êîíòàêòíèõ çàäà÷ äëÿ ì³æôàçíèõ òð³ùèí [7, 11]. Óò³ì, íåçâàæàþ÷è 
íà çíà÷íó ê³ëüê³ñòü ðîá³ò, âçàºìîä³ÿ ê³ëüêîõ ì³æôàçíèõ òð³ùèí ó ðàìêàõ 
«êîíòàêòíî¿» ìîäåë³ íå äîñë³äæóâàëàñÿ.  

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ïîáóäîâàíî åôåêòèâíèé àëãîðèòì äëÿ îá÷èñëåí-
íÿ â³äíîñíèõ äîâæèí çîí êîíòàêòó òà êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü 
(Ê²Í) äëÿ äîâ³ëüíî¿ ñèñòåìè ì³æôàçíèõ òð³ùèí ³ç çîíàìè ãëàäêîãî êîíòàê-
òó. Îòðèìàíèé àëãîðèòì äîçâîëèâ äîñë³äèòè âïëèâ äîâæèí òð³ùèí ³ ¿õíüîãî 
âçàºìíîãî ðîçì³ùåííÿ íà Ê²Í, à òàêîæ íà äîâæèíè çîí êîíòàêòó. 

 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Çàãàëüíèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ñè-
ñòåìó òð³ùèí, ðîçì³ùåíèõ ì³æ ð³çíîð³äíèìè àí³çîòðîïíèìè ï³âïëîùèíàìè 
(ï³âïðîñòîðàìè). Êîåô³ö³ºíòè ïðóæíîñò³ «âåðõíüî¿» ³ «íèæíüî¿» ï³âïëîùèí 

áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç (1)
ijs  ³ (2)

ijs  â³äïîâ³äíî. Ï³ä ä³ºþ îäíîð³äíèõ çóñèëü 

ðîçòÿãó σ  ³ çñóâó τ , ïðèêëàäåíèõ íà íåñê³í÷åííîñò³, òð³ùèíè ðîçêðèâà-
þòüñÿ, ïðîòå, ÿê â³äîìî [14], á³ëÿ âåðøèí ìàº ì³ñöå êîíòàêò áåðåã³â. Â³äîìî, 
ùî çîíè êîíòàêòó ïîáëèçó âåðøèí ì³æôàçíî¿ òð³ùèíè, ÿê ïðàâèëî, º äóæå 
ìàëèìè, ³, ÿê ïîêàçàíî ó [8], îäíà ç çîí êîíòàêòó íå çä³éñíþº çíà÷íîãî 
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Рис. 1 

âïëèâó íà äîâæèíó ³íøî¿ çîíè òà â³äïîâ³äíèé Ê²Í. Íàéá³ëüøà ïîõèáêà ïðè 
âèçíà÷åíí³ äîâæèíè çîíè êîíòàêòó òà â³äïîâ³äíîãî Ê²Í, ùî âèíèêàº ïðè 
íåõòóâàíí³ ³íøîþ çîíîþ êîíòàêòó, ñÿãàº 18%. Öÿ ïîõèáêà ìàº ì³ñöå ó âè-
ïàäêó, êîëè îäèí ³ç ìàòåð³àë³â º àáñîëþòíî æîðñòêèì ³ τ σ . Îòæå, äëÿ 
âèçíà÷åííÿ Ê²Í ó ïåâí³é âåðøèí³ òð³ùèíè áóäåìî áðàòè äî óâàãè ò³ëüêè òó 
çîíó êîíòàêòó, ùî ðîçì³ùåíà ïîáëèçó ö³º¿ âåðøèíè. Öå ïðèïóùåííÿ çíà÷íî 
ñïðîùóº äîñë³äæåííÿ Ê²Í äëÿ äîâ³ëüíî¿ ñèñòåìè òð³ùèí, ùî áóäå ïîêàçàíî 
íèæ÷å. 

Ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: òî÷êó çìèêàííÿ áåðåã³â òð³ùèíè ïîçíà÷èìî 
÷åðåç b , òî÷êó ì³æ æîðñòêèì 
ç÷åïëåííÿì ³ çîíîþ êîíòàêòó – ÷å-
ðåç a , ì³æ æîðñòêèì ç÷åïëåííÿì ³ 
â³äêðèòîþ ä³ëÿíêîþ – ÷åðåç d , ³í-
ø³ âåðøèíè òð³ùèíè ïîçíà÷èìî 
÷åðåç jc  (ðèñ. 1). Êð³ì òîãî, ñóêóï-

í³ñòü â³äêðèòèõ ä³ëÿíîê ïîçíà÷èìî 
÷åðåç M , çîíó êîíòàêòó – ÷åðåç 
L , ä³ëÿíêè æîðñòêîãî ç÷åïëåííÿ 
– ÷åðåç U . Ââàæàþ÷è çîíè êîí-
òàêòó ãëàäêèìè, à â³äêðèò³ ÷àñòè-
íè òð³ùèí íåíàâàíòàæåíèìè òà ââîäÿ÷è âåêòîðè íàïðóæåííÿ 12 22,= σ σt { }  

³ ïåðåì³ùåííÿ 1 2,u u=u { } , óìîâè ñïðÿæåííÿ ³ ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ çáóðå-
íèõ òð³ùèíàìè ìåõàí³÷íèõ ïîë³â ó äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ ,x y  (ðèñ. 1) 
çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) 0,       ,          ( ) 0,       x x x x= ∈ + + = ∈[t ] [u ]L M U U ,  (1) 

 (1)
12 2( ,0) ,     ( ) 0,         x u x xσ = − τ = ∈[ ] L , 

 (1)( ,0) ,      x x∞= − ∈t t M ,  (2) 

äå ( ), ;  k
ij

∞ = τ σ σt { }  òà ( )k
iu  – êîìïîíåíòè íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü äëÿ 

«âåðõíüîãî» ( 1k = ) ³ «íèæíüîãî» ( 2k = ) ìàòåð³àë³â. 
 Çà óìîâè ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ àáî æ ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó îäíî-
ð³äíîãî àí³çîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà ïîëÿ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü ìîæíà ïî-
äàòè ó òàê³é ôîðì³ [3]: 

 ( , ) ( ) ( ),             ( , ) ( ) ( )x y z z x y z z′ ′= + = +u Af Af t Bf Bf , (3) 

 2 2
11 1 1 1 2 2 2( , ) 2Re ( ) ( )x y f z f z′ ′σ = µ + µ[ ] , (4) 

äå 1 1 2 2( ) ( ), ( ) ,   ( )j jz f z f z f z=f { }  – àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿ êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ 

;  j jz x y= + µ A  ³ B  – (2×2)-ìàòðèö³ ç êîìïîíåíòàìè 

 2
1 11 12 16 2 12 22 26,         /j j j j j jA s s s A s s s= µ + − µ = µ + µ − , 

 1 2,        1j j jB B= − µ = ; 

jµ  – êîìïëåêñí³ êîðåí³ ç äîäàòíèìè óÿâíèìè ÷àñòèíàìè òàêîãî ð³âíÿííÿ: 

 4 3 2
11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0s s s s s sµ − µ + + µ − µ + = . (5) 

Íàâåäåí³ âèðàçè ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ ïëîñêîíàïðóæåíîãî ñòàíó. Äëÿ ïëîñ-
êîäåôîðìîâàíîãî ñòàíó íåîáõ³äíî ijs  çàì³íèòè âèðàçîì − 3 3 33/ij i js s s s . 

 Ï³äñòàâëÿþ÷è (3) â óìîâè ñïðÿæåííÿ (1) ³ ïîçíà÷àþ÷è âåëè÷èíè, ùî 
â³äíîñÿòüñÿ äî «âåðõíüîãî» («íèæíüîãî») ìàòåð³àëó âåðõí³ì ³íäåêñîì «1» 
(«2»), ï³ñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìóºìî 



100 

 (1) (1) (2) (2) (2) (2) (1) (1)( ) ( ) ( ) ( ),      x x x x x′ ′ ′ ′− = − ∈ + +B f B f B f B f U M L , 

 (1) (1) (2) (2) (2) (2) (1) (1)( ) ( ) ( ) ( ),         x x x x x− = − ∈A f A f A f A f U . 

Ö³ ð³âíîñò³ ñâ³ä÷àòü ïðî ³ñíóâàííÿ âåêòîð-ôóíêö³¿ ( )zv , àíàë³òè÷íî¿ ó âñ³é 
ïëîùèí³, òà ( )z , ÿêà º àíàë³òè÷íîþ ó ïëîùèí³, çà âèíÿòêîì ä³ëÿíîê 

M U , ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè: 

 
(1) (1) (2) (2)

(2) (2) (1) (1)

( ) ( ),       0,
( )

( ) ( ),       0,

z z y
z

z z y

′ ′ − >= 
′ ′− <

B f B f
v

B f B f
 (6) 

 
(1) (1) (2) (2)

(2) (2) (1) (1)

( ) ( ),        0,
( )

( ) ( ),        0.

z z y
z

z z y

 − >= 
− <

A f A f

A f A f
  (7) 

Îñê³ëüêè ìåõàí³÷í³ ïîëÿ, çáóðåí³ òð³ùèíàìè, ïðèéìàþòü íóëüîâ³ çíà÷åííÿ 
íà íåñê³í÷åííîñò³, òî ( ) 0z =v , à âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêö³ÿ ( )zv  àíàë³òè÷íà â 
óñ³é ïëîùèí³, òî çã³äíî ç òåîðåìîþ Ë³óâ³ëëÿ ( )zv  äîð³âíþº íóëåâ³ âñþäè. 
Îòæå, ð³âíÿííÿ (6) ³ (7) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿä³: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),          ( ) ( )k k k kz z z z′ ′ ′ ′= = −f D f D  , 

 
1( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1, 2,
,     

2, 1.
k k m m k k

m
k

−− =
= − = 

=
D A A B B( )[ ]  (8) 

 Ï³äñòàâëÿþ÷è (8) ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (3) ³ (4), îäåðæóºìî òàê³ âèðàçè äëÿ 
ìåõàí³÷íèõ ïîë³â ÷åðåç îäíó âåêòîð-ôóíêö³þ ( )z : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 ( , ) 2Re ( )k k k k

i ij jn n jx y B D z′σ = ϕ[ ], 

 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
11 ( , ) 2Re ( ) ( )k k k k

j jn n jx y D z′σ = µ ϕ[ ] , (9) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( , ) 2Re ( )k k k k
i ij jn n ju x y A D z= ϕ[ ] . (10) 

Òóò çà ³íäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ïðîâîäèòüñÿ ï³äñóìîâóâàííÿ. Ïîêëàäà-
þ÷è 0y =  â (9) ³ (10), ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü âèâîäèìî 

 (1)( , 0) ( ) ( ),        ( ) ( ) ( )x x x x x x+ − + −′ ′ ′ ′ ′= − = −t G G [u ]    , 

 (1) (1)=G B D . (11) 

Âèðàçè (11) ïåðåïèøåìî ó íàñòóïí³é ôîðì³: 

 (1) ( , 0) ( ) ( ),          ( ) ( ) ( )x x x x x x+ − + −′= + = −Nt S[u ]    , (12) 

äå ( ) ( );  ;  diag ,1 ;  z z′= = = γ γS S NG N   /[ ]  – (2×2)-ìàòðèöÿ ç êîìïîíåíòà-

ìè 21 21
11 21 11 2

11 11

,  ,  1j

G G
N N N N

G G

+ γ
= − = =

+ γ
; ä³éñíà ñòàëà γ  âèçíà÷àºòüñÿ çà 

ôîðìóëîþ 

 2 2
21 12 11 22det / det ,      Re ( ) Re ( )∗ ∗ ∗γ = − − = −G G G G G G G G G[ ] . 

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî 2 1( ) ( )z zΦ = γ Φ , òîìó çàì³ñòü (12) äîñòàòíüî çàïèñàòè 

 (1) (1)
22 12( ,0) ( ,0) ( ) ( )x n x x x+ −

∗σ + σ = Φ + γΦ , 

 1 2( ) ( ) ( ) ( )s u x n u x x x+ −
∗ ∗

′ ′− = Φ − Φ[ ] [ ]( ) , (13) 

äå ïîêëàäåíî 11 11 1,  ,  ( ) ( )s S n N z z∗ ∗= = Φ = Φ . Äëÿ îðòîòðîïíîãî á³ìàòåð³à-
ëó, ãîëîâí³ îñ³ ³çîòðîï³¿ ÿêîãî ñï³âïàäàþòü ç îñÿìè êîîðäèíàò, êîåô³ö³ºíòè â 
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ð³âíÿííÿõ (13) âèçíà÷àþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè: 

 
2

1 21 2 2
2

1 03

21
,       ,         ,

1 (1 )
g gg g g

n i s
g sg

∗ ∗
+ γ  = = − = − γ + γ 

 

äå 
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 22 2 11 3 12 11 22

1 1 1

,    ,    ( 1)k k k k k k k k k

k k k

g s s g s g s s s∗ ∗
= = =

 = µ = µ = − + 
 ∑ ∑ ∑ , 

 
( ) 22 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (2) (2)22
0 11 11 22 12 66 11 22 11 22( )

1 1111

2
k

k k k k m k m m
k

k kk

s
s s s s s s s s s s

s
∗

= ==

 = µ + + + + − 
 ∑ ∑∏  

 
( ) ( ) ( )

(1) (2) 2 ( ) 1 212 66 22
12 12 ( ) ( )

311 11

2 ln 1,   2 ,   arcth
2

k k k
k

k k

g gs s s
s s

gs s
∗

+ γ  − − µ = + ε ≡ =  π π  
( ) . 

 Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ³çîòðîïíîãî á³ìàòåð³àëó êîåô³ö³ºíòè â ð³âíÿíí³ (13) 
âèçíà÷àþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè: 

 
(1) (2) (1) (1) (2)

(2) (1) (2) (1) (2) (1)

2
,      ,      s n i∗ ∗

µ + µ µ µγ = = = −
µ + µ µ + µ

æ
æ æ

,  

äå µ  – ìîäóëü çñóâó, 3 4= − νæ  (äëÿ ÏÄÑ) ³ 3
1

− ν=
+ ν

æ  (äëÿ ÏÍÑ), à ν  – 

êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. 
 Çàäîâîëüíÿþ÷è ãðàíè÷í³ óìîâè (2) çà äîïîìîãîþ (13), îòðèìóºìî òàêó 
êðàéîâó çàäà÷ó: 

 ( ) ( ) 0,        ;           Im ( ) 0,     F x F x x F x x+ − ±+ γ = ∈ = ∈M L . (14) 

Òóò ââåäåíî ôóíêö³þ 

 ( ) ( ) exp ( ),       
1

p
F z z p i p= Φ + β =

+ γ
  , (15) 

ó ÿê³é  

 2 2( ) ( ) ,    arctg ,    Re ,     Imnp n n n n n n
n ∗ ∗

′′τ ′ ′′ ′ ′′= σ + τ + τ β = = = ′σ + τ 
. 

 Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷ó çâåäåíî äî âèçíà÷åííÿ ò³ëüêè îäí³º¿ ôóíêö³¿ 
( )F z , àíàë³òè÷íî¿ ó âñ³é ïëîùèí³, çà âèíÿòêîì L M , äå ïîâèíí³ âèêîíóâà-

òèñÿ ð³âíîñò³ (14). 
 Êðàéîâó çàäà÷ó âèãëÿäó (14) äîñë³äæåíî â ðîáîò³ [6], äå îäåðæàíî ¿¿ 
ðîçâ’ÿçîê äëÿ çàäà÷³ ïðî âòèñíåííÿ æîðñòêèõ øòàìï³â ³ç çîíàìè â³äøàðó-
âàííÿ â ³çîòðîïíó ï³âïëîùèíó. Âò³ì, äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî âèïàäêó çàäà÷ó 
(14) ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè ïðîñò³øèì ìåòîäîì. Çàì³íèìî çàäà÷ó (14) òàêîþ çà-
äà÷åþ ñïðÿæåííÿ: 

 
( )

( ) ( ) 0,         
G x

X x X x x+ −   − = ∈   −γ   
L
M

, 

ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ çã³äíî ç [2] ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðì³ 

 1 2
ln1( ) exp ( ) ,   ( ) ( ) ( ) ( ),   

2 2
X z z z i I z i z z

γ = ψ ψ = − ε − Γ + Γ ε =  π 
[ ] , (16) 

äå 

 1 2
( )ln arg ( )1 1( ) ,    ( ) ,    ( )

2 2
M

G x G xdxI z z dx z dx
x z x z x z

= Γ = Γ =
− π − π −∫ ∫ ∫

L L

[ ]
. 

Ðîçâ’ÿçîê (16) áóäå â³äïîâ³äàòè çàäà÷³ (14), ÿêùî ôóíêö³ÿ ( )G x  º òàêîþ, ùî 

 Im ( ) 0,       X x x± = ∈ L . (17) 
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Âðàõîâóþ÷è, ùî 

 ( ) exp ( )X x x± ±= ψ[ ] , 

 1 2
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ln ( ) arg[ ( )] ,    
2 2

x i I x i x x G x i G x x±  ψ = − ε − Γ + Γ ± + ∈ 
 

L( ) , 

ç ð³âíÿííÿ (17) îòðèìóºìî 

 Im ( ) ,       x n x± ±ψ = π ∈ L ,  

àáî 

 1( ) ( ) arg ( ) ,       I x x G x n x±− ε − Γ ± = π ∈ L[ ] , 

äå n±  – äîâ³ëüí³ ö³ë³ ÷èñëà. Çàïèñàíó âèùå ñèñòåìó äâîõ ð³âíÿíü çâåäåìî 
äî íàñòóïíî¿ ôîðìè: 

 arg ( ) ( )G x n n+ −= π −[ ] , 

 12 ( ) ( )x g xΓ = , 

 ( ) ( ) 2 ( ),      g x n n I x x+ −= π + − ε ∈ L . (18) 

Äðóãå ç ð³âíÿíü (18) º ñèíãóëÿðíèì ³íòåãðàëüíèì ð³âíÿííÿì, ðîçâ’ÿçîê ÿêî-
ãî çã³äíî ç [2] çàïèøåìî ÿê 

 1
( )( )

( ) ,       ( ) ( )( )
2 ( )( )

g x dxZ z
z Z z z a z b

i Z x z x+
Γ = = − −

π −∫
L

. 

Ï³äñòàâëÿþ÷è g(x), âèçíà÷åíå ç òðåòüî¿ ³ç ôîðìóë (18), ó ïîïåðåäí³é ³íòåã-
ðàë ³ îá÷èñëþþ÷è éîãî, îäåðæóºìî 

 1
( )

( ) ( ) ( )
2

n n
z z I z

+ −π +Γ = − ϕ − ε , (19) 

äå 

 
2 2

0
1

( )( )
( ) 2arcth 2 ( 1) arcth

( ) ( )

J
jj

j
j

cd
z i

z z

−

=

χχ ϕ = − δ ε π − − ε − δ χ χ 
∑ , 

 
1

2
0

2 11

( ) ln ln ,       ( )
J

j

jj

z cz d z bI z z
z b z c z a

−

−=

−− −   = − δ + χ =   − − −   ∑ , 

 0 sgn ( ),       sgn ( )j ja b c bδ = − δ = − . 

Ç îãëÿäó íà (19) ³ äðóãå ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (16) ôóíêö³ÿ ( )zψ  íàáóäå ôîðìè  

 0
( )1( ) ( ) ( ) ln

2 2 2
i n n n n z bz I z i z

z a

+ − + −π + − − ψ = + ϕ − − δ  − 
 

³, îòæå, 

 
1 21/2

2

2 11

( )
( ) exp ( )

2

J
j

jj

z ci n n z b z dX z i z
z c z a z b

α α+ −

−=

−π + − −       = ϕ −       − − −       ∏ . (20) 

Òóò 0
1 0 2,  

2 2
n n+ − δ−α = − δ α = − . 

 Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ôîðìóëà 

 
exp ( ( )) ( ) ( )

( )
( )
i z P z Q z

F z i
f z z b z a

ϕ  = + 
 − −

 (21) 

ì³ñòèòü óñ³ ðîçâ’ÿçêè, ïîäàí³ ó (20). Òóò 
2 2

1 2

1

( ) ( )
J

j
j

f z z d z c
−

=

= − −∏ , à ( )P z  ³ 

( )Q z  º ïîë³íîìàìè ç äîâ³ëüíèìè ä³éñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè. 
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 Âðàõîâóþ÷è, ùî çã³äíî ç (15) ôóíêö³ÿ ( )F z  íà íåñê³í÷åííîñò³ ïîâèííà 

áóòè êîíñòàíòîþ exp ( )p iβ  ³ ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñü óìîâè îäíîçíà÷íîñò³ ïå-

ðåì³ùåíü [5], ïîë³íîìè ( )P z  ³ ( )Q z  ìàòèìóòü âèãëÿä 

 
0 0

( ) ,            ( )
J J

j j
j j

j j

P z C z Q z D z
= =

= =∑ ∑ , (22) 

äå ä³éñí³ êîåô³ö³ºíòè âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 

 (1) (2)
0 0cos ( ) sin ( )j j jC p c c= α + β + α + β{ } , 

 (1) (2)
0 0cos ( ) sin ( ) ,    0, ,j j jD p d d j J= α + β + α + β = { } , (23) 

ó ÿêèõ 

 (1) (2) (2) (1) (2) (1) (1) (2)
            1 1 1 1 11, 0, , ,J J J J J J J Jc d c d c d c d− − − −= − = = = = = − α = − υ = η , 

 
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 1
1 1 ( 1)

1 1

,    ,    
J J

k k k k
j jm m j j J m m

m m

c M h d M h
− −

∗ ∗ ∗ −
− − + −

= =

= = =∑ ∑ M M , 

 (1) (2)
( 1) ( ),       n m nm n m J nmM G M G+ += = , 

 
2 2

2 1 2 1

(1) (1)
(2 1) (2 )

sin ( ) cos ( )
,     

( ) ( )

j j

j j

c cm m

j m j m
c c

x x x x
G dx G dx

f x x b f x x b
− −

∗ ∗

− ∗ ∗
ϕ ϕ= =

− −∫ ∫ , 

 
2 2

2 1 2 1

(2) (2)
(2 ) (2 1)

sin ( ) cos ( )
,      

( ) ( )

j j

j j

c cm m

j m j m
c c

x x x x
G dx G dx

f x x a f x x a
− −

∗ ∗

−∗ ∗
ϕ ϕ= − =

− −∫ ∫ , 

 
2

2 1

1
(1) 1
2 cos ( ) sin ( )

( )

j

j

c
J

j
c

x xh x x dx
x b x a f x

−

−
∗ ∗

∗

α υ −= ϕ − ϕ − − 
∫ , 

 
2

2 1

1
(2) 1
2 cos ( ) sin ( )

( )

j

j

c
J

j
c

x xh x x dx
x b x a f x

−

−
∗ ∗

∗

α υ + η −= ϕ + ϕ − − 
∫ , 

 
2

2 1

1
(1) 1
2 1 sin ( ) cos ( )

( )

j

j

c
J

j
c

x xh x x dx
x b x a f x

−

−
∗ ∗

− ∗

α υ −= ϕ + ϕ − − 
∫ , 

 
2

2 1

1
(2) 1
2 1 *

sin ( ) cos ( )
( )

j

j

c
J

j
c

x xh x x dx
x b x a f x

−

−
∗ ∗

−
α υ + η −= ϕ − ϕ − − 

∫ , 

 
2 2

0
1

( ) ( )( ) ( )
( ) ln ( 1) ln ,  

( ) ( ) ( ) ( )

J
jj

j
j j

c xd x
x x

d x c x

−
∗

=

χ + χχ + χ
ϕ = − δ ε + ε − δ ∈

χ − χ χ − χ
∑ M , 

 
2 2 2 2

1 1

1 1,     
2 2

J J

j j
j j

b d c a d c
− −

= =

   υ = + + η = + +   
   ∑ ∑ , 

 
2 2

1

( )
J

j
j

f x x d x c
−

∗

=

= − −∏ , 

 
2 2

0 0
1

2 arcth ( ) 2 ( 1) arcth ( )
J

j
j j

j

d c
−

=

α = − εδ χ + ε − δ χ∑( ) ( ) , 

 
2 2

1
1

( )( ) ( 1) ( )( )
J

j
j j j

j

d a d b c a c b
−

=

α = ε − − − ε − δ − −∑ . 

Òóò 0, , 2;   1, , 1;    1, ,2 2;   m J j J n J J= − = − = −    – çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü 
òð³ùèí. 
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 Âèçíà÷åííÿ çîí êîíòàêòó òà Ê²Í. Îäåðæàíèé âèùå ðîçâ’ÿçîê áóäå 
â³äïîâ³äàòè ìåõàí³÷í³é çàäà÷³ çà óìîâè, ùî íàïðóæåííÿ ó çîí³ êîíòàêòó º 
ñòèñêóâàëüíèìè, à áåðåãè òð³ùèí íå âçàºìîïðîíèêàþòü îäèí ó äðóãèé ³ 
ïëàâíî çìèêàþòüñÿ ó òî÷ö³ b . Ìàòåìàòè÷íî ö³ óìîâè âèðàçèìî òàê: 

 (1)
2 22 2( ) 0,        ( ,0) 0,   ,        ( ) 0,   u b x x u x x′ = σ ≤ ∈ ≥ ∈[ ] [ ]L M . (24) 

Äëÿ ïåðåâ³ðêè óìîâ (24) âèâåäåìî âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü 
óçäîâæ îñ³ Ox  ³ ðîçãëÿíåìî ¿õíþ ïîâåä³íêó â îêîë³ òî÷êè b . Ï³äñòàâëÿþ÷è 
(21) ó (15), à ïîò³ì ó (13), âèâîäèìî 

 (1)
22 ( )xσ =  

 0 ( )2 exp ( ) ( )
ch ( ( ) ) sh ( ( ) ) ,  

( 1) ( )N

P x Q x
x x x

x b x af x∗

δπε  = ϕ − πε + ϕ − πε ∈ − −− 
L  , (25) 

 (1) (1) ( )
22 12

1 ( ) ( )
( ) ( ) ( 1) ,    

( )
N i x P x Q x

x n x e i x
x b x af x

ϕ
∗ ∗

+ γ  σ + σ = − − + ∈ − − 
U , (26) 

 2 ( )u x′ =[ ]  

 
2( 1) ch( ) ( ) ( )

cos ( ) sin ( ) ,   
( )

N P x Q x
x x x

x b x as n f x
∗ ∗

∗
∗

 − πε= ϕ − ϕ ∈ ′′ − − 
M( ) ( ) . (27) 

Òóò N  – ê³ëüê³ñòü òð³ùèí, ÿê³ çíàõîäèòüñÿ ñïðàâà â³ä x ; 

 ( )xϕ =  

 
2 2

0
1

2 arctg ( ) ( ) 2 ( 1) arctg ( ) ( ) ,     / /
J

j
j j

j

d x c x x
−

=

= − ε χ χ + εδ − δ χ χ ∈∑ L . 

Ðîçâèâàþ÷è ð³âíÿííÿ (25) ³ (27) ó ðÿäè Òåéëîðà â òî÷ö³ b , îäåðæóºìî 

 (1)
22 ( )xσ =  

 3/20
1 0

( )2 exp ( )
( ) ,    0

( 1) ( )N

P b
x b O x b x b

x bf b∗

δπε  = + ϕ − + − → + δ −−  
( ) , (28) 

 
0

0

(1)
2 220

* 0

1
( ) ( )

2x b
x b

u x x
s n→ − δ

→ + δ

+ γ′ = − σ′′γ
[ ] , (29) 

äå 

 20
1 0 0 0

( )
( )  ( )

2
Q b

P b P b
b a

δ′ϕ = δ − ϕ + ϕ
−

, 

 
2 2

0 0
1

2 1 1( 1)
( ) ( )

J
j

j
j j

d cb a

−

=

 
ϕ = − δ − δ χ χ−   

∑ . 

Íà ï³äñòàâ³ ïîïåðåäí³õ ôîðìóë óìîâè (24) çàïèøåìî òàê: 

 1( ) 0,        ( 1) 0NP b = − ϕ < . 

 Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè íàïðóæåííÿ ó çîí³ êîíòàêòó º ñòèñ-
êóâàëüíèìè, òî, ÿê âèïëèâàº ç (29), áåðåãè òð³ùèíè íå âçàºìîïðîíèêàþòü â 
îêîë³ òî÷êè çìèêàííÿ. Ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàçè (23) ó (22), à òîä³ ó ïîïåðåäí³ 
ôîðìóëè, ï³ñëÿ äåÿêèõ àëãåáðà¿÷íèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî  

 

2
1 (1)

(1) (1)
0 0 0 1

0 2 (2) (2)
1 (2) 0 1

1
0

( )
tg ( )

tg ( ) ,         
sgn ( )

J
J j

j
j

J
J j

j
j

b b c b
q q

p q q
b c b

−
−

=
−

−

=

− υ +
α + β +

α + β = >
+α −

∑

∑
, (30) 
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äå 

 
2

(1) 2 (1) 1
0 0

1

( ( ))
J

J j
j

j

q b J b jc b
−

− −

=

 = − δ υ + − υ + 
 

∑ , 

 
2

(1) 1 (1) 1 0
1 1

1

J
J j

j
j

q b d b
b a

−
− −

=

ϕ = − α +  − 
∑ , 

 
2

(2) 2 (2) 1
0 0 1

1

( 1)
J

J j
j

j

q J b jc b
−

− −

=

 = − δ α − + 
 

∑ , 

 
2

(2) 1 (2) 0
1

1

( )
J

J j
j

j

q b b d b
b a

−
−

=

ϕ = η − +  − 
∑ . 

Òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ (30) âèçíà÷àº ïîëîæåííÿ òî÷êè b  àáî æ âå-
ëè÷èíó çîíè êîíòàêòó, ïðè ÿê³é áåðåãè òð³ùèíè çìèêàþòüñÿ ïëàâíî. Âò³ì, 
òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ ìàº áåçë³÷ ðîçâ’ÿçê³â, îäíàê âèáðàòè íåîáõ³äíî ò³, 
äëÿ ÿêèõ êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ á³ëÿ òî÷êè b  º ñòèñêóâàëüíèìè, à áåðåãè 
òð³ùèíè íå âçàºìîïðîíèêàþòü. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî íåð³âí³ñòü ç ôîðìóë 
(30) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àº ïîòð³áíèé êîð³íü ð³âíÿííÿ (30). 
 Ï³äñòàâëÿþ÷è (23) ó (22), à ïîò³ì ó (26), âèðàçè äëÿ Ê²Í ó âåðøèí³ 
òð³ùèíè a , ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ 

 1 2 22 12lim ( ,0) ( ,0)
x a

K iK x i x x a
→

− = σ − σ −( ) , 

ï³ñëÿ àëãåáðà¿÷íèõ ïåðåòâîðåíü íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 02
1 2 1 2 0

cos ( )
,      ( 1) tg ( )

( )
NK

K n K
p n f a∗

α + β′= − = − − ω + ω α + β
′′

( ) , (31) 

äå 
2 2

1 (1) 1 (2)
1 1 2

0 0

,   ( )
J J

J j J j
j j

j j

a d a a a d a
− −

− −

= =

ω = − α + ω = η − +∑ ∑ . 

 Ó âèïàäêó îäí³º¿ òð³ùèíè äîâæèíè   ð³âíÿííÿ (30) äëÿ âèçíà÷åííÿ 
â³äíîñíî¿ äîâæèíè çîíè êîíòàêòó λ  ìîæíà ïîäàòè òàê: 

 1arctg 2 arcth 1
2
− λ  + ε − λ = ± β + π ε 

( ) , (32) 

à äðóãà ç ôîðìóë (31) äëÿ Ê²Í ç óðàõóâàííÿì (32) íàáóäå âèãëÿäó 

 
1/22 2

2 1 4 41
12

K

np

−+ ε ε = ± + ′′ − λ 
. (33) 

Òóò çíàê «+» âèáèðàºìî äëÿ âèçíà÷åííÿ âåëè÷èí çîíè êîíòàêòó òà Ê²Í 
á³ëÿ ïðàâî¿ âåðøèíè, à çíàê «–» – á³ëÿ ë³âî¿. Ó çâ’ÿçêó ç òèì, ùî äîâæèíè 
çîí êîíòàêòó íàäçâè÷àéíî ìàë³ äëÿ á³ëüøîñò³ âèïàäê³â, ôîðìóëè (32) ³ (33) 
äîö³ëüíî ðîçâèíóòè ó ñòåïåíåâ³ ðÿäè â³äíîñíî λ , çâ³äêè îòðèìóºìî òàê³ 
åëåìåíòàðí³ ôîðìóëè: 

 
1

2
2

1 1 1 12 ,   th arctg
1 2 21 4

t O t
t

−   +   λ = + + λ = ± β − + π     − ε ε   + ε   
( ) , (34) 

  
2

2 22

2

1 1 1 4
2 1 4

K
O

np

 ± ε= + ε − λ + λ ′′  + ε
( )


. (35) 

 Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îñíîâíèõ çàêîíîì³ðíîñòåé ó 
ïîâåä³íö³ Ê²Í ³ âåëè÷èí çîí êîíòàêòó äëÿ ñèñòåìè ì³æôàçíèõ òð³ùèí 
äîñòàòíüî äîñë³äèòè âçàºìîä³þ äâîõ òð³ùèí. Ïîçíà÷àþ÷è äîâæèíè òð³ùèí 
÷åðåç 1  ³ 2 , à â³äñòàíü ì³æ íèìè – ÷åðåç h , äîñë³äèìî ïîâåä³íêó Ê²Í ³ 

â³äíîñíèõ äîâæèí çîí êîíòàêòó òð³ùèíè 1  çàëåæíî â³ä áåçðîçì³ðíèõ ïà-
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ðàìåòð³â 2 1/   ³ 1/h  . Ñòîñîâíî ³íøèõ ïàðàìåòð³â, ÿê³ ì³ñòÿòüñÿ ó 

ðîçâ’ÿçêó, à ñàìå: ,  ,  s n∗ ∗ β  ³ ε , òî ïàðàìåòð s∗  íå âõîäèòü ó âèðàçè äëÿ 

Ê²Í ³ â³äíîñíèõ äîâæèí çîí êîíòàêòó, ïàðàìåòð n n in∗
′ ′′≡ +  âõîäèòü ó âè-

ðàçè äëÿ Ê²Í ÿê êîåô³ö³ºíò, òàê ùî éîãî âïëèâ î÷åâèäíèé. Âïëèâ ïàðàìåò-
ð³â ε  ³ β  íà Ê²Í ³ âåëè÷èíó çîí êîíòàêòó ïðîñë³äêîâóºòüñÿ çà ôîðìóëàìè 
(34) ³ (35). Çàóâàæèìî ò³ëüêè, ùî ó âèïàäêó ³çîòðîïíîãî á³ìàòåð³àëó ïàðà-
ìåòð β  – öå êóò íàõèëó âåêòîðà ðåçóëüòóþ÷îãî íàâàíòàæåííÿ p  äî îñ³ 

Oy . Äëÿ àí³çîòðîïíîãî æ á³ìàòåð³àëó ìàºìî  

 0
0

0

tg
tg ,       tg

1 tg

n

n

′′ β τβ = β =′ σ+ β
. 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî âåëè÷èíè â³äíîñíèõ äîâæèí çîí êîíòàêòó òà Ê²Í (ç 
ìíîæíèêîì n′′− ), îá÷èñëåí³ äëÿ àí³çîòðîïíîãî á³ìàòåð³àëó ç êóòîì íàõèëó 

0β  âåêòîðà p , â³äïîâ³äàþòü âåëè÷èíàì, îá÷èñëåíèì äëÿ ³çîòðîïíîãî 

á³ìàòåð³àëó ç êóòîì β , ïðè óìîâ³, ùî ïàðàìåòðè ε  îäíàêîâ³. Ïàðàìåòð ε  

äëÿ ðåàëüíèõ ìàòåð³àë³â çì³íþºòüñÿ â ³íòåðâàë³ ln (3)/ 2 ;  ln(3) / 2− π π[ ] . 
 Íà ðèñ. 2à, á çîáðàæåíî çàëåæíîñò³ â³äíîñíèõ äîâæèí çîí êîíòàêòó λ  
â³äïîâ³äíî á³ëÿ ë³âî¿ ³ ïðàâî¿ âåðøèí òð³ùèíè 1 . Çàëåæíîñò³ ïîäàíî ÿê 

ôóíêö³¿ ïàðàìåòð³â 
1

1 tg hξ =
π 

 ³ 2

1

1 tgζ =
π




 äëÿ ñòàëèõ 0.17ε =  ³ β = 0 .  
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Рис. 2 
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Рис. 3 
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Íà ðèñ. 3à, á íàâåäåíî àíàëîã³÷í³ çàëåæíîñò³ äëÿ íîðìîâàíèõ Ê²Í 

2 1( / )n K p′′   â³äïîâ³äíî äëÿ ë³âî¿ ³ ïðàâî¿ âåðøèí òð³ùèíè. Ïðè çì³í³ 

çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ε  ³ β  çàëåæíîñò³, çîáðàæåí³ íà ðèñóíêàõ, ÿê³ñíî 
ïðàêòè÷íî íå çì³íþþòüñÿ. 
 ßê âèäíî ç íàâåäåíèõ ðèñóíê³â, â³äíîñíà äîâæèíà çîíè êîíòàêòó á³ëÿ 
ë³âî¿ âåðøèíè òð³ùèíè 1  çðîñòàº ïðè çáëèæåíí³ òð³ùèí →( 0)h  òà ïðè 

çá³ëüøåíí³ äîâæèíè äðóãî¿ òð³ùèíè 2( )→ ∞ . Ïðàâà æ çîíà êîíòàêòó, 
íàâïàêè, çìåíøóºòüñÿ çà öèõ ñàìèõ óìîâ. Ùîäî Ê²Í, òî ¿õí³ àáñîëþòí³ 
çíà÷åííÿ çðîñòàþòü ïðè → 0h  ³ 2 → ∞  ÿê á³ëÿ ë³âî¿, òàê ³ á³ëÿ ïðàâî¿ 
âåðøèí. Ïðè÷îìó Ê²Í á³ëÿ ïðàâî¿ âåðøèíè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ áëèæ÷å äî 
äðóãî¿ òð³ùèíè, ïðèéìàº òðîõè á³ëüø³ çíà÷åííÿ. 

 Âèñíîâêè. Îäåðæàíî çàìêíåíèé ðîçâ’ÿçîê ïðóæíî¿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ äëÿ 
ñèñòåìè ì³æôàçíèõ òð³ùèí ³ç çîíàìè ãëàäêîãî êîíòàêòó ¿õí³õ áåðåã³â çà 
óìîâè, ùî çîíè êîíòàêòó ìàë³ ïîð³âíÿíî ç äîâæèíàìè òð³ùèí. Çà äîïîìî-
ãîþ ÷èñåëüíîãî àíàë³çó ðîçâ’ÿçêó âñòàíîâëåíî ïîâåä³íêó çîí êîíòàêòó òà 
êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü çàëåæíî â³ä âçàºìíîãî ðîçì³ùåííÿ 
òð³ùèí òà ¿õí³õ â³äíîñíèõ ðîçì³ð³â. Íà îñíîâ³ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò³â ìîæ-
íà çðîáèòè òàê³ âèñíîâêè: òð³ùèíîñò³éê³ñòü á³ìàòåð³àëó çìåíøóºòüñÿ ïðè 
çáëèæåíí³ òð³ùèí ³ çá³ëüøåíí³ ð³çíèö³ ì³æ ¿õí³ìè ðîçì³ðàìè, ïðè÷îìó îñ-
ê³ëüêè êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü á³ëÿ ñóñ³äí³õ âåðøèí äâîõ òð³-
ùèí á³ëüø³, í³æ á³ëÿ ïðîòèëåæíèõ âåðøèí, òî òð³ùèíè áóäóòü ðîçïîâñþä-
æóâàòèñÿ ó íàïðÿìêó îäíà äî äðóãî¿, ïðè öüîìó ïåðøîþ ïî÷íå ðîçïîâñþä-
æóâàòèñÿ ìåíøà òð³ùèíà. 
 Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî âèêîðèñòàíèé òóò ìåòîä êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â 
äëÿ ïðóæíî¿ çàäà÷³ àí³çîòðîïíîãî á³ìàòåð³àëó ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ ðîç-
â’ÿçàííÿ àíàëîã³÷íèõ çàäà÷ ë³í³éíî¿ òåðìîåëåêòðîïðóæíîñò³ äëÿ ïº’çîåëåê-
òðèê³â. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ МЕЖФАЗНЫХ ТРЕЩИН С ЗОНАМИ КОНТАКТА В АНИЗОТРОПНОМ 
БИМАТЕРИАЛЕ В ПОЛЕ РАСТЯЖЕНИЯ И СДВИГА  
 

Ìåòîäàìè òåîðèè ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïîñòðîåíî çàìêíóòîå ðå-
øåíèå ïëîñêîé çàäà÷è óïðóãîñòè äëÿ áåñêîíå÷íîé àíèçîòðîïíîé áèìàòåðèàëüíîé 
ïëîñêîñòè èëè ïðîñòðàíñòâà ñ ñèñòåìîé ìåæôàçíûõ òðåùèí ïðè íàëè÷èè ìà-
ëûõ çîí ãëàäêîãî êîíòàêòà áåðåãîâ âáëèçè âåðøèí òðåùèí. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåí-
íîãî àíàëèçà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, ïðîâåäåííîãî äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ òðåùèí, èññëåäî-
âàíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èí çîí êîíòàêòà è êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íà-
ïðÿæåíèé îò ðàçìåðîâ òðåùèí è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.  
 
INTERACTION BETWEEN INTERFACE CRACKS AND CONTACT ZONES 
IN ANISOTROPIC BIMATERIAL IN TENSION-SHEAR FIELD  
 
A closed-form solution to the plane elasticity problem for an infinite anisotropic bima-
terial plane or space with a set of interface cracks in the presence of small frictionless 
contact zones near the crack tips by means of the complex function theory methods is 
obtained. As a result of numerical analysis of the derived solution, carried out for the 
case of two cracks, the dependence of magnitudes of contact zones and stress intensity 
factors on the crack lengths and the distance between them are investigated. 
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