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М. М. Кундрат, Г. Т. Сулим 
 
КОМПОЗИЦІЯ З ВКЛЮЧЕННЯМ ЗА РОЗТЯГУ 
ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ СИЛАМИ  
 

Çà óìîâ ïëîñêî¿ çàäà÷³ äîñë³äæóºòüñÿ ãðàíè÷íà ð³âíîâàãà êîìïîçèö³¿ ç 
æîðñòêèì ë³í³éíèì âêëþ÷åííÿì ï³ä ÷àñ ðîçòÿãó ïëàñòèíè çîñåðåäæåíèìè 
ñèëàìè. Ëîêàë³çîâàí³ çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ (îñëàáëåíîãî êîíòàêòó) ðîçâèâà-
þòüñÿ óçäîâæ ìåæ³ ïëàñòèíà – âêëþ÷åííÿ, ïðîñóâàþ÷èñü â³ä ê³íö³â äî öåíò-
ðàëüíî¿ ÷àñòèíè âêëþ÷åííÿ. Àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ îòðèìàíî çà äîïî-
ìîãîþ êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â çâåäåííÿì äî çàäà÷³ ñïðÿæåííÿ. Äîñë³äæåíî 
âïëèâ íàâàíòàæåííÿ íà ðîçâèòîê ñìóã ïåðåäðóéíóâàííÿ, ðîçïîä³ëè êîíòàêò-
íèõ íàïðóæåíü òà îñüîâèõ çóñèëü ó âêëþ÷åíí³. ²ç âèêîðèñòàííÿì äåôîðìà-
ö³éíîãî êðèòåð³þ ðóéíóâàííÿ ç’ÿñîâàíî ãðàíè÷í³ íàâàíòàæåííÿ ìîæëèâîãî 
â³äøàðóâàííÿ âêëþ÷åííÿ ÷è éîãî ðîçðèâó. 

 
Êîíñòðóþâàííÿ êîìïîçèö³éíèõ ìàòåð³àë³â ç âèñîêîþ ïèòîìîþ ì³öí³ñòþ 

³ â’ÿçê³ñòþ ðóéíóâàííÿ ìîæå äîñÿãàòèñÿ àðìóâàííÿì ìàòðèö³ âèñîêîì³ö-
íèìè òà æîðñòêèìè âîëîêíàìè-âêëþ÷åííÿìè. Äëÿ ç’ÿñóâàííÿ ê³íåòèêè ðóé-
íóâàííÿ òàêèõ êîìïîçèò³â íåîáõ³äíèé àíàë³ç ïîë³â íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é 
á³ëÿ âêëþ÷åíü. Ðîçâ’ÿçîê ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ò³ëà ç æîðñò-
êèì åë³ïòè÷íèì ÿäðîì ìîæíà çíàéòè ó ïðàö³ [7]. ²ç íüîãî ãðàíè÷íèì ïåðå-
õîäîì ìîæíà îòðèìàòè ðåçóëüòàòè ³ äëÿ ë³í³éíîãî (ïëàñòèí÷àòîãî) âêëþ-
÷åííÿ. Ó ñòàòòÿõ [3, 4, 9] âèâ÷åíî ïîëÿ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü á³ëÿ âåð-
øèí ãîñòðîê³íöåâèõ âêëþ÷åíü ³ íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü [7] âñòàíîâëåíî ¿õ 
àñèìïòîòè÷í³ ïîäàííÿ. Âèÿâëåíî [1, 9], ùî âíàñë³äîê íåð³âíîì³ðíîãî ðîçòÿ-
ãó-ñòèñêó á³ëÿ âêëþ÷åííÿ ñë³ä î÷³êóâàòè á³ëüøèõ ïîð³âíÿíî ç òð³ùèíàìè 
ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é. Àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè ïëîñêèõ çàäà÷ äëÿ ë³í³éíîãî 
âêëþ÷åííÿ ñê³í÷åííî¿ äîâæèíè ç ïëàñòè÷íèìè çîíàìè, ùî ìîäåëþþòüñÿ ëî-
êàë³çîâàíèìè òîíêèìè ïðîøàðêàìè ìàòåð³àëó, îòðèìàíî ó ïðàöÿõ [2, 10, 
11]. Óòî÷íåíà ïîñòàíîâêà öèõ çàäà÷ ïðèçâåëà äî çì³íè òèïó îñîáëèâîñò³ íà-
ïðóæåíü â îêîë³ âåðøèí âêëþ÷åííÿ ³ç êîðåíåâî¿ íà ëîãàðèôì³÷íó. Ó ïðà-
öÿõ [5, 6] äîäàòêîâî óäîñêîíàëåíî ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâèõ óìîâ, çàâäÿêè 
÷îìó âäàëîñÿ ö³ëêîì ïîçáóòèñÿ îñîáëèâîñò³ íàïðóæåíü. Öÿ ïðàöÿ ðîçâèâàº 
çàêëàäåí³ ó [5, 6] ìîæëèâîñò³ åôåêòèâíîãî äîñë³äæåííÿ òàêèõ çàäà÷ çà óìîâ 
ðîçòÿãó ïëàñòèíè çîñåðåäæåíèìè ñèëàìè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ òà ¿¿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Íåîáìåæåíà ïëàñòèíà â óìî-
âàõ ïëîñêî¿ çàäà÷³ ç æîðñòêèì ë³í³éíèì âêëþ÷åííÿì óçäîâæ â³äð³çêà 

,  a a−[ ]  îñ³ àáñöèñ ðîçòÿãóºòüñÿ óçäîâæ ïîçäîâæíüî¿ îñ³ âêëþ÷åííÿ äâîìà 

çîñåðåäæåíèìè ñèëàìè âåëè÷èíè Q , ïðèêëàäåíèìè â òî÷êàõ (x d= ± , 

0)y = , d a>  (ðèñ. 1). Ìàòåð³àëè ïëàñòèíè òà êîíòàêòíîãî ïðîøàðêó ìàòðè-
öÿ – âêëþ÷åííÿ ââàæàºìî ïðèáëèçíî 
îäíàêîâî¿ ì³öíîñò³. 

Ó ïëàñòèí³ íàéá³ëüøà êîíöåíòðà-
ö³ÿ íàïðóæåíü âèíèêàº â îêîëàõ ê³íö³â 
âêëþ÷åííÿ ³ òî÷îê ïðèêëàäàííÿ ñèë, äå 
íàñàìïåðåä ³ ñë³ä ÷åêàòè ïîÿâè çîí 
ïåðåäðóéíóâàííÿ. Äîñë³äèìî ðîçâèòîê 
öèõ çîí â îêîëàõ ê³íö³â âêëþ÷åííÿ, 
íåõòóþ÷è äëÿ ïðîñòîòè âïëèâîì íà ¿õ-
í³é ðîçâèòîê ïëàñòè÷íèõ çîí á³ëÿ òî÷îê ïðèêëàäàííÿ ñèë, ùî º äîïóñòèìèì 
çà äîñòàòíüî¿ â³ääàëåíîñò³ îñòàíí³õ â³ä ê³íö³â âêëþ÷åííÿ. 

Àíàë³ç ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó òàêî¿ êîìïîçèö³¿ çà ïðóæíèì ðîç-
â’ÿçêîì ïîêàçóº [1], ùî ìàêñèìàëüí³ äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ maxτ  ñïîñòåð³-
ãàþòüñÿ â îêîëàõ ê³íö³â âêëþ÷åííÿ óçäîâæ éîãî ìåæ³ ç ïëàñòèíîþ. Òîìó 
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ââàæàòèìåìî, ùî ñàìå òóò ³ çàðîäæóþòüñÿ çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ, ïðîñó-
âàþ÷èñü â³ä êîæíîãî êðàþ äî öåíòðàëüíî¿ ÷àñòèíè óçäîâæ ìåæ³ ïëàñòèíà –
âêëþ÷åííÿ. Ö³ çîíè ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ä³ëÿíîê: çîí ðîçïóøåííÿ 1L   

b x a< <  ³ çîí (ñìóã) ïëàñòè÷íîñò³ 2L c x b< < . Ïðè öüîìó âèêî-
íóþòüñÿ òàê³ êðàéîâ³ óìîâè: íà ä³ëÿíêàõ ðîçïóøåííÿ (îñëàáëåíîãî, íå³äå-
àëüíîãî êîíòàêòó) äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ ë³í³éíî çðîñòàþòü â³ä íóëÿ äî ãðà-

íè÷íîãî çíà÷åííÿ s
∗τ : 

 11 sgn ( ),      xy s

x b
x x L

a b
+ ∗ − σ = τ − ∈ − 

,   (1) 

à íà ä³ëÿíêàõ ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ âîíè º ñòàëèìè:  

 2

1, 0,
sgn ( ),        ,    sgn ( ) 0, 0,

1, 0.
xy xy s

x
x x L x x

x

+ − ∗
+ >σ = − σ = τ ∈ = =

 − <
 (2) 

Òóò s
∗τ  – àäãåç³éíà çñóâíà ì³öí³ñòü êîíòàêòíî¿ ìåæ³ ïëàñòèíà – âêëþ÷åííÿ, 

à çà ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ – ¿¿ çñóâíèé ïîð³ã ïëàñòè÷íîñò³; ijσ  – êîì-

ïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ñ  çíàõîäèìî ç äîäàòêîâî¿ 
ô³çè÷íî¿ óìîâè, à b  çàäàºìî (óìîâè äëÿ éîãî îá÷èñëåííÿ ïîêè ùî íåìàº). 
Éîãî äîö³ëüíî ïîâ’ÿçàòè ç ðîçì³ðàìè ñòðóêòóðíèõ åëåìåíò³â (çåðåí) ìàòå-
ð³àëó àäãåç³éíîãî ïðîøàðêó, ùî âèðàæàº ñóìàðíèé âïëèâ íåîäíîð³äíîñò³ 
ñòðóêòóðè íà íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí. Çàïðîâàäæåííÿ ó òàêèé ñïî-
ñ³á çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ äàº ìîæëèâ³ñòü óíèêíóòè îñîáëèâîñòåé íàïðó-
æåíü â îêîëàõ ê³íö³â âêëþ÷åííÿ òà îòðèìàòè îáìåæåí³ íàïðóæåííÿ â óñ³õ 
òî÷êàõ êîìïîçèö³¿, ÿê³ äàþòü ìåõàí³÷íî êîðåêòíó êàðòèíó äåôîðìóâàííÿ.  

Íà ä³ëÿíö³ x c<  çáåð³ãàºòüñÿ ³äåàëüíèé êîíòàêò, òîìó ïîçäîâæí³ äå-
ôîðìàö³¿ òàì â³äñóòí³: 

 0
( )

0,         
u x

x L
x

∂ = ∈
∂

, (3) 

äå ,u v  – êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ó íàïðÿìàõ îñåé Ox  òà Oy  
â³äïîâ³äíî.  

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ çà äîïîìîãîþ êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â Êîëîñîâà –
Ìóñõåë³øâ³ë³ [7] âèçíà÷àºìî ÿê ñóïåðïîçèö³þ äâîõ ðîçâ’ÿçê³â:  

 4Re ( ),        ( ) ( ) ( ) ( )xx yy yy xyz i z z z z z′σ + σ = Φ σ − σ = Φ + Ω + − Φ , 

 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G u iv z z z z z′ ′ ′+ = Φ − Ω − − Φæ ,  (4) 

 0 0( ) ( ) ( ),         ( ) ( ) ( )z z z z z z∗ ∗Φ = Φ + Φ Ω = Ω + Ω ,  (5) 

äå ³íäåêñîì «0» ïîçíà÷åíî ñêëàäîâ³, ùî äàþòü ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ ñóö³ëü-
íî¿ ïëàñòèíè çà ¿¿ ðîçòÿãó çîñåðåäæåíèìè ñèëàìè (îäíîð³äíèé ðîçâ’ÿçîê), à 
ñèìâîëîì «∗ » – ðîçâ’ÿçîê, ùî âðàõîâóº ðîçðèâ ïåðåì³ùåíü íà ë³í³ÿõ ðîç-
ïóøåííÿ ³ ïëàñòè÷íîñò³ (çáóðåíèé ðîçâ’ÿçîê). Îäíîð³äíèé ðîçâ’ÿçîê â³äîìèé 
[7] ³ ïîäàºòüñÿ ôîðìóëàìè 

 0 02 2 2 2
( ) ,       ( )

( 1) ( 1)
Q Qd dz z

z d z d
Φ = − ⋅ Ω = ⋅

π + π +− −
æ

æ æ
,  (6) 

äå z x iy= +  – êîîðäèíàòè òî÷îê, ó ÿêèõ âèçíà÷àºòüñÿ íàïðóæåíî-äåôîð-
ìîâàíèé ñòàí. 

Çáóðåíèé ðîçâ’ÿçîê ï³ñëÿ çàäîâîëåííÿ êðàéîâèõ óìîâ (1)–(3) ïîâ’ÿçà-
íèé ³ç òàêîþ çàäà÷åþ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ ç êóñêîâî-íåïåðåðâíèìè êîåô³-
ö³ºíòàìè äëÿ ôóíêö³¿ ( )z∗Φ : 
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 ( ) ( ) ( )x g x f x+ −
∗ ∗Φ − Φ = , 

 

0 0 0

1 1

2 2

( ) 2 ( ), ,

2
( ) sgn ( ), ,( ) 1

2
( ) sgn ( ), ,

1

s

s

f x x x L

i a x
f x x x Lf x a b

i
f x x x L

∗

∗

= − Φ ∈


τ − = − ∈=  + −


τ = ∈ +

æ

æ

 

 
1 2

1, ,

1, ,

x L
g

x L L

− ∈
=  ∈ +

  (7) 

ôóíêö³ÿ 0 ( )xΦ  âèçíà÷åíà ôîðìóëàìè (6). 

Ðîçâ’ÿçîê îäíîð³äíî¿ çàäà÷³ ñïðÿæåííÿ ( ( ) 0f x = ) äëÿ (7) âèáèðàºìî ó 

âèãëÿä³ 2 2( ) 1X z z c= − . Òîä³ çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì íåîäíîð³äíî¿ çàäà÷³ 
ñïðÿæåííÿ (7) áóäå  

 

0 1

0 1( ) ( )( )
( )

2 ( )( ) ( )( )L L

f t dt f t dtX z
z

i X t t z X t t z
∗ + +

Φ = + +π − − ∫ ∫  

 

2

2
1 2

( )
( )( )

( )( )L

f t dt
X z c c z

X t t z+
+ + +

− ∫ , 

äå 1 2,  c c  – ä³éñí³ ÷èñëà. Ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ, çàäîâîëåííÿ óìîâ íà íåñê³í-
÷åííîñò³ òà ñïðîùåíü îòðèìóºìî, ùî 

 
2 2

2 2 2 2

1( ) 1
( 1)

Qd z d cz
dz d z c

∗
  −Φ = − + π +  − −æ

 

 3
42 2

2 ( , , )
( , , , )s

zf a b c
f z a b c

z c

∗  + τ +    −
, (8) 

ïðè÷îìó 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
3

1( , , ) ln ln
b b c a a b

f a b c a c b c b a
a b c c

 + − + −
= − − − + − −  

, 

 4 1 1 2 2
1( , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f z a b c b z b c a z a c z z b c z a c

a b
= Γ − Γ + Γ − Γ

−
( )[ ] , 

 
2 2 2 2 2 2 2 2

1 22 2 2 2 2 2 2 2
( , , ) ln ,    ( , , ) ln

z z z
z z

z z z

α − β − α − β α − β − − β
Γ α β = Γ α β =

α − β + α − β α − β + − β
. 

Âðàõîâóþ÷è, ùî ðîçâ’ÿçêîì ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ º ñóïåðïîçèö³ÿ ðîçâ’ÿçê³â 
(6), (8), çã³äíî ç ôîðìóëàìè (5) îòðèìàºìî âèðàçè äëÿ ôóíêö³é íàïðóæåíü 

 ( )
2 2

s 3 s 42 22 2

1( ) 2 ( , , ) , ,
( 1)

Q d czz f a b c f a b c
z dz c

∗ ∗  −Φ = τ − + τ  π + −  −æ
, 

 ( ) ( )z zΩ = − Φæ . (9) 

Ôîðìóëè (9), (4) îïèñóþòü ïîëå íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é ó ïëàñòèí³ ç 
âêëþ÷åííÿì, äàþ÷è ìîæëèâ³ñòü äîñë³äèòè óìîâè éîãî êîðåêòíîñò³ òà ãðà-
íè÷íî¿ ð³âíîâàãè ò³ëà. Ïðè ïåðåòâîðåííÿõ âèêîðèñòàíî òàê³ çíà÷åííÿ ³íòåã-
ðàë³â: 
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1
2 2( )L

t dt

t z t c
=

− −
∫  

 2 2 2 2 2 2
2 22 ( , , ) ( , , )z a c b z z z c z b c z a c = − − − + − Γ − Γ 

 
( ) , 

 

2

2 2
2 2

12 2

sgn ( )
2 ln ( , , )

( )L

t dt b b cz z c z b c
ct z t c

+ −= − − Γ
− −

∫ , 

 

1
2 2

sgn ( )

( )L

t dt

t z t c
=

− −
∫  

 
2 2

2 2
1 12 2

2 ln ( , , ) ( , , )a a cz z c z a c z b c
b b c

+ −= + − Γ − Γ
+ −

( ) , 

 

0

2 2
2 2

L

t c dt z c z
t z

− = − −
−∫ , 

à ïîâåä³íêà ôóíêö³é 1 2( , , ),  ( , , )z zΓ α β Γ α β  íà íåñê³í÷åííîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ 
àñèìïòîòèêàìè 

 
2 2

1
1lim ( , , ) 2 ln

z
z O

z→∞

α + α − β  Γ α β = − +  β  
, 

 2 2
2 2

1 1lim ( , , ) 2
z

z O
z z→∞

 Γ α β = − α − β ⋅ +  
 

. 

Äîâæèíà çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ ³ ïåðåì³ùåííÿ ó íèõ. Çàäîâîëüíÿþ÷è 
â ðîçâ’ÿçêó (9) óìîâó íåïåðåðâíîñò³ íàïðóæåíü â îêîëàõ âåðøèí ïëàñòè÷-

íèõ ñìóã ( ,0)   ( 0)xy sx x c∗σ → τ → − , îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà-

÷åííÿ ¿õ äîâæèíè: 

 2 2
3

1  + ( , , ) 0
2 s

Q d c f a b c∗ − =
τ

. (10) 

Çà ðåçóëüòàòàìè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿííÿ (10) íà ðèñ. 2 íàâåäåíî çà-
ëåæí³ñòü â³äíîñíî¿ äîâæèíè çîí ïåðåäðóéíó-
âàííÿ ( )/a c aε = −  â³ä áåçðîçì³ðíîãî ïàðàìåò-

ðà íàâàíòàæåííÿ 2 sQ Q a ∗≡ τ /( )  çà ô³êñîâàíî¿ 

â³äñòàí³ äî òî÷îê ïðèêëàäàííÿ ñèë d d a≡ = /  

1.1=  äëÿ â³äíîñíèõ äîâæèí ( )a b aγ ≡ − /  çîíè 

ðîçïóøåííÿ 410 , 0.05, 0.15, 0.25   −γ = . Çá³ëü-
øåííÿ çîíè ðîçïóøåííÿ çà ô³êñîâàíîãî ð³âíÿ 
íàâàíòàæåííÿ âèäîâæóº çîíó ïåðåäðóéíóâàí-
íÿ, õî÷à ñàìà îáëàñòü ïëàñòè÷íîñò³ ïðè öüîìó 
çìåíøóºòüñÿ. Ç ðîçâèòêîì çîí ïåðåäðóéíóâàí-
íÿ àáñîëþòíà ð³çíèöÿ ì³æ ¿õí³ìè äîâæèíàìè 
äëÿ ð³çíèõ γ  çìåíøóºòüñÿ, ùî ïîÿñíþºòüñÿ 
çðîñòàííÿì âïëèâó çîí ïëàñòè÷íîñò³. 

Íà ðèñ. 3 ïîäàíî çàëåæí³ñòü òèõ ñàìèõ 
äîâæèí çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ ε  â³ä â³äíîñíî¿ 

â³äñòàí³ d  äî òî÷îê ïðèêëàäàííÿ ñèë çà ô³êñî-
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âàíîãî ð³âíÿ íàâàíòàæåííÿ 0.5Q =  äëÿ òèõ ñàìèõ çíà÷åíü â³äíîñíèõ 
äîâæèí çîíè ðîçïóøåííÿ, ùî é ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, 

4
   10 , 0.05, 0.15, 0.25−γ = . Îáðèâ ë³í³é íà ðèñóíêó çóìîâëåíèé òèì, ùî ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷³ ïåðåäáà÷àº ³ñíóâàííÿ çîí ðîçïóøåííÿ çàâäîâæêè γ , ÷åðåç 
ùî ì³í³ìàëüíî ìîæëèâà äîâæèíà çîíè ïëàñòè÷íîñò³ çóìîâëþº ì³í³ìàëüíó 
äîâæèíó çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ íà ð³âí³ γ . Ó âèïàäêó áåçìåæíî ìàëèõ çîí 

ðîçïóøåííÿ ( 0)γ →  ð³âíÿííÿ (10) ñïðîùóºòüñÿ:  

 
2 2

2 2 ln 0
2 s

Q a a cd c
c∗

+ −− − =
τ

.  (11) 

Ó öüîìó âèïàäêó çà ìàëèõ íàâàíòàæåíü ³ â³äïîâ³äíî ìàëèõ äîâæèí çîí 
ïåðåäðóéíóâàííÿ ( 1)ε   ç âèêîðèñòàííÿì ðîçâèíåííÿ ó ðÿä Òåéëîðà çà ε  
³ çáåðåæåíí³ ëèøå ïåðøèõ äîäàíê³â ³ç ð³âíÿííÿ (11) îòðèìóºìî  

 
2

1
2 2 1s

Q

a d
∗

ε =
τ −

  àáî 
2

2 2 28 s

Q aa c
d a∗− =

τ −( )
.  (12) 

Òîáòî ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ äîâæèíà çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ ïðîïîðö³éíà 
êâàäðàòó ïðèêëàäåíèõ ñèë, äîâæèí³ âêëþ÷åííÿ òà îáåðíåíî ïðîïîðö³éíà äî 
ð³çíèö³ êâàäðàò³â â³äñòàíåé ì³æ òî÷êàìè ïðèêëàäàííÿ ñèë ³ âåðøèíàìè 
âêëþ÷åííÿ.  

Íà ðèñ. 4 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü áåçðîçì³ðíî¿ äîâæèíè çîí ïåðåäðóé-

íóâàííÿ ε  â³ä ïàðàìåòðà íàâàíòàæåííÿ Q ≡  

2 sQ a ∗≡ τ/( ) çà áåçìåæíî ìàëî¿ çîíè ðîçïóøåí-

íÿ äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü â³äñòàí³ d  äî òî÷îê 
ïðèêëàäàííÿ ñèë (êðèâ³ 1 (1′)–3 (3′) â³äïîâ³äà-

þòü çíà÷åííÿì 1.5,  2,  5d = ). Êðèâ³ 1–3 îá-

÷èñëåíî çà òî÷íîþ ôîðìóëîþ (11), à 1′–3′ – çà 
íàáëèæåíîþ ôîðìóëîþ (12). Äëÿ çíà÷íî¿ ÷àñ-
òèíè ñïåêòðà íàâàíòàæåííÿ äîâîë³ ïðîñòó íà-
áëèæåíó ôîðìóëó (12) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïðè îá÷èñëåíí³ äîâæèíè 
çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ.  

Òàíãåíö³àëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ó çîíàõ ïåðåäðóéíóâàííÿ (íîðìàëüí³ ïåðå-
ì³ùåííÿ çà ïîñòàíîâêîþ çàäà÷³ äîð³âíþþòü íóëþ) çíàéäåìî çã³äíî ç ôîð-

ìóëàìè (4) íà îñíîâ³ âèðàçó ( ) ( )
1

xyi
G u iv x

+
+ + σ

′ ′+ = Φ +
+

æ
æ

æ
, çâ³äêè ìàºìî 

 s 4 ( , , , )( )
( +1)

f x a b cu x
G

x

∗+ τ∂  = ∂ π 
æ

æ
. 

Ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ îòðèìóºìî çì³ùåííÿ (ïðîêîâçóâàííÿ) òî÷îê ìàòåð³àëó 
ïëàñòèíè â³äíîñíî âêëþ÷åííÿ ïðè ñ x a≤ ≤ :  

 5( ) ( , , , )
2 ( 1)

su x f x a b c
G

∗τ
=

π +
æ

æ
, (13) 

äå  

 2 2
5 2

1( , , , ) ( , , )f x a b c a x x a c
a b

= + Γ +− 
( )  

 2 2
2 1 22 ( , , ) ( , , ) ( , , )x b x b c a x a c b x x b c+ Γ − Γ − + Γ −( )[ ]  

 2 2 2 2 2 22 x c a c b c  − − − − −  
. 
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Рис. 4 
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Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî íàéá³ëüø³ ïåðåì³ùåííÿ òî÷îê ìàòåð³àëó ïëàñòèíè â³ä-
íîñíî âêëþ÷åííÿ äîñÿãàþòüñÿ â îêîëàõ âåðøèí x a= ± : 

 max 6( ) ( , , )
( 1)

su u a f a b c
G

∗τ
= =

π +
æ
æ

, (14) 

ïðè÷îìó  

 2
6 5 1

1( , , ) ( , , , ) 2 ln ( , , )af a b c f a a b c a ab a b c
a b c

≡ = + Γ −−
 

 2 2 2 2 2 2 2 2
2

1 ( , , )
2

a b a b c c a a c b c − + Γ + − + − − 
( ) ( )( ) . 

Çàçíà÷èìî, ùî íà êîæíîìó ç â³äð³çê³â ,  1, 2iL i = , îá÷èñëåííÿ íåîáõ³äíî âè-

êîíóâàòè îêðåìî, îñê³ëüêè âèðàçè äëÿ ôóíêö³é 1 2( , , ),  ( , , )a aΓ α β Γ α β  ïðè 
öüîìó º ð³çíèìè. 

Çà ðåçóëüòàòàìè çä³éñíåíèõ íà îñíîâ³ 
ôîðìóë (14), (10) îá÷èñëåíü íà ðèñ. 5 ïîäàíî 
áåçðîçì³ðí³ â³äíîñí³ çì³ùåííÿ òî÷îê ïëàñòèíè 
ï³ä òîðöÿìè âêëþ÷åííÿ â³äíîñíî öèõ òîðö³â 

(âêëþ÷åííÿ â ö³ëîìó) 
( )

( )
s

Gu a
u a

a∗
=

τ
  ÿê ôóíê-

ö³¿ â³ä íàâàíòàæåííÿ Q  çà ñòàëî¿ â³äñòàí³ äî 

òî÷îê ïðèêëàäàííÿ ñèë 1.1d =  ³ ñòàëî¿ Ìóñ-
õåë³øâ³ë³ 2.2=æ  äëÿ çíà÷åíü â³äíîñíèõ äîâ-

æèí çîíè ðîçïóøåííÿ 4
 10 ,  0.05, 0.15−γ = , 

0.25 . Çà ñòàëèõ íàâàíòàæåííÿ ³ ô³çèêî-ìåõà-
í³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ç³ çá³ëüøåííÿì çîíè 
ðîçïóøåííÿ çì³ùåííÿ òî÷îê ìàòåð³àëó ïëàñ-
òèíè â³äíîñíî âêëþ÷åííÿ çðîñòàº.  

Ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ çà â³äñóòíîñò³ çî-
íè ðîçïóøåííÿ äëÿ îö³íêè ðîçðèâ³â ïåðåì³-
ùåíü ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ, îòðè-
ìàíîþ ï³ñëÿ ðîçâèíåííÿ ó ðÿä Òåéëîðà çà ε  ó ôîðìóëàõ (11), (14):  

 
2

2
1( )

4 ( 1) 1s

Q
u a

G a d∗=
π + τ −

æ
æ

.   (15) 

Íà ðèñ. 6 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíèõ ïåðåì³ùåíü ( )u a  â³ä ïàðà-

ìåòðà íàâàíòàæåííÿ Q  çà áåçìåæíî ìàëî¿ çîíè ðîçïóøåííÿ ³ ð³çíèõ â³ä-

ñòàíÿõ äî òî÷îê ïðèêëàäàííÿ ñèë (êðèâ³ 1 (1′)–3 (3′) â³äïîâ³äàþòü çíà÷åí-

íÿì 1.5,  2,  5d = ). Êðèâ³ 1–3 îá÷èñëåíî çà òî÷íîþ ôîðìóëîþ (14), à 1′–3′ – 
çà íàáëèæåíîþ ôîðìóëîþ (15). Äëÿ çíà÷íî¿ ÷àñòèíè íàâàíòàæåííÿ äîâîë³ 
ïðîñòó íàáëèæåíó ôîðìóëó (15) ìîæíà âèêîðèñòàòè ï³ä ÷àñ îá÷èñëåííÿ 
â³äíîñíèõ çì³ùåíü òî÷îê ïëàñòèíè.  

Êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ. Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (4), (9) ðîçïîä³ë êîíòàêò-
íèõ íàïðóæåíü óçäîâæ ìåæ³ âêëþ÷åííÿ – ìàòðèöÿ º òàêèì: 

 0x L∈ : 7

2
0,        ( , , , )s

yy xy f x a b c
∗

+ + τ
σ = σ =

π
, 

 1 2x L L∈ + : 4

( 1)
( , , , )

( 1)
s

yy f x a b c
∗

+ − τ
σ = −

π +
æ

æ
,  (16) 

äå 
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2 2 2 2

7 2 2 2 2
( , , , ) arctg arctgx a c x b cf x a b c a b

a c x b c x

− −= − +
− −

 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
arctg arctgc x c xx

a c b c

 − −+ − 
 − −

, 

Íàâàíòàæåííÿ ïëàñòèíè ñþäè âõîäèòü îïîñåðåäêîâàíî ÷åðåç çíà÷åííÿ 
äîâæèíè çîí çà ð³âíÿííÿì (10). Çàçíà÷èìî, ùî íà êîæíîìó ç â³äð³çê³â 

,  1, 2iL i = , âèðàçè äëÿ ôóíêö³¿ 4 ( , , , )f x a b c  º ð³çíèìè. 

Îñüîâ³ çóñèëëÿ. Äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ óçäîâæ ïîâåðõí³ ç÷åïëåííÿ ïëàñ-
òèíè ç âêëþ÷åííÿì (16), (1), (2) ñïðè÷èíÿþòü ïîÿâó â ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ 

îñòàííüî¿ îñüîâîãî çóñèëëÿ ( ) 2 ( )
a

xy
x

P x x dx= σ∫ , ÿêå ï³ä ÷àñ ïåðåâèùåííÿ 

äåÿêîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ ìîæå ¿¿ ðîç³ðâàòè. Ðîçïîä³ë îñüîâèõ çóñèëü íà 
ð³çíèõ ä³ëÿíêàõ êîíòàêòó âêëþ÷åííÿ ç ïëàñòèíîþ îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ 

 

2

9

( )
, ,

( ) ( 2 ), ,

2
( , , , ), 0 ,

s

s

s

a x
b x a

a b

P x a b x c x b

f x a b c x c

∗

∗

∗

 −τ ≤ ≤ −= τ + − ≤ ≤

 τ

≤ ≤ π

 (17) 

äå 

 
2 2

2 2
9 2 2
( , , , ) arctg c xf x a b c b x

b c

 −= + −
 −
( )  

 
2 2

2 2

2 2
arctg ( )( 2 )

2
c xa x a b a b c
a c

− π− + + − + − +
−

( )  

 
2 2 2 2

2 2 2 2
2 arctg arctgx b c x a cx b a

b c x a c x

 − −+ − + 
 − −

 

 2 2 2 2 2 2b x b x a c
 + − − − −    
. 

Ïðè öüîìó ïåðåäàâàííÿ çóñèëü ÷åðåç òîðåöü âêëþ÷åííÿ íå âðàõîâóºìî.  
Ðîçïîä³ë áåçðîçì³ðíèõ ðîçðèâíèõ îñüî-

âèõ çóñèëü ( ) ( ) (2 )sP x P x a∗≡ τ / , îá÷èñëåíèõ çà 
ôîðìóëàìè (17), (10), óçäîâæ ïðàâî¿ ïîëîâè-
íè âêëþ÷åííÿ äëÿ çíà÷åíü íàâàíòàæåííÿ 

0.5,  0.8Q =  çîáðàæåíî íà ðèñ. 7. Ðîçðàõóíêè 

âèêîíàíî äëÿ d = 2, 410−γ = . Â³äì³òèìî ³ñíó-
âàííÿ ó öåíòðàëüí³é ÷àñòèí³ âêëþ÷åííÿ òàêî¿ 
îáëàñò³, äå âåëè÷èíà îñüîâèõ çóñèëü çì³íþ-
ºòüñÿ íåçíà÷íî. Öå ñâ³ä÷èòü ïðî ìîæëèâ³ñòü 
ó êîìïîçèö³ÿõ ç äîñòàòíüî äîâãèìè âêëþ÷åííÿìè îäíî÷àñíîãî ¿õ ðîçðèâó íà 
äåê³ëüêà (á³ëüøå äâîõ) ôðàãìåíò³â. 

Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ðîçðèâíèõ îñüîâèõ çóñèëü äîñÿãàºòüñÿ ïîñåðå-
äèí³ âêëþ÷åííÿ ( 0)x = : 

 10

2
(0) ( , , )sP f a b c

∗τ
=

π
. (18) 
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Рис. 7 
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Òóò 

 2 2
10 2 2 2 2

1( , , ) arctg arctgc cf a b c b a
a b b c a c

= − +−  − −
 

 2 2 2 2 2 2

2
c b c a c a b π + − − − + −    

( ) . 

Çì³íà äîâæèíè çîíè ðîçïóøåííÿ ñëàáî 
âïëèâàº íà ðîçïîä³ë îñüîâèõ ðîçðèâíèõ çó-
ñèëü ó âêëþ÷åíí³ òà íà ¿õí³ ìàêñèìàëüí³ çíà-
÷åííÿ. Íà ðèñ. 8 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü âåëè-

÷èíè (0)P  â³ä ïàðàìåòðà íàâàíòàæåííÿ Q  

ïðè 1.1,  2.2d = = æ  ÿê ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè 
ð³âíÿíü (18), (10) äëÿ çíà÷åíü â³äíîñíèõ äîâ-

æèí çîíè ðîçïóøåííÿ 4
 10 ,  0.05, 0.15−γ = , 

0.25 . Ç³ çá³ëüøåííÿì äîâæèíè çîíè ðîçïó-
øåííÿ çíà÷åííÿ ðîçðèâíèõ çóñèëü äåùî 
çìåíøóºòüñÿ.  

Çàëåæí³ñòü ìàêñèìàëüíèõ îñüîâèõ çó-

ñèëëÿ (0)P  â³ä ïàðàìåòðà íàâàíòàæåííÿ Q  

ïðè 410−γ =  äëÿ â³äñòàíåé äî òî÷îê ïðèêëà-

äàííÿ ñèë 1.5,  2,  5d =  ïîäàíî íà ðèñ. 9.  
Ãðàíè÷íà ð³âíîâàãà òà ðóéíóâàííÿ. Ðîç-

ãëÿíåìî äâà íàéá³ëüø â³ðîã³äí³ ñïîñîáè ðîçâèòêó ðóéíóâàííÿ â êîìïîçèö³¿.  
Ïåðøèé – ó ñìóãàõ ïëàñòè÷íîñò³ òà ðîçïóøåííÿ â³äáóâàþòüñÿ çì³ùåí-

íÿ òî÷îê ìàòðèö³ â³äíîñíî âêëþ÷åííÿ. Ïðè äîñÿãíåíí³ íèìè ïåâíî¿ ìåæ³, 
ÿêà º õàðàêòåðèñòèêîþ êîíòàêòíî¿ ìåæ³ êîìïîçèö³¿, â³äáóäåòüñÿ âòðàòà 
çâ’ÿçêó ì³æ âêëþ÷åííÿì ³ ìàòðèöåþ, òîáòî óòâîðèòüñÿ òð³ùèíà êîâçàííÿ.  

Äðóãèé ñïîñ³á – äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ íà ïîâåðõí³ ìàòðèöÿ – âêëþ÷åííÿ 
ñòâîðþþòü ó ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ âêëþ÷åííÿ îñüîâ³ çóñèëëÿ, ÿê³ çà äîñÿã-
íåííÿ ìåæ³ ì³öíîñò³ âêëþ÷åííÿ utP  ñïðè÷èíÿòü éîãî ðîçðèâ.  

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ìîæëèâ³ñòü â³äøàðóâàííÿ âêëþ÷åííÿ. Êîëè ìàê-
ñèìàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ( )u a±  äîñÿãàþòü äåÿêîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ 2cδ , 
ÿêå º õàðàêòåðèñòèêîþ çñóâíî¿ êîíòàêòíî¿ ì³öíîñò³ ñèñòåìè ïëàñòèíà – 
âêëþ÷åííÿ ³ âñòàíîâëþºòüñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî, òî ìîæëèâà âòðàòà áåçïî-
ñåðåäíüîãî ìåõàí³÷íîãî çâ’ÿçêó ì³æ âêëþ÷åííÿì ³ ïëàñòèíîþ – â³äáóâàºòü-
ñÿ ðóéíóâàííÿ àäãåç³éíèõ çâ’ÿçê³â. Â³äïîâ³äíà êðèòåð³àëüíà óìîâà 

 2( ) cu a = δ ,  (19) 

ùî õàðàêòåðèçóº ïî÷àòîê â³äøàðóâàííÿ âêëþ÷åííÿ, àíàëîã³÷íà â³äîì³é [8] 
óìîâ³ cδ -ìîäåë³. Òîìó ñèñòåìà ð³âíÿíü  

 2 2
3 2 6

2
( , , ),        ( , , )

( 1)2
s

c
s

Q
d c f a b c f a b c

G

∗∗

∗

τ
= − δ =

π +τ

æ
æ

 (20) 

îïèñóº ñòàí ãðàíè÷íî¿ ð³âíîâàãè êîìïîçèö³¿, êîëè º ìîæëèâèì ðîçøàðóâàí-
íÿ ì³æ âêëþ÷åííÿì ³ ïëàñòèíîþ, à ¿¿ ðîçâ’ÿçîê äàº çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíîãî 

ö³é ñèòóàö³¿ ãðàíè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ Q Q∗= . Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî çà ô³êñîâà-

íîãî 2cδ  ç³ çá³ëüøåííÿì çîíè ðîçïóøåííÿ äîïóñòèìå ãðàíè÷íå íàâàíòàæåí-
íÿ ðîçøàðóâàííÿ çìåíøóºòüñÿ. 

Ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ çà áåçìåæíî ìàëèõ çîí ðîçïóøåííÿ ìàºìî 

 2 2( 1)
2 1 c sG a

Q d
∗

∗ π + δ τ
= − æ

æ
.  (21) 
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Ñï³ââ³äíîøåííÿ (20), (21) áóäóòü êîðèñíèìè äëÿ åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ìå-
õàí³êè ðóéíóâàííÿ, îñê³ëüêè çà â³äîìîþ äîâæèíîþ çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ ³ 
ãðàíè÷íèì íàâàíòàæåííÿì ìîæíà äëÿ êîíêðåòíèõ êîìïîçèö³é îö³íèòè êðè-
òè÷íèé ðîçðèâ ïåðåì³ùåíü 2ñδ  òà åíåðã³þ ðóéíóâàííÿ. 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìîæëèâ³ñòü ðîçðèâàííÿ âêëþ÷åííÿ. Íàéá³ëüø³ îñüîâ³ 
çóñèëëÿ âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (18). Ç³ çá³ëüøåííÿì íàâàíòàæåííÿ ³ 
ðîçâèòêîì çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ îñüîâ³ çóñèëëÿ òàêîæ çðîñòàþòü. ¯õíº 
çá³ëüøåííÿ ó âêëþ÷åíí³ â³äáóâàòèìåòüñÿ äî ãðàíè÷íîãî ñòàíó â³äøàðóâàííÿ 
âêëþ÷åííÿ â³ä ìàòðèö³ ÷è, ùî òå ñàìå, äî äîñÿãíåííÿ ðîçðèâàìè ïåðåì³-
ùåíü ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ 2ñδ . Òîìó ìàêñèìàëüí³ îñüîâ³ çóñèëëÿ, ùî ìî-
æóòü âèíèêíóòè ó âêëþ÷åíí³, âèçíà÷àºìî ç ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü 

max 10 2 6

2 2
( , , ),          ( , , )

( 1)
s s

cP f a b c f a b c
G

∗ ∗τ τ
= δ =

π π +
æ
æ

.  (22) 

Íà ðèñ. 10 çîáðàæåíî çàëåæíîñò³ maxP ≡  

max

2 s

P

a ∗≡
τ

 ÿê ôóíêö³¿ â³ä 2
2

ñ
ñ

s

G

a∗

δ
δ =

τ
 , ÿê³ íåîá-

õ³äíî âðàõîâóâàòè ï³ä ÷àñ ïðîåêòóâàííÿ òà-
êèõ êîìïîçèö³é ç âêëþ÷åííÿìè äëÿ çíà÷åíü 

2.2=æ  ³ 4
   10 , 0.05, 0.15, 0.25−γ = .  

Ç ³íøîãî áîêó, ì³öí³ñòü âêëþ÷åííÿ íà 
ðîçðèâ º îáìåæåíîþ. Äëÿ çáåðåæåííÿ ö³ë³ñ-
íîñò³ âêëþ÷åííÿ ìàêñèìàëüí³ îñüîâ³ çóñèëëÿ 

maxP  íå ïîâèíí³ ïåðåâèùóâàòè ì³öíîñò³ utP  âêëþ÷åííÿ íà ðîçðèâ: 

 max utP P≤ . (23) 

Ïðèéìàþ÷è óìîâó (23) çà êðèòåð³àëüíó òà ðîçâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìó ð³âíÿíü 

 2 2
3 max 10

2
( , , ),         ( , , )

2
s

s

Q
d c f a b c P f a b c

∗∗∗

∗

τ
= − =

πτ
, (24) 

âèçíà÷àºìî ãðàíè÷íå íàâàíòàæåííÿ Q Q∗∗=  ðîçðèâó âêëþ÷åííÿ. Ïðîñòó 
ôîðìóëó ïåðøîãî íàáëèæåííÿ îòðèìàºìî, ðîçâèíóâøè ôóíêö³¿ ó ïðàâèõ 
÷àñòèíàõ ñèñòåìè ð³âíÿíü (24) ó ðÿä Òåéëîðà çà ε  (çà áåçìåæíî ìàëèõ çîí 
ðîçïóøåííÿ), çâ³äêè 

 2 2
ut0.5Q P d a∗∗ = π − . (25) 

Âèñíîâêè. Òàêèì ÷èíîì, õàðàêòåð ðóéíóâàííÿ â êîìïîçèö³¿ áóäå âè-
çíà÷àòèñÿ, ç îäíîãî áîêó, ì³öí³ñíèìè ïàðàìåòðàìè ìàòðèö³ ÷è êîíòàêòíîãî 

ïðîøàðêó ìàòðèöÿ – âêëþ÷åííÿ 2 ,  c s
∗δ τ  (÷è 22 c s

∗ ∗
τγ = δ τ ), à ç ³íøîãî – ì³ö-

í³ñòþ utP  âêëþ÷åííÿ íà ðîçðèâ. Çà ô³êñîâàíî¿ äîâæèíè âêëþ÷åííÿ àáî â³ä-

øàðîâóºòüñÿ â³ä ìàòðèö³ àáî ðîçðèâàºòüñÿ çàëåæíî â³ä òîãî, ÿêà ç ãðàíè÷-
íèõ ð³âíîñòåé (19) ÷è (23) äîñÿãíåòüñÿ ðàí³øå. 

Îòðèìàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ âèçíà÷àþòü êðèòè÷íó äîâæèíó âêëþ÷åííÿ 

cra a= , ÿêà ðàçîì ç ïðóæíèìè òà ì³öí³ñíèìè ïàðàìåòðàìè êîìïîçèö³¿ âè-
çíà÷àº ìåõàí³çì ðóéíóâàííÿ. ßêùî äîâæèíà âêëþ÷åííÿ á³ëüøà â³ä êðèòè÷-
íî¿ cra , ùî âèçíà÷àºòüñÿ ³ç ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü 
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òî ç³ çðîñòàííÿì íàâàíòàæåííÿ âêëþ÷åííÿ ðîç³ðâåòüñÿ. Â³äïîâ³äíå ãðàíè÷íå 
íàâàíòàæåííÿ îá÷èñëþºìî ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (24) ÷è çà íàáëèæåíîþ ôîð-
ìóëîþ (25). Ïðè äîâæèí³ âêëþ÷åííÿ, ìåíø³é â³ä êðèòè÷íî¿ cra , â³äáóäåòüñÿ 
ðóéíóâàííÿ éîãî â³äøàðóâàííÿì. Ãðàíè÷íå íàâàíòàæåííÿ ïðè öüîìó âèçíà-
÷àþòü ³ç ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü (20) ÷è çà íàáëèæåíîþ ôîðìóëîþ (21). 
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КОМПОЗИЦИЯ С ВКЛЮЧЕНИЕМ ПРИ РАСТЯЖЕНИИ СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ СИЛАМИ 
 
Â óñëîâèÿõ ïëîñêîé çàäà÷è èññëåäóåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâíîâåñèå êîìïîçèöèè ñ æåñò-
êèì ëèíåéíûì âêëþ÷åíèåì ïðè ðàñòÿæåíèè ïëàñòèíû ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëà-
ìè. Ëîêàëèçîâàííûå çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ (îñëàáëåííîãî êîíòàêòà) ðàçâèâàþòñÿ 
âäîëü ãðàíèöû ïëàñòèíà – âêëþ÷åíèå, ïðîäâèãàÿñü îò åãî òîðöîâ ê öåíòðàëüíîé 
÷àñòè. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ ïîòåí-
öèàëîâ ñâåäåíèåì ê çàäà÷å ñîïðÿæåíèÿ. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå íàãðóçêè íà ðàçâèòèå 
çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé è îñåâûõ óñèëèé âî 
âêëþ÷åíèè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äåôîðìàöèîííîãî êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ óñòàíîâëå-
íû ïðåäåëüíûå íàãðóçêè âîçìîæíîãî îòñëîåíèÿ âêëþ÷åíèÿ èëè åãî ðàçðûâà. 
 
COMPOSITION WITH INCLUSION AT TENSION BY СОNCENTRATED FORCES 
 
Limit equilibrium of composition with a rigid fiber inclusion at tension by concentrated 
forces under conditions of plane problem is studied. The localized zones of prefracture 
(weakened contact) develop along the plate-inclusion boundary from its ends to the 
central part. Analytical solution of the problem by means of complex potentials is obta-
ined. The influence of load on development of prefracture zones, distribution of contact 
stresses, and axial forces in the inclusion is analyzed. Limiting loads of possible separa-
tion of the inclusion or its rupture are found using the strain criterion of rupture.  
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