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Çàïðîïîíîâàíî äâà ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿçàííÿ êëàñè÷íî¿ çàäà÷³ Ëåìáà ïðî ä³þ 
çîñåðåäæåíî¿ ñèëè íà ãðàíèöþ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó: çà äîïîìîãîþ ³íòåã-
ðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà òà ìåòîäó ïîë³íîì³â Ëà´åððà, ïðè÷îìó â 
ïåðøîìó âèïàäêó âäàëîñÿ îòðèìàòè àíàë³òè÷íèé âèðàç âåðòèêàëüíîãî ïåðå-
ì³ùåííÿ ãðàíèö³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó. Äîâåäåíî åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàí-
íÿ äðóãîãî ï³äõîäó äî ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³. 

 
Êëàñè÷íèì ìåòîäîì ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìà-

òè÷íî¿ ô³çèêè º çàñòîñóâàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà ÷àñî-
âîþ çì³ííîþ ³ çâåäåííÿ ¿õ òàêèì ñïîñîáîì äî êðàéîâèõ çàäà÷, ÿê³ çàëåæàòü 
â³ä êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà ïåðåòâîðåííÿ. Ïðîòå ïðè â³äñóòíîñò³ òî÷íî¿ 
ôîðìóëè çíàõîäæåííÿ îðèã³íàëó ðîçâ’ÿçêó âèíèêàº ïðîáëåìà ðîçâ’ÿçàííÿ 
³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó â³äíîñíî øóêàíî¿ ôóíê-
ö³¿, ùî, ÿê â³äîìî, º íåêîðåêòíîþ çàäà÷åþ. Ö³º¿ ïðîáëåìè ìîæíà óíèêíóòè, 
ÿêùî ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ âèêîðèñòàòè ìåòîä ïîë³-
íîì³â Ëà´åððà [2, 3], ñóòü ÿêîãî ïîëÿãàº ó çàñòîñóâàíí³ äî ïî÷àòêîâî-êðàéî-
âî¿ çàäà÷³ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëà´åððà çà ÷àñîì ³ çâåäåíí³ ¿¿ òàêèì 
÷èíîì äî òðèêóòíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ êðàéîâèõ çàäà÷, âíàñë³äîê ÷îãî ðîçâ’ÿçîê 
âèõ³äíî¿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïîäàºòüñÿ ó âèãëÿä³ îðòîãîíàëüíîãî 
ðÿäó çà ïîë³íîìàìè Ëà´åððà. 

Ó çàïðîïîíîâàíîìó äîñë³äæåíí³ ðîçâ’ÿçàíî êëàñè÷íó çàäà÷ó Ëåìáà ïðî 
ä³þ çîñåðåäæåíî¿ ñèëè íà ãðàíèöþ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ ³í-
òåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà òà ìåòîäó ïîë³íîì³â Ëà´åððà. Ïðè öüîìó 
äîâåäåíî, ùî çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Áîðåëÿ ïðî çãîðòêó ³íòåãðàëüíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà [5, 6] ìîæíà çíàéòè òî÷íèé àíàë³òè÷íèé âèðàç âåðòè-
êàëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ ãðàíèö³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó, ÿêèé ñï³âïàäàº ç â³-
äîìèì [8], îäåðæàíèì çà äîïîìîãîþ ñõåìè Cagniard-de Hoop. Ïðîòå öÿ ñõå-
ìà íå ìîæå áóòè ðåàë³çîâàíà ïðè àíàë³ç³ äèíàì³÷íîãî ïðîöåñó â ï³âïðîñòîð³ 
àáî â ïëîñêî-ïàðàëåëüíîìó øàð³. Òîìó â ðîáîò³ ïðî³ëþñòðîâàíî ïîð³âíÿëü-
íèé ÷èñëîâèé àíàë³ç ðîçâ’ÿçêó ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ ó âèãëÿä³ îðòîãîíàëüíîãî 
ðÿäó çà ïîë³íîìàìè Ëà´åððà òà òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó, îäåðæàíîãî çà äîïîìî-
ãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. 

1. Îäíîð³äíèé ³çîòðîïíèé ïðóæíèé ï³âïðîñò³ð â³äíåñåìî äî öèë³íäðè÷-
íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ( ,  ,  )R Rα β γ , äå R  – ïàðàìåòð, ÿêèé ìàº ðîçì³ðí³ñòü 
äîâæèíè, òà ââàæàòèìåìî, ùî ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ ïëîùèíè 

0γ =  ó ï³âïðîñòîð³ ðåàë³çóºòüñÿ îñåñèìåòðè÷íèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé 
ñòàí. Òîä³ äëÿ íåíóëüîâèõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ 

( , , )Ruα α γ τ  ³ ( , , )Ruγ α γ τ  ìîæíà çàïèñàòè ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

ðóõó ïðóæíîãî ò³ëà ñòîñîâíî ôóíêö³é îá’ºìíî¿ äåôîðìàö³¿ ( , , ) divθ α γ τ = u  ³ 

1( , , ) (rot )
2β βω α γ τ = u : 

 
2

2 2
2

2
uβ α

∂ω ∂∂θ + =
∂α ∂γ ∂τ

æ æ , (1) 

 
2

2 2
2

( )2 uβ γ∂ αω ∂∂θ − =
∂γ α ∂α ∂τ

æ æ , (2) 

äå â öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò â îñåñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó 

 1 1( ) ,           
2

u uu
u γ γα

α β

∂ ∂∂∂  θ = α + ω = − α ∂α ∂γ ∂γ ∂α 
, (3) 
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1 22
2

2(1 )
;  ,  

1 2
c

c c
c

− ν= =
− ν

æ  – â³äïîâ³äíî øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ ïîçäîâæí³õ ³ 

ïîïåðå÷íèõ õâèëü â ìàòåð³àë³ ñåðåäîâèùà; ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà; 

1c t
R

τ =  – áåçðîçì³ðíèé ÷àñ; R  – õàðàêòåðèñòè÷íèé ðîçì³ð. 

Ïîä³ºìî îïåðàòîðîì 1 ∂
α ∂α

 íà ð³âíÿííÿ (1), îïåðàòîðîì ∂
∂γ

 – â³äïîâ³äíî 

íà ð³âíÿííÿ (2), äîäàìî òðàíñôîðìîâàí³ òàêèì ñïîñîáîì ð³âíÿííÿ ³, âèêî-
ðèñòàâøè îçíà÷åííÿ (3) ôóíêö³¿ ( , , )θ α γ τ , îòðèìàºìî, ùî 

 
2 2

2
2 2

∂ θ ∂ θ∇ θ + =
∂γ ∂τ

, (4) 

äå 2 1 ∂ ∂ ∇ = α α ∂α ∂α 
 – îïåðàòîð Áåëüòðàì³ â îñåñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó. 

Îòæå, ôóíêö³ÿ ( , , )θ α γ τ  º ðîçâ’ÿçêîì ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ õâè-

ëüîâîãî ð³âíÿííÿ (4). Ââåäåìî êëþ÷îâó ôóíêö³þ ( , , )Φ α γ τ  ÿê 2 β
∂Φω =
∂α

 ³ 

ïîä³ºìî îïåðàòîðîì ∂
∂γ

 íà ð³âíÿííÿ (1), à îïåðàòîðîì 1 ∂
α ∂α

 – íà ð³âíÿííÿ 

(2) ³ â³äí³ìåìî òðàíñôîðìîâàí³ òàêèì ÷èíîì ð³âíÿííÿ. Òîä³, âðàõîâóþ÷è 
îçíà÷åííÿ (3) ôóíêö³¿ ( , , )βω α γ τ , îòðèìàºìî 

 
2 2

2 2
2 2

∂ Φ ∂ Φ∇ Φ + =
∂γ ∂τ

æ , (5) 

òîáòî ôóíêö³ÿ ( , , )Φ α γ τ  º ðîçâ’ÿçêîì ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ õâè-
ëüîâîãî ð³âíÿííÿ (5). 

Ââåäåìî êëþ÷îâó ôóíêö³þ ( , , )P α γ τ  ÿê ( , , ) Puα
∂α γ τ =
∂α

. Òîä³ ç îãëÿäó 

íà îçíà÷åííÿ (3) ôóíêö³¿ ( , , )θ α γ τ  îòðèìàºìî òàêå äèôåðåíö³àëüíå ñï³â-
â³äíîøåííÿ:  

 2
u

P γ∂
∇ = θ −

∂γ
, (6) 

à íà ï³äñòàâ³ îçíà÷åííÿ (3) ôóíêö³¿ ( , , )βω α γ τ  îòðèìàºìî 

 0P uγ
∂ ∂ − − Φ = ∂α ∂γ 

, (7) 

çâ³äêè âèïëèâàº, ùî  

 Puγ
∂= − Φ
∂γ

. (8) 

ßêùî âèðàç (8) ï³äñòàâèòè ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (6), òî äëÿ âèçíà÷åííÿ 
ôóíêö³¿ ( , , )P α γ τ  îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ Ïóàññîíà 

 
2

2
2
PP ∂ ∂Φ∇ + = θ +

∂γ∂γ
, 

ÿêå ï³ñëÿ ïîäâ³éíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ çà ÷àñîì íàáóäå âèãëÿäó 

 
2 2 2 2

2
2 2 2 2

P∂ ∂ ∂ θ ∂ ∂ Φ   ∇ + = +   ∂γ   ∂γ ∂τ ∂τ ∂τ
. (9) 

ßêùî â ïðàâó ÷àñòèíó äèôåðåíö³àëüíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (9) ï³äñòàâèòè 
ð³âíÿííÿ (4) ³ (5), òî îòðèìàºìî ïðîñòèé çâ’ÿçîê ì³æ ôóíêö³ºþ ( , , )P α γ τ  ³ 
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êëþ÷îâèìè ôóíêö³ÿìè ( , , )θ α γ τ  ³ ( , , )Φ α γ τ : 

 
2 2

2 2
2 2

0P − ∂ ∂ ∂Φ   ∇ + − θ + =    ∂γ   ∂γ ∂τ 
æ , 

ïðè÷îìó äëÿ âèêîíàííÿ ö³º¿ ð³âíîñò³ äîñòàòíüî, ùîá 

  
2

2
2

0P −∂ ∂Φ − θ + = ∂γ ∂τ
æ . (10) 

Îòæå, ÿêùî êëþ÷îâ³ ôóíêö³¿ ( , , )θ α γ τ  ³ ( , , )Φ α γ τ  âèçíà÷èòè ÿê ðîçâ’ÿç-
êè â³äïîâ³äíèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷, òî áåçðîçì³ðí³ êîìïîíåíòè âåê-
òîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ ( , , )uγ α γ τ  ³ ( , , )uα α γ τ , à òàêîæ ºäèíó â³äì³ííó 

â³ä íóëÿ êîìïîíåíòó âåêòîðà îáåðòàííÿ 1 rot
2

= u  çíàõîäèìî çà ôîðìó-

ëîþ (8) ³ çà ôîðìóëàìè 

 1( , , ) ,               ( , , )
2

Puα β
∂ ∂Φα γ τ = ω α γ τ =
∂α ∂α

. (11) 

Îñê³ëüêè êðàéîâ³ óìîâè äèíàì³÷íî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ìîæíà 
ôîðìóëþâàòè â íàïðóæåííÿõ, òî íåîáõ³äíèì òàêîæ º ïîäàííÿ êîìïîíåíò 
òåíçîðà íàïðóæåíü ÷åðåç êëþ÷îâ³ ôóíêö³¿ ( , , )θ α γ τ  ³ ( , , )Φ α γ τ . Â³äïîâ³äíî 
äî çàêîíó Ãóêà çàïèøåìî 

 2
       ( , , ) ( 2) 2 , ( , , )

u uuγ γα
γγ αγ

∂ ∂∂   σ α γ τ = µ − θ + σ α γ τ = µ +  ∂γ ∂γ ∂α  
æ , (12) 

äå µ  – ñòàëà Ëÿìå, òîìó, âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (8), ìàºìî ð³âí³ñòü 

 
2

2
2

( 2) 2 P
γγ

 ∂ ∂Φ σ = µ − θ + −  ∂γ ∂γ 
æ . 

Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè ¿¿ äâ³÷³ çà ÷àñîì 

 
2 2 2 2

2
2 2 2 2

( 2) 2 Pγγ∂ σ  ∂ θ ∂ ∂ ∂Φ = µ − + −  ∂γ ∂τ ∂τ ∂τ ∂γ 
æ  

³ âèêîðèñòàâøè ð³âíÿííÿ (4), (5), (10), îòðèìàºìî 

 
2 2

2 2
2 2

( 2)γγ∂ σ  ∂ θ = µ − ∇ θ + +   ∂τ ∂γ
æ  

 
2 2

2
2 2 2 2

1 12 2 ∂ ∂Φ ∂ ∂ Φ   + θ + − ∇ Φ + =   ∂γ ∂γ   ∂γ ∂γ æ æ
 

 
2

2 2 2 2
2 2

1( 2) 2 ∂ θ ∂= µ − ∇ θ + − ∇ Φ ∂γ∂γ 
æ æ

æ
( ) . (13) 

Áåðó÷è äî óâàãè ð³âí³ñòü (8) ³ ï³äñòàâèâøè îçíà÷åííÿ (11) ôóíêö³¿ ( , , )P α γ τ  
ó äðóãå ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (12), ìàòèìåìî 

 2 P
αγ

∂ ∂ σ = µ − Φ ∂α ∂γ 
. (14) 

Îòæå, ôîðìóëè (13) ³ (14) âèðàæàþòü êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü 
÷åðåç êëþ÷îâ³ ôóíêö³¿ ( , , ),  ( , , )θ α γ τ Φ α γ τ  ³ ( , , )P α γ τ . 

2. Íåõàé íà ãðàíèö³ 0γ =  ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò 
÷àñó ä³º íîðìàëüíà çîñåðåäæåíà ñèëà. Òîä³ äëÿ âèçíà÷åííÿ êëþ÷îâèõ 
ôóíêö³é ( , , )θ α γ τ  ³ ( , , )Φ α γ τ , ÿê³ º ðîçâ’ÿçêàìè õâèëüîâèõ ð³âíÿíü (4) ³ (5), 
ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêó ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó: 
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( , ,0)( , ,0)

( , ,0) 0,          ( , ,0) 0
uu

u u γα
α γ

∂ α γ∂ α γ
α γ = = α γ = =

∂τ ∂τ
, (15) 

 
( )

( ,0, ) ( ),           ( ,0, ) 0
2

Q Sγγ + αγ
δ ασ α τ = − τ σ α τ =

πα
, (16) 

 
( , ) ( , )

lim ( , , ) 0,                  lim ( , , ) 0u uα γα γ → ∞ α γ → ∞
α γ τ = α γ τ = , (17) 

äå ( )δ α  – äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà, à 
1, 0,

( )
0 0,

S+
τ ≥τ =  τ <

 – àñèìåòðè÷íà ôóíê-

ö³ÿ Ãåâ³ñàéäà. 
ßêùî ³íòåãðàë 

 
0

( , ) ( , , ) exp ( ) ( )n nf f L d
∞

α γ = α γ τ − λτ λτ τ∫  (18) 

º ³íòåãðàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì Ëà´åððà [2] ôóíêö³¿ ( , , )f α γ τ  ç äîäàòíèì ïà-

ðàìåòðîì λ , òî ôîðìóëîþ éîãî îáåðíåííÿ ñëóæèòü îðòîãîíàëüíèé ðÿä 

 
0

( , , ) ( , ) ( )n n
n

f f L
∞

=

α γ τ = λ α γ λτ∑ , (19) 

äå ( )nL λτ  – ïîë³íîìè Ëà´åððà, ÿê³ óòâîðþþòü ïîâíó òà îðòîãîíàëüíó ñèñòå-

ìó ôóíêö³é íà ïðîì³æêó 0, )∞[ . ßêùî ôîðìóëàìè 

 0
0 0

( , ) ( , , ) ( ) exp ( ) ( )n nJ d L d
∞ ∞ 

θ ξ γ = α θ α γ τ ξα α − λτ λτ τ 
 

∫ ∫ , 

 0
0 0

( , ) ( , , ) ( ) exp ( ) ( )n nJ d L d
∞ ∞ 

Φ ξ γ = α Φ α γ τ ξα α − λτ λτ τ 
 

∫ ∫  

ââåñòè çîáðàæåííÿ øóêàíèõ êëþ÷îâèõ ôóíêö³é ( , , )θ α γ τ  ³ ( , , )Φ α γ τ  çà Ãàí-

êåëåì ³ Ëà´åððîì, äå 0 ( )J ξα  – ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó íóëüîâîãî 

ïîðÿäêó, òî äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³é ( , )nθ ξ γ  ³ ( , )nΦ ξ γ  íà ï³äñòàâ³ ð³âíÿíü 

(4) ³ (5) çàïèøåìî òàê³ ïîñë³äîâíîñò³ [2] çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü: 

 
2

2 2
2

0

( 1)
n

n
n m

m

d
n m

d =

θ
− ξ θ = λ − + θ

γ
∑ , (20) 

 
2

2 2 2
2

0

( 1)
n

n
n n

m

d
n m

d =

Φ
− ξ Φ = λ − + Φ

γ
∑æ . (21) 

Çàãàëüíèìè ðîçâ’ÿçêàìè öèõ ð³âíÿíü ñëóæàòü àëãåáðè÷í³ çãîðòêè 

 
0

( , ) ( ) (1, , ) ( ) (1, , )
n

n n j j n j j
j

A G B W− −
=

θ ξ γ = ξ ξ γ + ξ ξ γ∑ [ ] , (22) 

 
0

( , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )
n

n n j j n j j
j

C G D W− −
=

Φ ξ γ = ξ ξ γ + ξ ξ γ∑ æ æ[ ], (23) 

äå ôóíêö³¿ (1, , ),  W (1, , )j jG ξ γ ξ γ  ³ ( , , ),  W ( , , )j jG ξ γ ξ γæ æ  – ôóíäàìåíòàëüí³ 

ñèñòåìè ðîçâ’ÿçê³â â³äïîâ³äíî ð³âíÿíü (20) ³ (21), äëÿ ÿêèõ â³äîì³ [4] òàê³ 
ïîäàííÿ: 
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 2 2 2 2 2 2
,

0

( , , ) ( , ) exp
j k

j j k
k

G x a x x x
=

   ξ γ = ξ ξ + λ γ − ξ + λ γ   
   ∑ , (24) 

 2 2 2 2 2 2
,

0

( , , ) ( , ) exp
j k

j j k
k

W x a x x x
=

   ξ γ = ξ ξ + λ γ ξ + λ γ   
   ∑ , (25) 

,1, ;  ( , )j kx a x∈ ξæ{ }  – êîåô³ö³ºíòè, ÿê³ îá÷èñëþþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîð-

ìóëîþ 

 
12 2

, 1 , 2 ,2 2 2
2 ( 1)

2 2 ( 1)

j

j k j k k
k

k xa a j a
x k

−

+ +
=

+ λ= − − +
ξ + λ +

∑
( ) 


 , 

 1, ,        0, 1j n k j= = − , 

ïðè÷îìó êîåô³ö³ºíòè ,0pa  äîâ³ëüí³ òà âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè íîðìóâàííÿ 

ôóíêö³é ( , , )jG x ξ γ  ³ ( , , )jW x ξ γ . 

Â³äïîâ³äíî äî óìîâ íà áåçìåæíîñò³ (17) ó ïîäàííÿõ (22) ³ (23) óñ³ 
êîíñòàíòè ( ) 0n jB − ξ =  ³ ( ) 0n jD − ξ = , à äëÿ âèçíà÷åííÿ êîíñòàíò ( )n-jA ξ  ³ 

( )n-jC ξ  òðàíñôîðìóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ (10), (13), (14) ³ êðàéîâ³ óìîâè (16) 

çà Ãàíêåëåì ³ Ëà´åððîì: 

 2 2
1 22 ,             n

n n n n n n

d
P f f f f

d
− −

− −
Φ

= λ − + = θ +
γ

æ( ) , (26) 

 
22

2 2 2 2 2
, 2

0

( 1) ( 2) 2
n

n n
m n

m

d d
n m

dd
−

γγ
=

θ Φλ − + σ = − − ξ θ + ξ
µ γγ

∑ æ æ æ , (27) 

 , 2 n
n n

P
αγ

∂∂  σ = µ − Φ ∂α ∂γ 
, (28) 

 , ,0 ,             0
2n n
Q

γγσ = − δ γ =
πλ

, (29) 

 , 0,                        0nαγσ = γ = ,  (30) 

äå ,0nδ  – ôóíêö³ÿ Êðîíåêåðà. Çîêðåìà, ç ôîðìóëè (28) òà óìîâè (30) âèïëè-

âàº, ùî 

 2 ,                   0n
n

dP
d

Φ = γ =
γ

, (31) 

à, îòæå,  

 2
1 22

2 2 ,     ,      0n
n n n n n n

dd f f f f
d d

−
− −

Φ
Φ = − + = θ + γ =

γ γλ
æ( ) . (32) 

Ï³äñòàâèìî ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (27) ³ (32) ïîäàííÿ çîáðàæåíü (22) ³ (23) êëþ-

÷îâèõ ôóíêö³é ( , )nθ ξ γ  ³ ( , )nΦ ξ γ  ïðè 0γ = , âíàñë³äîê ÷îãî îòðèìàºìî ñèñ-

òåìó ð³âíÿíü ñòîñîâíî íåâ³äîìèõ êîíñòàíò ( )nA ξ  ³ ( ),  0,1, 2,nC nξ =  : 

 2 2 2 2 2 2 2 2 (1)2 2n n nA C F−− ξ + λ + ξ ξ + λ =æ æ æ( ) , 

 2 2 2 2 2 2 (2)2 2n n nA C F−ξ + λ − ξ + λ =æ æ( ) , (33) 

äå  
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2

(1) 2
,

0 1

( ) ( 1) (1, ,0)
n n

n m n j j
m j

F n m A Gγγ −
= =

λ ′′ξ = − − + σ + ξ +
µ ∑ ∑æ  

 2 2

1

2 ( , ,0)
n

n j j
j

C G−
−

=

′+ ξ ξ∑æ æ , 

 (2)
1 2( ) 2 ( ) 4 ( ) 2 ( )n n n nF − −ξ = ψ ξ − ϕ ξ + ϕ ξ , 

 2

1

( ) (1, ,0) ( , ,0)
n

n n j j n j j
j

A G C G−
− −

=

′ ′′ψ ξ = ξ + ξ∑ [ ]æ æ , 

 2

0

( ) (1, ,0) ( , ,0)
n

n n j j n j j
j

A G C G−
− −

=

′ ′′ϕ ξ = ξ + ξ∑ æ æ[ ] , 

 
2

2
0 0

( , , ) ( , , )
( , ,0) ,   ( , , 0) ,  1,j j

j j

dG x d G x
G x G x x

d dγ = γ =

ξ γ ξ γ
′ ′′ξ ≡ ξ ≡ ∈

γ γ
æ{ } . 

Áóäåìî âèìàãàòè, ùîá ôóíêö³¿ ( , , )jG x ξ γ  ïðè 0γ =  çàäîâîëüíÿëè òàê³ óìî-

âè: 0 ( , ,0) 1,  ( , , 0) 0,  1,2,3,jG x G x jξ = ξ = =  . Òîä³ ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (24) 

ìàºìî, ùî äîâ³ëüí³ êîåô³ö³ºíòè ,0 ,0( , )p pa x ξ = δ  ³  

 2 2 2
,1 ,0( , ,0) ( , ) ( , )j j jG x x a x a x′ ξ = ξ + λ ξ − ξ( ) , 

 2 2 2 2 2
0 ( , ,0) ,       ( , ,0) ( 1),    1,2,jG x x G x x j j′′ ′′ξ = ξ + λ ξ = λ + =  . 

Ðîçâ’ÿçàâøè ñèñòåìó ð³âíÿíü (33), îòðèìàºìî ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ 
êîíñòàíò ( )nA ξ  ³ ( )nC ξ : 

 
2 2 2 (1) 2 2 2 2 (2)2 2

( )
n n

n

F F
A

D
ξ + λ + ξ ξ + λ

=
ξ

æ æ( )
, 

 
2 2 2 (1) 2 2 2 2 (2)2 2

( )
n n

n

F F
C

D
ξ + λ + ξ + λ

=
ξ

æ æ æ( )
, 

äå  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 4 2D ξ = ξ ξ + λ ξ + λ − ξ + λæ æ( ) , 

ÿê³ äîçâîëÿþòü îäíîçíà÷íî çíàéòè çîáðàæåííÿ êëþ÷îâèõ ôóíêö³é ( , )nθ ξ γ  ³ 

( , )nΦ ξ γ , à, îòæå, çàïèñàòè êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ 

( , , )uα α γ τ  ³ ( , , )uγ α γ τ , à òàêîæ ( , , )βω α γ τ . 

Â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåíü (8) ³ (31) çàïèøåìî âèðàç äëÿ çîáðàæåííÿ 
âåðòèêàëüíî¿ êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ: 

 ,
1( ,0) ( ,0)
2n nuγ ξ = − Φ ξ . (34) 

Íà îñíîâ³ ôîðìóë îáåðíåííÿ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëà´åððà (19) ³ 
Ãàíêåëÿ ³ ñï³ââ³äíîøåíü (11), (34) îñòàòî÷íî âèçíà÷àºìî ïîëå ïåðåì³ùåíü ó 
ï³âïðîñòîð³ òà âèðàç äëÿ ºäèíî¿ íåíóëüîâî¿ êîìïîíåíòè âåêòîðà îáåðòàííÿ 

( , , )α γ τ : 

 1
0 0

( , , ) ( , ) ( ) ( )n n
n

u P J d L
∞∞

α
=

 
α γ τ = − λ ξ ξ γ ξα ξ λτ 

 
∑ ∫ , (35) 

 0
0 0

( , )
( , , ) ( , ) ( ) ( )n

n n
n

dP
u J d L

d

∞∞

γ
=

ξ γ  α γ τ = λ ξ − Φ ξ γ ξα ξ λτ  γ  
∑ ∫ , (36) 
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 1
0 0

( , , ) ( , ) ( ) ( )
2 n n

n

J d L
∞∞

β
=

λ  ω α γ τ = − ξΦ ξ γ ξα ξ λτ  ∑ ∫ , (37) 

äå ôóíêö³¿ ( , ),  ( , )n nθ α γ Φ α γ  ³ ( , )nP α γ  âèçíà÷àþòüñÿ â³äïîâ³äíî çà ôîðìó-

ëàìè (22), (23) ³ (26). Çîêðåìà, âåðòèêàëüíà êîìïîíåíòà âåêòîðà ïðóæíîãî 
ïåðåì³ùåííÿ íà ìåæ³ ï³âïðîñòîðó ( ,0, )uγ α τ  íàáóäå âèãëÿäó 

 0
0 0

( ,0, ) ( ) ( , 0) ( )
2 n n

n

u L J d
∞∞

γ
=

λα τ = − λτ ξΦ ξ ξα ξ∑ ∫ . (38) 

3. Îñê³ëüêè ( ) 1nL λτ =  ïðè 0n = , òî ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ëà´åððà 

(18) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ç ïàðàìåòðîì 
ïåðåòâîðåííÿ λ . Ïðîâåäåìî ñèìâîë³÷íó çàì³íó s = λ  ³ çàïèøåìî âèðàç äëÿ 
çîáðàæåííÿ âåðòèêàëüíî¿ êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ íà 

ìåæ³ ï³âïðîñòîðó (34) ïðè 0n =  ³ 2 3 ( 0.25)= ν =æ : 

 
2 2

,0 2 2 2 2 2 2 2 2
( , ,0) ( , ,0)

2 3 4 3

L s s
u s u s M

s s s
γ γ

ξ +
ξ ≡ ξ =

ξ + − ξ ξ + ξ +( )
, (39) 

äå 
2 3Q Q

M = =
πµ πµ

æ
. Çàñòîñóâàâøè äî îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ ôîðìóëó îáåðíåííÿ 

ïåðåòâîðåííÿ Ãàíêåëÿ, äîìíîæèìî ÷èñåëüíèê ³ çíàìåííèê ï³ä³íòåãðàëüíî¿ 

ôóíêö³¿ íà âèðàç 2 2 2 2 2 2 2 22 3 4 3s s sξ + + ξ ξ + ξ +( ) , ï³ñëÿ äåÿêèõ ïåðå-
òâîðåíü ìàòèìåìî 

 1 2
4( , ) ( , )

81 81
L M Mu s sγ = α + α  , (40) 

äå 

 
2 2 2 2 2

0
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0

2 3 ( )1( , )
s s J d

s
s s a s b s c s

∞ ξ + ξ + ξ ξα ξ
α =

+ ξ + ξ + ξ ξ +
∫

( )( )

( )( )( )
 , 

 
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2
0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0

3 ( )1( , )
  3

s s J d
s

s s a s b s c s

∞ ξ ξ + ξ + ξ ξα ξ
α =

+ ξ + ξ + ξ ξ +
∫

( )( ) , 

 2 3 1 1,       6 2 3 ,       6 2 3
3 3 3

a b c= = − = + . 

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ ,  ,  0,  0A B a b≠ ≠  ñïðàâäæóºòüñÿ ôîðìóëà 

 ( )
2 2

2 2
1 sin

As B A Ab bB
a a aabas b

•
• +

+ ξ    = δ τ + − ξ ξτ   
   + ξ

, (41) 

äå 
( )

( )
dS

dt
+

+
τ

δ τ =  – àñèìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà. Íà îñíîâ³ ôîðìóëè (41) 

âèêîíàºìî îá÷èñëåííÿ: 

 
2 2

2
2 2 2

1( ) (1 ) sin ( )
s

a a
as a

•
• +

+ ξ = δ τ + − ξ ξτ
+ ξ

,  

 
2 2

2
2 2 2

3 2 13 ( ) 2 3 sin ( )
s

b b
bs b

•
• +

+ ξ = δ τ + − ξ ξτ
+ ξ

( ) , 

 
2 2

2
2 2 2

3 2 13 ( ) 2 3 sin ( )
s

c c
cs c

•
• +

+ ξ = δ τ + − ξ ξτ
+ ξ

( ) . 
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Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ Áîðåëÿ, äåÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè àñèìåòðè÷íî¿ 
ôóíêö³¿ Ä³ðàêà, à òàêîæ ôîðìóëàìè 

 
2 2

0

sin ( ) sin ( ) 1sin ( ) sin ( ) ,     ( )
a b b a

a x b x dx S
sa b

τ
•

• +
ξτ − ξτ

ξ ξ τ − = = τ
− ξ∫ ( )

( )
, 

îá÷èñëèìî òàê³ çãîðòêè: 

 2 2
1

1 1( ) ( ) 1 sin ( ) 3 ( ) 2 3 sin ( )F ,  a a b b
a b+ +

   ξ τ ≡ δ τ + − ξ ξτ δ τ + − ξ ξτ =∗      
( ) ( )  

 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 3 1 2 3 1
3 ( ) sin ( ) ( ) sin ( ) ( )

b b a a
b S a S

b a b a b a
+ + +

− − − −
= δ τ + ξ ξτ τ + ξ ξτ τ

− −

( )( ) ( )( )
( ) ( )

, 

 2
2 1

1( , )  ( , ) 3 ( ) 2 3 sin ( ) 9 ( )F F c c
c+ +

 ξ τ ≡ ξ τ δ τ + − ξ ξτ = δ τ +∗   
( )  

 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 1 2 3 1
sin ( ) ( ) sin ( ) ( )

b b a a
b S a S

b a b c b a b a c b
+ +

− − − −
+ ξ ξτ τ + ξ ξτ τ +

− − − −

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

 

 
2 2 2

2 2 2 2

2 3 1
sin ( ) ( )

c c
c S

c a c b c
+

− −
+ ξ ξτ τ

− −

( ) ( )
( )( )

, 

 3 2 1 2 3( , ) ( ) ( , ) (9 ) ( )F S F n n n S+ +ξ τ ≡ τ ξ τ = + + + τ −∗  

 1 2 3cos ( ) cos ( ) cos ( ) ( )n a n b n c S+− ξτ + ξτ + ξτ τ[ ] , 

äå 
2 2 2 2 2 2

1 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 1 2 3 1
,    

a a b b
n n

a b a c a b c b a b

− − − −
= =

− − − −

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

,  

 
2 2 2

3 2 2 2 2 2

2 3 1c c
n

c a c b c

− −
=

− −

( ) ( )
( )( )

. 

Íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü [7] 02 2

1 ( )J
s

•
•= ξτ

+ ξ
 ³  

1

0 2
1

cos ( )1( )
1

x dx
J

x

+

−

ξτ
ξτ =

π −
∫ , 

à òàêîæ âèðàçó 

 
2 2

0

sin ( ) sin ( )
cos ( ) cos ( )

a a b b
a x b x dx

a b

τ ξτ − ξτ
ξ ξ τ − =

− ξ∫ ( )
( )

 

îòðèìàºìî íàñòóïíó çãîðòêó: 

 
1

3 0 3 2
1

1( , ) ( ) ( , ) cos ( )
1

dxF J F x
x

+

−

ξ τ ξτ = ξ τ ξτ =∗ ∗π −
∫ [ ]  

 
1

1 2 3
1 2 3 2 2 2 2 2 2

1

sin ( )1 (9 ) sin ( )
n x n x n xx

n n n x
x a x b x c x

+

−

ξτ  = + + + + + + ξτ − πξ  − − −∫  

 1 2 3
2 2 2 2 2 2 2

sin ( ) sin ( ) sin ( ) ( )
1

n a n b n c dxa b c S
a x b x c x x

+
− ξτ − ξτ − ξτ τ− − −  −

. 

Âðàõîâóþ÷è, ùî 0 2 2
0

1sin ( ) ( ) ( )a J b d S a b
a b

∞

+ξ ξ ξ = −
−

∫ , çàïèøåìî îðèã³íàë 

³íòåãðàëà 1( , )sα  ó òàêîìó âèãëÿä³: 
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1

1 1 2 3 2 2 2 2
1

S ( ) ( )
( , ) (9 )

1

S x dx
s n n n

x x x

+
• + +

•
−

τ τ − α
α = + + + −π  τ − α −

∫  

 
1 1

1 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

( ) ( )

1 1

S a xS x dxdxn a n
a a x x a x x x

+ +
+ +

− −

τ − α τ − α
− + −

τ − α − − − τ − α −
∫ ∫

( ) ( )
 

 
1 1

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

( ) ( )

1 1

S b xS x dxdxn b n
b b x x b x x x

+ +
+ +

− −

τ − α τ − α
− + −

τ − α − − − τ − α −
∫ ∫

( ) ( )
 

 
1 1

3 32 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

( ) ( )

1 1

S c xS x dxdxn c n
c c x x c x x x

+ +
+ +

− −

τ − α τ − α 
− + 

τ − α − − − τ − α −
∫ ∫

( ) ( )
. 

Îðèã³íàë ³íòåãðàëà 2 ( , )sα  îòðèìóºìî àíàëîã³÷íî: 

 
1

2 4 5 6 2 2 2 2
1

3 ( ) 3
( , ) ( )

3 1

S S x dx
s n n n

x x x

+
• + +

•
−

τ τ − αα = + + −π  τ − α −
∫

( )  

 
1 1

4 42 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

( ) 3

3 1 3 3 1

S a xS x dxdxn a n
a a x x a x x x

+ +
+ +

− −

τ − α τ − α
− + −

τ − α − − − τ − α −
∫ ∫

( )

( ) ( )
 

 
1 1

5 52 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

( ) 3

3 1 3 3 1

S b xS x dxdxn b n
b b x x b x x x

+ +
+ +

− −

τ − α τ − α
− + −

τ − α − − − τ − α −
∫ ∫

( )

( ) ( )
 

 
1 1

6 62 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

( ) 3

3 1 3 3 1

S c xS x dxdxn c n
c c x x c x x x

+ +
+ +

− −

τ − α τ − α − + τ − α − − − τ − α −
∫ ∫

( )

( ) ( )
, 

äå 
2 2 2 2

4 52 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 3 1 1 3
,          

a a b b
n n

a b a c a b c b a b

− − − −
= =

− − − −

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

,  

 
2 2

6 2 2 2 2 2

1 1 3c c
n

c a c b c

− −
=

− −

( )( )
( )( )

. 

Îá÷èñëèâøè òàáëè÷í³ ³íòåãðàëè çà x  [4], çàïèøåìî ôóíêö³þ ( ,0, )uγ α τ  

ïðè 1α = : 

 

1 2 3
0 2 2 2 2 2 2

2
0 2 2

0

0, 0 1,

, 1 3,
162 1 1 1

1, 3 ,
81 1

1,  ,
81

 

 m m mM m
b c

u mM m
bb

M m
b

γ

< τ <
  
 + − + ≤ τ < 
  α τ − − τ τ −=   

− ≤ τ <  
  − τ
 < τ < ∞

 (42) 

äå  1 4
0 1 2 3 4 5 6 1 2 2

4
9 4( ),      

1 3 1

n n
m n n n n n n m

a a
= + + + = + + = = −

− −
, 

 2 5 3 6
2 32 2 2 2

4 4
,        

1 1 3 1 3 1

n n n n
m m

b b c c
= = = = −

− − − −
. 

Çàóâàæèìî, ùî ïðè âåëèêèõ ÷àñàõ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ (1,0, )uγ τ  ñï³âïà-

äàº ç ðåçóëüòàòîì, îá÷èñëåíèì çà â³äîìîþ â ë³òåðàòóð³ [1] ôîðìóëîþ ñòàö³-
îíàðíî¿ çàäà÷³ Áóñ³íåñêà: 
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Çà íàâåäåíèìè ôîðìóëàìè (38) ³ (42) âèêîíàíî ÷èñåëüí³ ðîçðàõóíêè 
âåðòèêàëüíî¿ êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ íà ìåæ³ ï³âïðî-
ñòîðó ( ,0, )uγ α τ  ïðè 1,  / 1Qα = µ = , ùî çîáðàæåí³ íà ðèñ. 1 ³ â òàáë. 1. Êðè-

âà 1 îá÷èñëåíà çà ôîðìóëîþ (38) – çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ëà´åððà, 
êðèâà 2 – çà ôîðìóëîþ (42) – ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà.  

Îòæå, ó ðîáîò³ ðîçâèíóòî äâà ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿçàííÿ êëàñè÷íî¿ çàäà÷³ 
Ëåìáà ïðî ïåðåõ³äíèé äèíàì³÷íèé ïðîöåñ ó ïðóæíîìó ï³âïðîñòîð³ ïðè ä³¿ 
íà éîãî ãðàíèö³ çîñåðåäæåíî¿ íîðìàëüíî¿ ñèëè. Çîêðåìà, çà äîïîìîãîþ 
³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà âäàëîñÿ îòðèìàòè àíàë³òè÷íèé âèðàç 
âåðòèêàëüíîãî ðóõó ãðàíèö³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó òà âèä³ëèòè òðè òèïè 
õâèëü – ïîçäîâæíþ, ïîïåðå÷íó ³ õâèëþ Ðåëåÿ, ÿêà ðóõàºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ 

11.883Rc c=  ïðè 0.25ν = . Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî àìïë³òóäà õâèë³ Ðåëåÿ ìàº 

ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó, ùî ñóïåðå÷èòü 
ô³çèö³ ÿâèùà òà º ðåçóëüòàòîì íåêîðåêòíî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³ â ðàìêàõ 
ìîäåë³ òâåðäîãî äåôîðì³âíîãî ò³ëà. Ïîð³âíÿëüíèé ÷èñëîâèé àíàë³ç îáîõ 
ï³äõîä³â äî âèçíà÷åííÿ âåðòèêàëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ ãðàíèö³ ïðóæíîãî 
ï³âïðîñòîðó âêàçóº íà òå, ùî ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ëà´åððà äàº 
ïîõèáêó 5% â óñ³õ òî÷êàõ íåïåðåðâíîñò³, ùî º ö³ëêîì äîñòàòí³ì äëÿ 
ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü êîìïîíåíò âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ ( , , )uα α γ τ  

³ ( , , )uγ α γ τ  çà ôîðìóëàìè (35) ³ (36) ó âñ³õ òî÷êàõ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó. 

Ðàçîì ç òèì ñë³ä â³äì³òèòè, ùî çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåí-
íÿ Ëàïëàñà ìîæíà îòðèìàòè àíàë³òè÷íèé âèðàç ò³ëüêè âåðòèêàëüíîãî ïåðå-
ì³ùåííÿ ãðàíèö³, ùî é áóëî çðîáëåíî ³íøèìè àâòîðàìè [8]. 
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 Таблиця 1 
(1,0, )uγ τ  

ôîðìóëà (38) 
(ïåðåòâîðåííÿ Ëàãåððà) 

 τ  

60n =  120n =  

ôîðìóëà (42) 
(ïåðåòâîðåííÿ 

Ëàïëàñà) 

0.0  0.00054  0.00052    0.0 
0.5  0.00057  0.00058    0.0 
1.0 -0.00139 -0.00281   -0.0053 
1.5 -0.00545 -0.02477   -0.0054 
1.82 -0.04748 -0.03124   -0.09860 
2.5  0.11629  0.11667    0.11937 
3.0  0.11595  0.12501    0.11937 
3.5  0.11618  0.11821    0.11937 

 
 
 

τ

2

0 1 2
-0.15

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

1

uγ(1,0,τ)

 
Рис. 1  
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МЕТОД ПОЛИНОМОВ ЛАГЕРРА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ЛЕМБА 
 
Ïðåäëîæåíû äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ëåìáà î äåéñòâèè ñîñðå-
äîòî÷åííîé ñèëû íà ãðàíèöó óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà: ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëü-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ìåòîäà ïîëèíîìîâ Ëàãåððà. Â ïåðâîì ñëó÷àå óäà-
ëîñü ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå âåðòèêàëüíîãî äâèæåíèÿ ãðàíèöû óïðó-
ãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî ïîäõîäà ê 
ðåøåíèþ çàäà÷è. 
 
METHOD OF LAGUERRE POLYNOMIALS FOR SOLUTION OF LAMB PROBLEM 
 
Two methods for solution of classical Lamb problem are proposed: the Laplace integral 
transformation and the method of Laguerre polynomials. In the first case it was pos-
sible to obtain the analytical expression for vertical displacement of elastic half-space. 
The effectiveness of using the second method is also proved. 
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