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ВАРІАЦІЙНИЙ ПІДХІД ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  
ДВОПАРАМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ НА ВЛАСНІ ЗНАЧЕННЯ 
 

Äëÿ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ â ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ä³éñíîìó 
ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ íà îñíîâ³ ãðàä³ºíòíî¿ ïðîöåäóðè çàïðîïîíîâàíî ÷è-
ñåëüíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ ¿¿ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñíèõ âåêòîð³â. 

 
 Ïîä³áíî, ÿê êëàñè÷í³ çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ A x x= λ , óçàãàëüíåí³ 
çàäà÷³ 

 ( ) 0T xΛ = , 

äå 1 2, , , n
nΛ = λ λ λ ∈{ }   – íàá³ð ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòð³â, à îïåðàòîð-

íîçíà÷íà ôóíêö³ÿ : ( )T X H→  (òóò ( )X H  – ìíîæèíà ë³í³éíèõ îáìåæåíèõ 
îïåðàòîð³â) íåë³í³éíî çàëåæèòü â³ä Λ , ìàþòü ñâî¿ì äæåðåëîì êëàñè÷íèé 
àíàë³ç. Çîêðåìà, âîíè âèíèêàþòü ó ð³çíèõ êðàéîâèõ çàäà÷àõ äëÿ çâè÷àéíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, àíàëîã³÷íî äî çàäà÷³ Øòóðìà – Ë³óâ³ëëÿ, ÿêà º 
îäíèì ç áàãàòüîõ äæåðåë êëàñè÷íèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷. Âàæëèâèé êëàñ 
óçàãàëüíåíèõ çàäà÷ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ óòâîðþþòü ë³í³éí³ áàãàòîïàðàìåò-
ðè÷í³ ñïåêòðàëüí³ çàäà÷³, çîêðåìà, äâîïàðàìåòðè÷í³, ÿê³ é ðîçãëÿäàþòüñÿ 
íèæ÷å. 
 Íåõàé H  – ä³éñíèé ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð ç³ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ( , )⋅ ⋅ , à 

1 2,  ,  A B B  – îáìåæåí³ ë³í³éí³ îïåðàòîðè ç H  â H . Äâîïàðàìåòðè÷íà ë³í³é-
íà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à, ÿêà àñîö³þºòüñÿ ç öèìè îïåðàòîðàìè, ïîëÿãàº ó 

çíàõîäæåíí³ òàêîãî íàáîðó ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòð³â 2
1 2,Λ = λ λ ∈{ }   , ïðè 

ÿêîìó ³ñíóº íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 

 1 1 2 2A x B x B x= λ + λ . (1) 

 Íåõàé x  – âëàñíèé âåêòîð, ÿêîìó â³äïîâ³äàº âëàñíèé íàá³ð ñïåêòðàëü-
íèõ ïàðàìåòð³â 1 2,Λ = λ λ{ } . Îòæå, 

 1 1 2 2A x B x B x= λ + λ . (2) 

ßêùî ïîìíîæèòè ñêàëÿðíî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (2) íà ,  1,2iB x i = , òî 

îòðèìàºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî Λ :  

 
2

1

( ) ( ) ,               1,2i ij j
j

x x i
=

α = β λ =∑ . (3) 

Íàäàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî 1( )x−β  ³ñíóº äëÿ áóäü-ÿêîãî x  (öå åêâ³âàëåíòíî 

òîìó, ùî äëÿ \ 0x H∀ ∈ { }  âåêòîðè ,  1,2iB x i = , º ë³í³éíî íåçàëåæíèìè). 

Öèì ìè âèêëþ÷àºìî âèðîäæåíèé âèïàäîê, êîëè 0Ax =  ³ áóäü-ÿêèé íàá³ð 

ñêàëÿð³â 1 2,Λ = λ λ{ }  º âëàñíèì äëÿ \ 0x H∀ ∈ { } . Îòæå, äëÿ âëàñíîãî âåê-

òîðà x  íàá³ð âëàñíèõ çíà÷åíü 1 2,Λ = λ λ{ }  âèçíà÷àºòüñÿ îäíîçíà÷íî ç 
ñèñòåìè (3). 

 Îñê³ëüêè 1 2,  ,  A B B  – îáìåæåí³ îïåðàòîðè, òî 1( )x−β  ³ñíóº äëÿ âñ³õ x  

ç äåÿêîãî îêîëó âëàñíîãî âåêòîðà x . 
 Çðîáëåíå ïðèïóùåííÿ äîçâîëÿº äëÿ x , áëèçüêèõ äî x , îá÷èñëèòè 

 ( ) ( , ),    1,2i ix Ax B x iα = = , ³ , ( ) ( , ),    , 1,2i j i jx B x B x i jβ = = , 

³ çà ( ),  1,2i x iα = , òà ( ) , , 1,2i j x i jβ = , ïîáóäóâàòè â³äïîâ³äíî âåêòîð 
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1 2( ) ( ),  ( )x x xα = α α{ }  ³ ìàòðèöþ 
2

, , 1
( ) ( )i j i j
x x =β = β{ } , à íàá³ð âëàñíèõ çíà-

÷åíü 1 2( ) ( ),  ( )x x xΛ = λ λ{ }  âèçíà÷èòè ÿê ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 

 ( ) ( ) ( )x x xα = β ⋅ Λ , (4) 

òîáòî 

 1( ) ( ) ( )x x x−Λ = β ⋅ α . (5) 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêö³îíàë 

 
22

1

1( ) ( )      \ 0
2 i i

i

F x Ax x B x x H
=

= − λ ∀ ∈∑ { } . (6) 

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ( ) 0F x =  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ( ) 0F x∇ = . ², î÷å-
âèäíî, ( ) 0F x =  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè x  ³ ( )xΛ  – âëàñíèé âåêòîð ³ âëàñíå 
çíà÷åííÿ çàäà÷³ (1), òîáòî ñïðàâäæóºòüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ. 

Ëåìà. Êîæíèé âëàñíèé âåêòîð çàäà÷³ (1) º ñòàö³îíàðíîþ òî÷êîþ 
ôóíêö³îíàëà (6) ³, íàâïàêè, êîæíà ñòàö³îíàðíà òî÷êà ôóíêö³îíàëà (6) º 
âëàñíèì âåêòîðîì çàäà÷³ (1). 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé 
2

1

( ) ( )i i
i

T x Ax x B xΛ
=

= − λ∑ , òîä³ 21( ) ( )
2

F x T xΛ= . 

Äèôåðåíö³àë â³ä ( )F x  çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 
2

1

( , ) ,  ( , )i i
i

dF x h T x T h d x h B xΛ Λ
=

  = − λ    ∑ . (7) 

Îñê³ëüêè 

 
2

1

( , ) ( ) ( ) ( ) 0i i i ij
j

B x T x x x xΛ
=

= α − λ β =∑ , 

òî çâ³äñè âèïëèâàº, ùî 

 ( , ) ( , )dF x h T x T hΛ Λ= , 

à òîìó äëÿ ãðàä³ºíòà ôóíêö³îíàëà (6) îòðèìóºìî çîáðàæåííÿ 

 grad ( ) ( )F x F x T T x∗
Λ Λ≡ ∇ = . 

Îòæå,  

 ( ( ), ) 2 ( )F x x F x∇ = , 

òàê ùî 

 ( ) 0 ( ) 0F x F x∇ = ⇔ = . ◊ 

Öåé ðåçóëüòàò äîçâîëÿº ïîáóäóâàòè ãðàä³ºíòíó ïðîöåäóðó ÿê ìåòîä 
÷èñåëüíîãî çíàõîäæåííÿ âëàñíîãî âåêòîðà ó âèãëÿä³ 

 1 ( ) ( ),            0,1,2,k k k kx x x F x k+ = − γ ∇ =  , (8) 

äå êîíñòàíòà ( )kxγ  íà êîæíîìó êðîö³ âèçíà÷àºòüñÿ ç óìîâè ì³í³ìóìó 

ôóíêö³îíàëà (6) ó íàïðÿìêó (8). Òàêèì ÷èíîì, ç íåîáõ³äíî¿ óìîâè ì³í³ìóìó 

ôóíêö³îíàëà 0F∂ =
∂γ

 çíàõîäèìî, ùî 

 
2

2

( )( ), ( )
( )

( ), ( ) ( )

kk k
k

k k k

F xF x F x
x

T F x T F x T F xΛ Λ Λ

∇∇ ∇
γ = =

∇ ∇ ∇

( )
( )

. 

Îòæå, ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ ðåàë³çóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë: 
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 1 ( ) ( ),        0,1,2,k k k ky x x F x k+ = − γ ∇ =  , (9) 

 1
1

1

k
k

k

y
x

y
+

+
+

= , (10) 

 

2

2

( )
, ( ) 0,

( ) ( )

0, ( ) 0.

k
k

k k

k

F x
F x

x T F x

F x

Λ

 ∇
∇ ≠γ = ∇


∇ =

 (11) 

 Ïðè âèáîð³ ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ, ó ïåâíîìó ñåíñ³ áëèçüêîãî äî 
âëàñíîãî âåêòîðà, çîêðåìà, ç âëàñíîãî ï³äïðîñòîðó, ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (9)–
(11) çá³ãàºòüñÿ äî âëàñíîãî âåêòîðà x , à âëàñíå çíà÷åííÿ ( )xΛ  âèçíà÷à-
ºòüñÿ îäíîçíà÷íî ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (5) äëÿ x x= . 
 Çàçíà÷èìî, ùî äî çàäà÷³ (1) â ä³éñíîìó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ H  
ìîæíà çâåñòè çàäà÷ó 

 Ax Bx= λ   (12) 

ç êîìïëåêñíèìè ìàòðèöÿìè A  ³ B , ÿêà äîñèòü äîáðå äîñë³äæåíà â ë³òåðà-
òóð³ (äèâ., íàïðèêëàä, [1–6]). Öå äîö³ëüíî ðîáèòè â òèõ âèïàäêàõ, êîëè íåìà 
ïðîãðàì äëÿ êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü, àáî êîìïëåêñí³ àðèôìåòè÷í³ îïåðàö³¿ 
ðåàë³çîâàí³ íååôåêòèâíî. Ïîòð³áíî çàóâàæèòè òàêîæ, ùî òàêèé ï³äõ³ä º äó-
æå äîðå÷íèì äëÿ òåñòóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó òà éîãî ïðîãðàì-
íî¿ ðåàë³çàö³¿. 
 Ùîá ïðîâîäèòè îá÷èñëåííÿ â ä³éñíîìó ïðîñòîð³, ïåðåôîðìóëþºìî çà-
äà÷ó (12). Íåõàé 

 ,    R I R IA A iA B B iB= + = + , 

 2
1 2 1 2,      ,    1i x x ix iλ = λ + λ = + = − .  

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çàäà÷à (12) åêâ³âàëåíòíà ä³éñí³é äâîïàðàìåòðè÷í³é 
çàäà÷³ 

 1 1 2 2 1 2,         ( , )Ax B x B x x x x H= λ + λ = ∈        , (13) 

äå 

 1 2,    ,    R I R I I R

I R I R R I

A A B B B B
A B B

A A B B B B

− − − −
= = =

−
   . 

ßêùî ,  A B  – ä³éñí³: ,  R RA A B B= = , òîä³ 

 1 2

0 0 0
,     ,     

0 0 0
R R R

R R R

A B B
A B B

A B B

−
= = =   . 

 Íàâåäåìî ïðèêëàäè äåÿêèõ îá÷èñëåíü, ÿê³ äàþòü óÿâëåííÿ ïðî ê³ëü-
ê³ñòü ³òåðàö³é ³ çá³æí³ñòü àëãîðèòìó. 
 Âèáåðåìî ñïî÷àòêó íåñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ ç ä³éñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè  

 
2 1

2 0
A =

−
, (14) 

âëàñí³ çíà÷åííÿ ³ âëàñí³ âåêòîðè ÿêî¿ º â³äîìèìè (äèâ., íàïðèêëàä, [2]) ³ äî-
ð³âíþþòü 

 1,2 1 iλ = ±  òà 1,2 1, 1x i= − ±{ } . 

 Çâåäåìî çàäà÷ó íà âëàñí³ çíà÷åííÿ (12) äëÿ ìàòðèö³ (14) (B I= ) äî 
äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ (13), â³äïîâ³äí³ ìàòðèö³ ÿêî¿ ìàþòü 
âèãëÿä  
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 1 2

2 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
,     ,     

0 0 2 1 0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 1 0 1 0 0

A B B

−
− −

= = =

−

   , 

³ ïðîâåäåìî ÷èñëîâ³ åêñïåðèìåíòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ð³çí³ ïî÷àòêîâ³ íàáëè-
æåííÿ äëÿ âëàñíîãî âåêòîðà.  
 Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü íàâåäåíî ó òàáë. 1. Âñ³ ðîçðàõóíêè 

ïðîâîäèëèñÿ ç òî÷í³ñòþ 610−ε =  çà âëàñíèì âåêòîðîì. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ ó 
ïåðøèõ òðüîõ ðÿäêàõ íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü âëàñíîãî âåêòîðà 

1 1, 1x i= − +{ }  òà âëàñíîãî çíà÷åííÿ 1 1 iλ = +  ìàòðèö³ (14) äëÿ ð³çíèõ 
ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü. Ó ÷åòâåðòîìó ðÿäêó íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü 

³íøîãî âëàñíîãî âåêòîðà 2 1, 1x i= − −{ }  òà âëàñíîãî çíà÷åííÿ 2 1 iλ = − . 

 Таблиця 1 

Ïî÷àòêîâå 
íàáëèæåííÿ 

âëàñíîãî 
âåêòîðà 

Ê³ëüê³ñòü 
³òåðàö³é 

 

Âëàñíå 
çíà÷åííÿ 

, 1,2i iλ =  

Âëàñíèé 
âåêòîð 
, 1,2ix i =  

Çíà÷åííÿ 
ôóíêö³îíàëà 

( )F x  

 1.0 
 1.0 
-1.0 
-1.0 

25 
1.0 
1.0 

 1.0 
-1.0 
 0.0 
 1.0 

121.01663 10−⋅  

-4.0 
 6.0 
-8.0 

  10.0 

7 
1.0 
1.0 

 1.0 
-1.0 
 0.0 
 1.0 

141.25752 10−⋅  

    0.001 
 0.0 

   -10.0 
 0.0 

39 
1.0 
1.0 

 1.0 
-1.0 
 0.0 
 1.0 

142.48006 10−⋅  

  1.0 
  1.0 
  1.0 
  1.0 

25 
 1.0 
-1.0 

 1.0 
-1.0 
 0.0 
-1.0 

121.01663 10−⋅  

 
 Äëÿ ìàòðèö³ ç êîìïëåêñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè 

 
3 31

4 3 3

i i
A

i i

+ −
=

− + +
, (15) 

âëàñí³ çíà÷åííÿ òà âëàñí³ âåêòîðè ÿêî¿ º òàêîæ â³äîìèìè [2]: 

 1 1 2 2
11 ,    1, ,      (1 ),     1,
2

i x i i x iλ = + = λ = − = −{ } { }  , 

÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè òåñòóâàííÿ àëãîðèòìó íàâåäåíî â òàáë. 2. ßê ³ â ïîïå-

ðåäíüîìó âèïàäêó, âñ³ îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñÿ ç òî÷í³ñòþ 610−ε =  çà âëàñ-
íèì âåêòîðîì. Ó ïåðøèõ äâîõ ðÿäêàõ íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü âëàñ-

íîãî âåêòîðà 1 1,x i= { }  òà âëàñíîãî çíà÷åííÿ 1 1 iλ = + , à â íàñòóïíèõ 

äâîõ – ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü äðóãîãî âëàñíîãî âåêòîðà 2 1,x i= −{ }  òà 

âëàñíîãî çíà÷åííÿ 2
1 (1 )
2

iλ = −  ìàòðèö³ (15) äëÿ ð³çíèõ ïî÷àòêîâèõ íàáëè-

æåíü.  
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 Таблиця 2 

Ïî÷àòêîâå 
íàáëèæåííÿ 

âëàñíîãî 
âåêòîðà 

Ê³ëüê³ñòü 
³òåðàö³é 

Âëàñíå 
çíà÷åííÿ 

, 1,2i iλ =  

Âëàñíèé 
âåêòîð 
, 1,2ix i =  

Çíà÷åííÿ 
ôóíêö³îíàëà 

( )F x  

1.0 
1.0 
0.0 
1.0 

4 
1.0 
1.0 

 1.0 
 0.0 
 0.0 
 1.0 

152.81997 10−⋅  

0.5 
    -10.0 
   0.01 

 7.0 

7 
1.0 
1.0 

 1.0 
 0.0 
 0.0 
 1.0 

157.41133 10−⋅  

1.0 
    10.0 
    20.0 
    30.0 

5 
 0.5 
-0.5 

 1.0 
 0.0 
 0.0 
-1.0 

161.11022 10−⋅  

   -1.0 
  100.0 
   20.0 
  30.0 

5 
 0.5 
-0.5 

 1.0 
 0.0 
 0.0 
-1.0 

151.77390 10−⋅  

 
 Â³äì³òèìî, ùî ó ïðîâåäåíèõ ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòàõ, çîêðåìà ³ òèõ, 
ÿê³ íàâåäåíî âèùå, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ øâèäêà çá³æí³ñòü ïîñë³äîâíîñò³ äî âëàñ-
íèõ âåêòîð³â äëÿ ð³çíèõ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü (íàâ³òü äîñèòü äàëåêèõ â³ä 
âëàñíèõ âåêòîð³â). 
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ВАРИАЦИОННЫЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИХ 
ЗАДАЧ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 
 
Äëÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è â êîíå÷íîìåðíîì äåéñòâèòåëü-
íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íà áàçå ãðàäèåíòíîé ïðîöåäóðû ïðåäëîæåí 
÷èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. 
 
VARIATIONAL APPROACH TO SOLUTION OF TWO-PARAMETER 
EIGENVALUE PROBLEMS 
 
On the basis of gradient procedure for two-parameter eigenvalue problem in the finite-
dimensional real Hilbert space, the numerical method for determination of its eigenva-
lues and eigenvectors is proposed. 
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